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基于一般二阶混合矩的高斯分布估计算法

任志刚 1 梁永胜 1 张爱民 1 庞 蓓 1

摘 要 针对传统高斯分布估计算法 (Gaussian estimation of distribution algorithms, GEDAs) 中变量方差减小速度快、概

率密度椭球体 (Probability density ellipsoid, PDE) 的长轴与目标函数的改进方向相垂直, 从而导致算法搜索效率低、容易早

熟收敛这一问题, 提出一种基于一般二阶混合矩的高斯分布估计算法. 该算法利用加权的优秀样本预估高斯均值, 并根据沿目

标函数的改进方向偏移后的均值来估计协方差矩阵. 理论和数值分析表明, 这一简单操作可以在不增大算法计算量的前提下

自适应地调整概率密度椭球体的位置、大小和长轴方向, 提高算法的搜索效率. 在 14 个标准函数上对所提算法进行了测试, 由

统计出的 Cohen′s d 效应量指标可知该算法的全局寻优能力强于传统高斯分布估计算法; 与当前先进的粒子群算法、差分进

化算法相比, 所提算法可以在相同的函数评价次数内获得 9 个函数的显著优解.
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Abstract Traditional Gaussian estimation of distribution algorithms (GEDAs) are confronted with issues that variable

variances decrease fast and the long axis of the probability density ellipsoid (PDE) tends to be perpendicular to the

improvement direction of the objective function, leading to reduction of search efficiency of GEDA and premature conver-

gence. To alleviate these issues, this paper proposes a novel GEDA based on the general second-order mixed moment. In

each iteration, this algorithm first estimates an initial mean using weighted excellent samples, then shifts the mean along

the improvement direction of the objective function and estimates the covariance matrix with the new mean as the center.

Theoretical and numerical analysis results both show that this simple operation can adaptively adjust the location, size

and long axis direction of PDE without increasing computation. As a consequence, the search efficiency of the algorithm is

improved. Experiments are conducted on 14 benchmark functions. The resultant Cohen′s d effect size demonstrates that

the proposed algorithm possesses stronger global optimization ability than traditional GEDA. And compared with some

state-of-the-art particle swarm optimization and differential evolution algorithms, it can produce significantly superior

solutions for 9 functions within the same function evaluation times.
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分布估计算法 (Estimation of distribution al-
gorithm, EDA)是一类典型的基于模型的进化算法.
与基于交叉和变异等遗传操作的其他进化算法相比,
EDA 具有较强的理论基础, 而且可以成功求解大量
不同类型的连续和离散优化问题, 近年来一直是进
化计算领域的研究热点[1−3].
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本文重点研究面向连续问题的 EDA, 这类算
法通常采用高斯概率模型 (Gaussian probability
model, GPM) 描述优解的分布. 根据对各变量之间
相关关系的处理方式, 高斯 EDA (Gaussian EDA,
GEDA) 可以分为变量无关的 EDA、部分变量相
关的 EDA、全变量相关的 EDA, 其代表性算法分
别为 PBILc (Population based incremental learn-
ing)[1] 和 UMDAc (Univariate marginal distribu-
tion algorithm)[1, 4]、EGNA (Estimation of Gaus-
sian networks algorithm)[4−5]、EMNAg (Estima-
tion of multivariate normal density algorithm)[1].

GPM 为 EDA 的理论分析提供了诸多方便, 但
同时也有一些不足, 其中最显著的一点是, 直接由常
用的极大似然估计 (Maximum likelihood estima-
tion, MLE) 计算出的变量方差会快速减小, 导致算
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法的探索能力急剧下降. 已有研究通过保持各方差
值至少为 1[6]、将估计出的方差固定地放大一定倍
数[7]、利用协方差矩阵 (Covariance matrix, CM)的
特征值修改方差[8] 以及根据采样解的改进情况自适
应地调整方差[9−10] 等策略来弥补这一不足. 其中,
Bosman 等学者提出的自适应方差缩放策略影响最
为广泛[10]. 他们建议当算法在远离均值的位置找到
更优解时增大方差, 而当算法在连续多次迭代内找
不到更优解时减小方差. 除方差快速减小这一不利
因素之外, 与 CM 相对应的概率密度椭球体 (Prob-
ability density ellipsoid, PDE) 的长轴还倾向于与
目标函数的改进方向相垂直, 这会大大降低 GEDA
的搜索效率[11−12]. Cai 等学者首次发现了这一现
象, 并将其与方差收缩问题合并处理, 提出了基于概
率分布交叉熵的自适应方差缩放策略[11]. Bosman
等学者则提出了预期均值偏移策略, 该策略尝试采
用两组分别以预估均值和偏移均值为中心的较优解
来估计 CM, 从而改变 PDE 长轴的方向[12]. 将该
策略与前期提出的自适应方差缩放策略相结合后,
Bosman 等学者构建了一种称为 AMaLGaM 的有
效 EDA[13].
除上述研究之外, 文献 [14− 16] 分别通过引

入混沌变异算子、正则化技术、多群体 –多模型
方法来增强 GPM 对不同问题的适应性; 文献
[17− 19] 则放弃 GPM, 分别采用直方图模型、粒
子滤波、Copula 函数来估计优解的概率分布; 文献
[20] 在直方图模型的基础上, 进一步利用局部搜索
技术提升 EDA 的优化性能; 文献 [21] 则尝试采用
有监督学习方法估计优解的条件概率分布, 并借助
Gibbs 采样技术提高搜索效率. 这些研究工作在改
进 EDA 性能的同时, 也将算法模型复杂化, 并引入
了较多难以设置的自由参数.
本文在分析传统 GEDA 性能弱化原因的基础

上, 提出一种简单高效的 GEDA. 该算法在每次迭
代中首先根据选择出的优秀样本预估出一加权均
值, 然后显式地利用预估均值的目标函数值将其偏
移至一个更有希望的解区域中, 最后根据所选优秀
样本关于偏移后均值的二阶混合矩来估计 CM. 这
一简单操作可以在不增大算法计算量的前提下, 自
适应地调整 PDE 的位置、大小和长轴方向, 使之
尽可能与当前解区域的结构特征相契合, 从而提高
算法的搜索效率. 根据 CM 的计算方式, 本文将所
提算法命名为基于一般二阶混合矩的高斯分布估计
算法 (General-second-order-mixed-moment based
GEDA, GSM-GEDA).

1 基本分布估计算法

作为一种基于模型的进化算法, EDA 假设待解
决问题的优解服从某种概率分布, 并利用根据当前
群体中的较优解估计出的概率分布来产生下一代群
体, 从而驱动算法进化. 基本 EDA 的步骤如下:

步骤 1. 设置算法参数, 初始化群体.
步骤 2. 根据目标函数评价当前群体中各个解

的质量.
步骤 3. 根据选择规则选出优秀样本集合.
步骤 4. 根据优秀样本集估计概率分布模型.
步骤 5. 根据概率分布模型进行采样, 构建新群

体.
步骤 6. 更新获得的最优解并判断是否满足终

止条件. 若满足, 则输出最优结果; 否则, 转至步骤 2.
连续型 EDA 通常采用 GPM 描述优解的分布.

对于 n 维的随机列向量 x, GPM 的联合概率密度
函数可以表示为

g(x|µ, C) =
(2π)−n

2

(detC) 1
2
e−(x−µ)TC−1 x−µ

2 (1)

其中, µ 和 C 分别表示 x 的均值和 CM. 在每次迭
代中, GEDA 通常根据截断选择规则选出优秀样本
集 S, 并采用MLE 来估计 µ 和 C:

µ̄ =
1
|S|

|S|∑
i=1

Si (2)

C̄ =
1
|S|

|S|∑
i=1

(Si − µ̄)(Si − µ̄)T (3)

EMNAg 算法采用式 (1)∼ (3) 所示的GPM 及
参数估计方法来综合描述所有变量之间的相关关系.
文献 [22] 的研究表明, 诸如 EGNA 等基于高斯图
的、部分变量相关的 EDA 可以纳入到全变量相关
的 EDA 框架之下. UMDAc 和 PBILc 则通过忽略
各变量间的相关关系, 换取了具有较少参数的对角
型 CM.

上述三类 GEDA 针对各类型问题的求解性能
虽有不同, 但它们都采用 MLE 估计概率分布参数,
由此具有两个共性特点: 1) 各变量的方差会随着
算法迭代而快速减小[6, 7, 9−11]; 2) 与 CM 相对应
的 PDE 的长轴倾向于与目标函数的改进方向相垂
直[11−13]. 图 1 给出了该现象的示意图, 造成该现象
的主要原因是, GEDA 在每次迭代中选出的优秀样
本主要分布在由目标函数等值线切割原 PDE 所形
成的半椭球体内. 该半椭球体的长轴平行于目标函
数等值线; 相应地, 根据半椭球体内的优秀样本以
及 MLE 新估计出的 PDE 的长轴也平行于目标函
数等值线, 即倾向于与目标函数的改进方向相垂直.
另一方面, 该半椭球体内靠近原 PDE 中心的样本
较多, 而远离原 PDE 中心的样本较少, 那么根据这
些样本新估计出的 PDE 自然会发生收缩现象. 传统
GEDA 的这种特性大大降低了算法的搜索效率, 导
致算法即使在斜坡型解区域中也可能早熟收敛[9].



4期 任志刚等: 基于一般二阶混合矩的高斯分布估计算法 637

2 基于一般二阶混合矩的高斯分布估计算法
(GSM-GEDA)

在 GEDA 中, PDE 的位置、大小和长轴方向
分别决定了算法的搜索中心、范围和主要搜索方向.
我们期望 PDE 位于易于发现更优解的解区域中, 其
大小能够根据当前解区域的结构特征自适应地变化,
其长轴方向与目标函数的改进方向相一致. GSM-
GEDA 通过修改均值和 CM 的估计方法来实现这
一目的.

图 1 传统 GEDA 中 PDE 的变化示意图
Fig. 1 Schematic for the change of PDE of

traditional GEDA

2.1 均值估计方法

在每次迭代中, 为了尽可能获得一个有前途的
搜索中心, GSM-GEDA 根据如下两个步骤估计均
值:

1) 采用加权样本预估均值. 由式 (2) 估计出的
均值 µ̄ 实际上是优秀样本的算术平均, 如果对较优
样本赋予较大权重则有利于改进所估计均值的质量.
具体地, GSM-GEDA 首先根据下式为 GPM 预估
出一均值:

µ̃ =

|S|∑
i=1

[ln(|S|+ 1)− ln(i)]S(i)

|S|∑
i=1

[ln(|S|+ 1)− ln(i)]
(4)

其中, S(i) 表示集合 S 中第 i 个最优解. 由式 (4) 可
知, S(i) 的权重与其排序的对数值成反比; 排序越靠
前, 其权重越大. 数值测试表明, µ̃ 在大多数情况下
都优于 µ̄.

2) 沿目标函数的改进方向偏移预估均值. 具体
为:

δ̃
t
= µ̃

t − µ̂t−1 (5)

µ̂t =





µ̃
t + ηf δ̃

t
, f(µ̃t + ηf δ̃

t
) < f(µ̃t) <

f(µ̂t−1)

µ̃
t − ηbδ̃

t
, max

{
f(µ̃t − ηbδ̃

t
), f(µ̂t−1)

}

< f(µ̃t)
µ̃

t
, 其他

(6)
其中, µ̂t

表示第 t 次迭代中偏移后的均值; δ̃
t
表

示当前预估均值 µ̃
t
与上次迭代中偏移后均值 µ̂t−1

之间的差异, 它反映了算法的进化方向; f(·) 表示
需要极小化的目标函数. 通过显式地比较 f(µ̃t)
与 f(µ̂t−1), 可以获得 f(·) 的一个改进方向. 若 µ̃

t

优于 µ̂t−1, 式 (6) 尝试沿 δ̃
t
的方向将 µ̃

t
偏移至

µ̃
t + ηf δ̃

t
, 其目的是发挥算法的搜索惯性, 提高搜索

效率, 其中的 ηf 称为前向偏移系数; µ̃
t + ηf δ̃

t
最终

能被接受的前提条件是 f(µ̃t + ηf δ̃
t
) < f(µ̃t). 相

反地, 若 µ̃
t
差于 µ̂t−1, 式 (6) 则尝试沿 δ̃

t
的反方

向将 µ̃
t
偏移至 µ̃

t − ηbδ̃
t
, 其目的是及时修正算法

的进化方向, 使其与目标函数的改进方向相一致, 其
中 ηb 称为反向偏移系数; µ̃

t − ηbδ̃
t
也仅在优于 µ̃

t

的情况下才会被最终接受. 当 µ̃
t
进行反向偏移时,

一个合理的设置是允许 µ̃
t
最远偏移至 µ̂t−1, 因此

0 < ηb ≤ 1; 另一方面, 大量测试表明, 当 ηf ≥ 1 时,
µ̃

t
可以前向偏移至一理想位置. 综合以上两个因素,

一般可以设置 ηb = 1/ηf . 第 2.2 节将理论分析 ηf

对算法性能的影响; 第 3.1 节将实验测试 ηf 对算法
最终求解质量的影响, 并给出取值方案.

2.2 协方差矩阵估计方法

GEDA 根据优秀样本估计 CM 的本质目的并
不是准确获得样本自身的分布特征, 而是希望利用
这些样本为下一次迭代确定一个合理的搜索范围和
方向. 由第 1 节的分析可知, 与式 (3) 所示估计 C̄
相对应的 PDE 的大小和长轴方向是不理想的. 另
一方面, 由概率论中关于矩的知识可知, 随机向量的
CM 即为它的二阶混合中心矩. 那么在样本不变的
前提下, 改变矩中心是调整 PDE 大小和长轴方向的
一个简单方法. 对于 GSM-GEDA 来说, 一个自然
选择是采用偏移后的均值 µ̂ 代替式 (3) 中的 MLE
均值 µ̄, 即:

Ĉ =
1
|S|

|S|∑
i=1

(Si − µ̂)(Si − µ̂)T (7)

上式表示对以偏移后的均值 µ̂ 这一一般位置为中心
的二阶混合矩的估计.
由式 (5) 和 (6) 可知, µ̂ 不差于 µ̃; 由式 (4) 可

知, µ̃ 通常优于 µ̄; 相应地, µ̂ 一般会优于 µ̄. 那么,
µ̂ − µ̄ = δ̂ 代表了目标函数的一个改进方向. 与式
(3) 所示估计 C̄ 相比, 式 (7) 给出的估计 Ĉ 可以随
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µ̂ 的改变而自适应地调整 PDE 的大小 (体积), 并且
可以使 PDE 的长轴方向趋近于目标函数的改进方
向 (δ̂). 为此给出以下定理和推论:
定理 1. 对于选定的优秀样本, 若 µ̂ 6= µ̄, 那

么由 Ĉ 所确定的 PDE 的体积不小于由 C̄ 确定的
PDE 的体积.
证明. 由高斯分布的性质可知, PDE 的各个轴

的方向分别与 CM 的各特征向量相一致, 而各半轴
长度 ad (d = 1, 2, · · · , n) 由 CM 的相应特征值 λd

确定: ad =
√

λd. 另一方面, 由文献 [23] 可知, PDE
的体积与各半轴长度的乘积成正比. 记 Ĉ、C̄ 的特
征值分别为 λ̂d、̄λd (d = 1, 2, · · · , n), 那么定理 1 成
立的充要条件是,当 µ̂ 6= µ̄时,

∏n

d=1 λ̂d ≥
∏n

d=1 λ̄d.
为证明这一点, 对 Ĉ 做如下变化:

Ĉ =
1
|S|

|S|∑
i=1

(Si − µ̂)(Si − µ̂)T =

1
|S|

|S|∑
i=1

(Si − µ̄− δ̂)(Si − µ̄− δ̂)T =

1
|S|

|S|∑
i=1

(Si − µ̄)(Si − µ̄)T−

1
|S|

|S|∑
i=1

(Si − µ̄)δ̂
T − 1

|S| δ̂
|S|∑
i=1

(Si − µ̄)T + δ̂δ̂
T

=

C̄ + δ̂δ̂
T

(8)

由上式可知, 矩阵 Ĉ 是 C̄ 的秩 1 修正[24].
由于 C̄ 至少是半正定的, 对其进行特征值分解:
C̄ = Q̄Λ̄Q̄T. 其中, Λ̄ = diag{λ̄1, λ̄2, · · · , λ̄n},
0 ≤ λ̄1 ≤ λ̄2 ≤ · · · ≤ λ̄n; Q̄ 表示由 C̄ 的的特
征向量构成的正交矩阵. 将 Q̄Tδ̂ 所对应的列向量简
记为 ppp, 并对 Ĉ 进行如下正交相似变换:

Q̄TĈQ̄ = Q̄TC̄Q̄ + (Q̄Tδ̂)(Q̄Tδ̂)T =

Λ̄ + ppppppT (9)

很明显, 矩阵 Λ̄ + ppppppT 是 Λ̄ 的秩 1 修正[24]. 文
献 [25] 中的引理 1.4 对秩 1 修正后对角型矩阵的特
征多项式进行了讨论, 根据该引理可以推得 Λ̄ +ppppppT

也即 Ĉ 的特征多项式:

F (λ) =
n∏

d=1

(λ− λ̂d) =

det(λI − Λ̄− ppppppT) =

det(λI − Λ̄)det(I − (λI − Λ̄)−1ppppppT) =
n∏

d=1

(λ− λ̄d)

(
1−

n∑
k=1

ppp2
k

λ− λ̄k

)
=

n∏
d=1

(λ− λ̄d)−
n∑

k=1

(
ppp2

k

n∏
d=1,d 6=k

(λ− λ̄d)

)

(10)

其中, I 表示相应阶数的单位阵. 令式 (10) 中的
λ = 0, 可得:

n∏
d=1

λ̂d =
n∏

d=1

λ̄d +
n∑

k=1

(
ppp2

k

n∏
d=1,d 6=k

λ̄d

)
(11)

由上式可知,
∏n

d=1 λ̂d ≥
∏n

d=1 λ̄d. 由此得证. ¤
推论 1. 对于选定的优秀样本, 若 µ̂ 6= µ̄ 且样

本数量大于问题维数 (即 |S| > n), 那么由 Ĉ 所确
定的 PDE 的体积将大于由 C̄ 所确定的 PDE 的体
积.
证明. 由于式 (9) 中的 Q̄T 是正交矩阵, 那

么当 µ̂ − µ̄ = δ̂ 6= 0 时, ppp = Q̄Tδ̂ 6= 0. 即
∃k = 1, 2, · · · , n, 满足 pppk 6= 0. 另一方面, 集合 S 中
各样本是相互独立的, 那么当 |S| > n 时, 矩阵 C̄ 以
概率 1正定[26]. 即对于 ∀d = 1, 2, · · · , n, λ̄d > 0. 综
合上述两个方面, 可知

∑n

k=1(ppp
2
k

∏n

d=1,d6=k λ̄d) > 0,
进一步由式 (11) 可知

∏n

d=1 λ̂d >
∏n

d=1 λ̄d. 由此得
证.
推论 2. 对于选定的优秀样本, µ̂ 到 µ̄ 的马氏

距离 δ̂
T
C̄−1δ̂ 越大, 那么由 Ĉ 所确定的 PDE 的体

积越大.
证明. 重新考虑式 (11):

n∏
d=1

λ̂d =
n∏

d=1

λ̄d +
n∑

k=1

(
ppp2

k

n∏
d=1,d 6=k

λ̄d

)
=

n∏
d=1

λ̄d

(
1 +

n∑
k=1

(ppp2
k/λ̄k)

)
=

n∏
d=1

λ̄d(1 + pppTΛ̄−1ppp) =

n∏
d=1

λ̄d(1 + δ̂
T
Q̄Λ̄−1Q̄Tδ̂) =

n∏
d=1

λ̄d(1 + δ̂
T
C̄−1δ̂) (12)

由上式可知, δ̂
T
C̄−1δ̂ 越大,

∏n

d=1 λ̂d 越大. 由此得
证.
注 1. 推论 1 从理论上给出了保证由 Ĉ 所确

定的 PDE 的体积大于由 C̄ 所确定的 PDE 的体积
的充要条件. 由上文分析可知, GSM-GEDA 在每次
迭代中采用的 µ̂ 通常不等于 µ̄ 且优于 µ̄; 另一方
面, GSM-GEDA 及传统 GEDA 通常都设置群体规
模远大于问题维数, 那么从中选出的优秀样本的数
量一般都满足 |S| > n. 由此可知, GSM-GEDA 能
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够使推论 1 成立. 这意味着, 对于相同的选定样本,
GSM-GEDA 的探索能力强于传统 GEDA.

注 2. 推论 2 告诉我们, 若要增强 GSM-
GEDA 的探索能力, 只需增大从 µ̂ 到 µ̄ 的马氏

距离 δ̂
T
C̄−1δ̂, 也即增大 pppTΛ̄−1ppp. 对于选定的优秀

样本, C̄ 和 Λ̄ 是固定的. 若要增大 pppTΛ̄−1ppp, 要求增
大 ppp 的各分量 pppd (d = 1, 2, · · · , n), 即 δ̂ 在矩阵 C̄
的各特征向量上的投影. 根据式 (6) 可知, 在优秀样
本选定的情况下, 通过调整偏移系数 ηf 可以改变 µ̂

位置, 进而调整 δ̂(ppp) 的大小. ηf 越大, δ̂(ppp) 倾向于
增大, 那么 GSM-GEDA 的探索能力会相应增强.
定理 2. 对于选定的优秀样本, 若 µ̂ 6= µ̄, 那

么 δ̂ 与由 Ĉ 所确定的 PDE 长轴之间的夹角不大于
其与由 C̄ 所确定的 PDE 长轴之间的夹角.
证明. 不失一般性, 假设 Λ̄ + ppppppT 的特征值

满足 0 ≤ λ̂1 ≤ λ̂2 ≤ · · · ≤ λ̂n, 并记 Λ̄ + ppppppT

和 Λ̄ 的主特征向量分别为 q̂、q̄. 由式 (9) 可知,
Λ̄ + ppppppT、Λ̄ 分别是 Ĉ、C̄ 以 Q̄T 为变换矩阵的正
交变换, 那么定理 2 等价于证明: 若 Q̄Tδ̂ = ppp 6= 0,
那么 ∠(ppp, q̂qq) ≤ ∠(ppp, q̄qq). 由于 ppp 会与 PDE 的长轴构
成两个夹角, 而这里只关注较小夹角, 所以不妨假设
pppTq̂ ≥ 0, pppTq̄ ≥ 0.

情况 1. 若 pppTq̄ = 0, 那么 ∠(ppp, q̄qq) = 90◦; 另一
方面, ∠(ppp, q̂qq) ≤ 90◦. 由此可知, 定理 2 在该情况下
成立.
情况 2. 若 pppTq̄ 6= 0, 那么 λ̂n > λ̄n, pppTq̂ 6=

0. 这是因为 Λ̄ + ppppppT 是 Λ̄ 的秩 1 修正, 满足
λ̂d ≥ λ̄d (d = 1, 2, · · · , n); 又由于 ppp 在 q̄ 上有

投影 (pppTq̄ 6= 0), 那么相应地, λ̂n > λ̄n
[24]. 另一方

面, 由特征值定义可知:

(Λ̄ + ppppppT)q̂ = λ̂nq̂ (13)

若 pppTq̂ = 0, 那么 Λ̄q̂ = λ̂nq̂. 即 λ̂n 也是 Λ̄ 的特征
值, 这与 λ̂n > λ̄n 矛盾, 因此 pppTq̂ 6= 0. 由式 (13) 还
可以进一步推得 q̂ = (λ̂nI − Λ̄)−1ppppppTq̂.
将 λ̂n 代入式 (10) 可知:

F (λ̂n) =

(
1−

n∑
d=1

ppp2
d

λ̂n − λ̄d

)
n∏

d=1

(λ̂n − λ̄d) = 0

⇒
n∑

d=1

ppp2
d

λ̂n − λ̄d

= 1

⇒ 1 ≥ ppp2
n

λ̂n − λ̄n

> 0 (14)

进一步有

cos∠(ppp,q̂qq) =
pppTq̂

‖ppp‖ · ‖q̂‖ =

pppTq̂

‖ppp‖ ·
∥∥∥(λ̂nI − Λ̄)−1ppp

∥∥∥ · pppTq̂
=

1

‖ppp‖
√

n∑
d=1

ppp2
d

(λ̂n−λ̄d)2

≥

|pppn|
‖ppp‖

√
(λ̂n − λ̄n)

n∑
d=1

ppp2
d

(λ̂n−λ̄d)2

≥

|pppn|
‖ppp‖

√
(λ̂n−λ̄n)

n∑
d=1

ppp2
d

(λ̂n−λ̄n)(λ̂n−λ̄d)

=

|pppn|
‖ppp‖

√
n∑

d=1

ppp2
d

λ̂n−λ̄d

=

|pppn|
‖ppp‖ =

pppTq̄

‖ppp‖ · ‖q̄‖ = cos∠(ppp, q̄qq) (15)

即 ∠(ppp, q̂qq) ≤ ∠(ppp, q̄qq). 由此可知, 若 pppTq̄ 6= 0, 定理 2
成立.
注 3. 在上述证明过程中, 对于情况 1 (pppTq̄ =

0), 可以推得 λ̄n、̄q 依然分别是 Λ̄ + ppppppT 的特征值、
特征向量; 仅当 ‖ppp‖ 较小, 对其他特征值的调整幅度
较小, 使得 λ̄n 仍为 Λ̄ + ppppppT 的主特征值 (λ̂n = λ̄n)
时, 才有 ∠(ppp, q̂qq) = ∠(ppp, q̄qq) = 90◦. 对于情况 2, 仅
当 ppp2

n = λ̂n − λ̄n、pppd = 0 (d = 1, 2, · · · , n − 1), 即
ppp//q̄ 时, 才有 ∠(ppp, q̂qq) = ∠(ppp, q̄qq) = 0◦. 因此, 在绝大
部分情况下, ∠(ppp, q̂qq) < ∠(ppp, q̄qq). 由于 PDE 的长轴,
即 CM 的主特征向量决定了 GEDA 的主要搜索方
向, 那么定理 2 意味着, 在采用 Ĉ 作为 CM 的估计
之后, GEDA 的主要搜索方向更靠近目标函数的改
进方向, 因此更容易找到较优解.

2.3 GSM-GEDA的步骤

GSM-GEDA 在基本 EDA 的框架之下, 采用
GPM 描述优解的分布, 并采用了一种新的GPM 参
数估计方法, 其具体步骤如下:
步骤 1. 设置算法参数, 包括群体规模m、优秀

样本比例系数 τ 以及前向偏移系数 ηf ; 记迭代次数
t = 1, 并采用伪均匀分布随机生成 m 个解, 初始化
群体M t.

步骤 2. 根据目标函数 f(·) 评价M t 中各个解
的质量.
步骤 3. 根据截断选择规则, 从 M t 中选出前

bτmc 个优解, 赋予优秀样本集 St.
步骤 4. 根据优秀样本集 St 估计概率分布参

数: 1) 根据式 (4) 计算加权的预估均值 µ̃
t; 2) 根据

式 (5) 和 (6) 对 µ̃
t
进行偏移, 获得最终的估计均值

µ̂t; 3) 根据式 (7) 估计协方差矩阵 Ĉt.
步骤 5. 根据高斯概率模型 g(x|µ̂t, Ĉt) 新生成

m − 2 个解, 并记由这些解构成的集合为M ′; 采用
精英策略更新群体M t+1 = M ′ ∪

{
St

(1), µ̂
t
}

.
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步骤 6. 更新 t = t + 1, 判断是否满足终止条
件. 若满足, 则输出最优结果; 否则, 转至步骤 2.
其中, 步骤 5 采用常用的精英策略将当前群体

中的最优个体 St
(1) 保留到下一代群体中. 此外, 经

过显式评价后的 µ̂t
也可以看作一个完整的解样本,

并且其解质量通常较高, 因此也将它保留到下一代
群体中.

GSM-GEDA 与传统 GEDA 的区别主要体
现在步骤 4 中的概率分布参数估计方法. 从
式 (4)∼ (7) 可以看出, 新提出的均值、CM 估
计方法的计算时间复杂度分别为 O(τmn) =
O(mn)、O(τmn2) = O(mn2), 这与常用的 MLE
的计算复杂度相同. 这意味着 GSM-GEDA 可以以
相同的计算复杂度获得具有更好理论性质的 GPM,
即可以避免 PDE 快速收缩, 从而保证算法具有适度
的探索能力; 并且可以使 PDE 的长轴方向趋近于目
标函数的改进方向, 进而提高算法的搜索效率.

3 实验与分析

为了评估 GSM-GEDA 的性能, 采用 IEEE
CEC 2005 标准函数库[27] 中的前 14 个函数对其
进行了测试. 其中, f1 ∼ f5 是单模函数, f6 ∼ f12 是
基本的多模函数, f13 ∼ f14 是扩展的多模函数. 这
些函数大多都经过了旋转、偏移操作, 分别使得各变
量之间相互关联、最优解偏离搜索中心, 从而保证函
数的优化难度. 在实验中, 所有函数的维数都设置为
30, 每个函数在每种算法上独立测试 25 次, 每次测
试均以完成 300 000 次目标函数评价作为终止条件,
并采用所获优解与实际最优解之间的差值 (函数误
差值) 在 25 次测试中的均值和标准差来衡量算法性
能.

3.1 参数影响及其设置

GSM-GEDA 一共包括 3 个参数, 即群体规模
m、优秀样本比例系数 τ 以及前向偏移系数 ηf . 对
于 m 和 τ 这两个常规参数, 文献中已进行了较多
研究[1, 13], 本文将其设置为常规值 m = 1 200、τ =
0.35. 本节重点考察新参数 ηf 对GSM-GEDA的性
能的影响. 由第 2 节可知, ηf 决定了预估均值 µ̃ 的
偏移程度, 从而改变 PDE 的中心位置、大小和长轴
方向, 最终影响 GSM-GEDA 的性能.
图 2 以函数 f2、f10 为例, 给出了当 ηf 以 0.25

为间隔从 0.5 增大到 3.5 时, GSM-GEDA 的性能变
化情况. 从图中可以看出, 当 ηf 在 0.5 ∼ 3.5 这么
一个较大的范围内变化时, GSM-GEDA 的性能变
化并不剧烈. 特别地, 对于 f2, GSM-GEDA 求得的
解总是非常接近最优解. 这说明 GSM-GEDA 的优
化性能关于 ηf 的鲁棒性较强. 另一方面, 在不考虑
随机因素的情况下, GSM-GEDA 的性能总是随着
ηf 的增大先变好后变差. 对于 f2 这一单模函数, 当
ηf ≈ 1.0 时, GSM-GEDA 取得较优结果; 对于多模

函数 f10, 当 ηf ≈ 2.75 时, GSM-GEDA 的表现较
好. 实验表明, 上述结论基本上也适用于其他测试函
数. 对于待优化的一般黑箱函数, 并没有先验信息确
定其为单模还是多模. 为兼顾两类函数的求解质量,
我们建议在 1.0 ∼ 2.75 之间为 ηf 取值; 本文选取
ηf = 2.0.

图 2 GSM-GEDA 的性能随 ηf 的变化情况

Fig. 2 The performance variation of GSM-GEDA with

regard to ηf

3.2 均值−−−协方差矩阵估计方法的有效性分析
第 2 节理论证明了新提出的均值 –协方差矩阵

估计方法可以增大 PDE 的体积, 使 PDE 的长轴
方向趋近于目标函数的改进方向, 本节将通过数值
实验验证这一点. 实验设置如下: 在 GSM-GEDA
的每次迭代中, 除了根据式 (4)∼ (7) 所示的新方
法估计 CM 之外, 还利用相同的优秀样本, 根据式
(2)∼ (3) 所示的传统 MLE 方法估计 CM, 从而满
足定理 1 和 2 的限定条件. 为描述方便, 将这种依
附于 GSM-GEDA 但采用传统估计方法的算法称为
quasi-GSM-GEDA. 此外, 还将 EMNAg

[1] 作为对
比算法. 除参数估计方法之外, EMNAg 的其他设置
与 GSM-GEDA 完全相同.

图 3 和 4 以函数 f2、f10 为例, 分别给出了各
算法的 PDE 的长轴长度、长轴与目标函数改进方
向 δ̂ 之间的夹角余弦 (简记为 cos(A1)) 随迭代次数
的变化情况. 从图 3 中可以看出, GSM-GEDA 和
quasi-GSM-GEDA的PDE的长轴长度都随迭代次
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数的增大而逐渐减小, 但前者的长度始终不小于后
者, 该现象在前期迭代过程中尤为明显. 实际上, 上
述结论对于 PDE 的其他轴也是成立的, 这与定理 1
所述内容一致. 从图 4 中可以看出, GSM-GEDA 的
cos(A1) 值始终不小于 quasi-GSM-GEDA 的相应
值, 这说明 GSM-GEDA 的 PDE 的长轴与 δ̂ 之间
的夹角不大于 quasi-GSM-GEDA 的相应夹角, 这
与定理 2 所述内容一致.

从图 3 中还可以看出, 与 EMNAg 相比, GSM-
GEDA 的 PDE 的长轴长度在前期迭代过程中保持
了较大值, 这有利于算法进行探索性搜索; 在中后期
迭代过程中, GSM-GEDA 的 PDE 的长轴收缩到一
个较小的尺度范围内, 这有利于算法进行精细搜索.
为了进一步说明 GSM-GEDA 与 EMNAg 的性能
差异, 图 5 和 6 分别给出了两算法的 PDE 的长轴
与目标函数的最速下降方向 (即从 PDE 的中心指向

图 3 长轴长度随迭代次数的变化情况

Fig. 3 The variation of long axis length with regard to iteration times

图 4 长轴与目标函数改进方向之间的夹角余弦随迭代次数的变化情况

Fig. 4 The variation of the cosine value of the angle between long axis and δ̂ with regard to iteration times

图 5 长轴与最速下降方向之间的夹角余弦随迭代次数的变化情况
Fig. 5 The variation of the cosine value of the angle between long axis and the steepest descent direction

with regard to iteration times
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图 6 函数误差值随迭代次数的变化情况

Fig. 6 The variation of the function error value with regard to iteration times

最优解的方向) 之间的夹角余弦 (简记为 cos(A2))、
所求得的最小函数误差值随迭代次数的变化情况.
从图 5 中可以看出, 对于 f2 这一单模函数, GSM-
GEDA 的 cos(A2) 值始终大于 EMNAg 的相应值,
说明 GSM-GEDA 能够探测到较好的搜索方向. 从
图 6 中可以看出, GSM-GEDA 在经过大概 200 次
迭代后基本上获得了 f2 的最优解; EMNAg 在经过
大概 15 次迭代后便早熟收敛, 无法获得理想解. 对
于多模函数 f10, GSM-GEDA 在中前期迭代过程中
的 cos(A2) 值也大于 EMNAg 的相应值, 尽管两算
法都陷入了局部优解, 但 GSM-GEDA 获得的终解
远优于 EMNAg.

图 6 还给出了 AMaLGaM[13] 获得的最小函数
误差值的进化情况. AMaLGaM 利用预期均值偏移
策略和自适应方差缩放策略改进了传统 GEDA, 是
当前性能最为优越的 EDA 之一. 从图 6 中可以看
出, AMaLGaM 和GSM-GEDA 在不同程度上消弱
了 EMNAg 的早熟收敛问题. 在给定的目标函数评
价次数内, GSM-GEDA 求得的 f2、f10 的终解分别
优于、接近于 AMaLGaM 所得结果, 其收敛速度也
快于 AMaLGaM.

3.3 与其他算法的比较

为了综合衡量 GSM-GEDA 的性能, 将其
与 6 种已有算法进行了比较, 包括 EMNAg

[1]、
AMaLGaM[13]、 CMA-ES[28]、 CLPSO[29]、
CoBiDE[30] 以及 MPEDE[31]. 选择这 6 种算法
作为对比算法的原因在于: EMNAg 和 AMaLGaM
分别是传统 GEDA 和先进 GEDA 的典型代表, 可
以为衡量 GSM-GEDA 的性能提供基准; CMA-
ES、CLPSO、CoBiDE 分别是进化策略算法、粒子
群算法、差分进化算法的代表算法, 并被多次用作对
比算法, 而且 CoBiDE 中的交叉算子也涉及了 CM
的估计问题; MPEDE 是一种新近提出的差分进化
算法, 一定程度上反映了当前函数智能优化方面的
发展水平.
为了保证比较的公平性, EMNAg、AMaLGaM

以及 GSM-GEDA 的参数 m、 τ 取为相同值,

AMaLGaM 也选用全变量相关的 GPM 模型;
AMaLGaM 的其余参数以及其他 4 种算法的参数
均按照相应的原文献进行取值. 表 1 给出了各算法
最终所获优解的函数误差值在 25 次独立测试中的
均值和标准差, 表中还采用了下式所示的 Cohen′s d
效应量[32] 衡量 GSM-GEDA 与其他 6 种算法之间
的性能差异:

d =
x̄a − x̄b

σab

σab =

√
(na − 1)σ2

a + (nb − 1)σ2
b

na + nb

(16)

其中, x̄a、σa、na 分别表示样本集 a 的均值、标准
差、样本数量. 通常当 |d| < 0.2 时, 认为两样本
集的均值差异较小[32], 这里意味着两个被测算法的
性能无显著差异, 在表 1 中用符号 “≈” 标识. 反
过来, 若根据效应量判断出某算法显著优于或差于
GSM-GEDA, 则在表 1 中分别用符号 “+”、“−” 来
标识.

从表 1 中可以看出, 对于单模函数 f1 ∼ f5,
GSM-GEDA 的性能比较理想. 尽管针对 f1、f2 的
优化结果差于差分进化算法, 但其获得的解也已
充分接近最优解. 对于基本的多模函数 f6 ∼ f12,
GSM-GEDA 在 3 个函数上的性能优于其他所有算
法; 特别地, 它可以获得 f7、f11 的最优解. 对于
f6、f9, 3 种 EDA 的表现都不太理想; 对于 f8, 所有
被测算法的性能差异不大; 对于 f10, GSM-GEDA
的表现仅次于 AMaLGaM, 优于其他 5 种算法. 对
于扩展的多模函数, GSM-GEDA 在 f13 上的表现
与 CoBiDE 接近, 仅次于 CLPSO; 在 f14 上的表现
优于其他所有算法. 根据表 1 最后一行的统计结果
可知, GSM-GEDA 分别在 14、9、12、9、9、9 个函
数上的性能显著优于 EMNAg、AMaLGaM、CMA-
ES、CLPSO、CoBiDE、MPEDE, 表现出良好的全
局寻优能力.
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表 1 7 种算法最终求得的函数误差值的均值和标准差

Table 1 The mean and standard deviation of the function error values obtained by 7 algorithms

函数 EMNAg AMaLGaM CMA-ES CLPSO CoBiDE MPEDE GSM-GEDA

f1
2.21E+04−

1.65E+03

1.63E−14−

8.07E−14

1.58E−25−

3.35E−26

0.00E+00+

0.00E+00

0.00E+00+

0.00E+00

0.00E+00+

0.00E+00

3.98E−27

7.85E−28

f2
1.10E+04−

1.15E+03

2.06E−16−

6.64E−16

1.12E−24−

2.93E−25

8.40E+02−

1.90E+02

1.60E−12−

2.90E−12

1.01E−26+

2.05E−26

1.78E−26

4.77E−27

f3
1.97E+08−

3.18E+07

3.37E−09−

1.19E−08

5.54E−21−

1.69E−21

1.42E+07−

4.19E+06

7.26E+04−

5.64E+04

1.01E+01−

8.32E+00

1.12E−22

2.85E−23

f4
7.17E+03−

1.39E+03

2.17E−11−

1.05E−10

9.15E+05−

2.16E+06

6.99E+03−

1.73E+03

1.16E−03−

2.74E−03

6.61E−16−

5.68E−16

1.89E−25

3.89E−26

f5
2.81E+04−

2.22E+03

2.46E+01−

1.05E+01

2.77E−10−

5.04E−11

3.86E+03−

4.35E+02

8.03E+01−

1.51E+02

7.21E−06−

5.12E−06

8.90E−11

3.54E−11

f6
1.79E+09−

3.70E+08

1.05E+01+

1.49E+00

4.78E−01+

1.32E+00

4.16E+00+

3.48E+00

4.13E−02+

9.21E−02

9.65E+00+

4.65E+00

1.75E+01

6.09E−01

f7
1.08E+04−

2.88E+02

1.79E−15−

6.60E−15

1.82E−03−

4.33E−03

4.51E−01−

8.47E−02

1.77E−03−

3.73E−03

2.36E−03−

1.15E−03

0.00E+00

0.00E+00

f8
2.10E+01−

3.79E−02

2.09E+01≈

5.43E−02

2.03E+01+

5.72E−01

2.09E+01≈

4.41E−02

2.07E+01+

3.75E−01

2.09E+01≈

5.87E−01

2.09E+01

5.79E−02

f9
5.46E+01−

8.62E+00

3.66E+00+

1.48E+00

4.45E+02−

7.12E+01

0.00E+00+

0.00E+00

0.00E+00+

0.00E+00

0.00E+00+

0.00E+00

7.48E+00

1.93E+00

f10
1.26E+02−

1.23E+01

1.91E+00+

1.52E+00

4.63E+01−

1.16E+01

1.04E+02−

1.53E+01

4.41E+01−

1.29E+01

1.52E+01−

2.98E+00

6.61E+00

2.37E+00

f11
6.25E+00−

1.37E+00

3.58E−02−

1.29E−01

7.11E+00−

2.14E+00

2.60E+01−

1.63E+00

5.62E+00−

2.19E+00

2.58E+01−

3.11E+00

0.00E+00

0.00E+00

f12
4.38E+04−

1.54E+04

1.06E+03≈

1.87E+03

1.26E+04−

1.74E+04

1.79E+04−

5.24E+03

2.94E+03−

3.93E+03

1.17E+03−

8.66E+02

9.45E+02

1.27E+03

f13
3.85E+00−

6.32E−01

2.85E+00−

4.61E−01

3.43E+00−

7.60E−01

2.06E+00+

2.15E−01

2.64E+00≈

1.13E+00

2.92E+00−

6.33E−01

2.77E+00

3.05E−01

f14
1.15E+01−

3.53E−01

1.13E+01−

3.23E−01

1.47E+01−

3.31E−01

1.28E+01−

2.48E−01

1.23E+01−

4.90E−01

1.23E+01−

4.22E−01

1.05E+01

2.85E−01

+/≈/−
(个数)

0 / 0 / 14 3 / 2/ 9 2 / 0/ 12 4 / 1 / 9 4 / 1 / 9 4 / 1 / 9 —

4 结论

概率密度椭球体 (PDE) 的位置、大小和长轴
方向是影响高斯分布估计算法 (GEDA) 性能的关
键. 本文在分析传统 GEDA 性能弱化原因的基础
上, 提出了一种基于一般二阶混合矩的高斯分布估
计算法 (GSM-GEDA). 该算法以沿目标函数改进方
向偏移后的加权均值作为协方差矩阵 (二阶混合中
心矩) 的矩中心, 一方面将 PDE 引导至一个更有希
望的解区域; 另一方面可以自适应地增大 PDE 的大
小, 并使 PDE 的长轴方向趋近于目标函数的改进方
向. 理论分析和数值实验均证明了上述结论的正确
性. 此外, 在 14 个标准函数上的数值测试还表明,
GSM-GEDA 的求解质量优于现有的 GEDA 以及

其他一些先进的进化算法. 下一步工作将研究设计
更为系统化的均值偏移策略, 并在实际的复杂优化
问题中检验 GSM-GEDA 的有效性.
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