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关于二型模糊集合的一些基本问题

王飞跃 1, 2 莫 红 3

摘 要 采用集合论的方法给出了单位模糊集合和二型模糊集合及其在一点的限制等定义, 使得二型模糊集合更易于理解.

通过定义嵌入单位模糊集合来描述一般二型模糊集合, 并给出离散、半连通二型模糊集合的表达式. 根据论域、主隶属度及隶

属函数的特性将二型模糊集合分为四种类型: 离散、半连通、连通及复合型, 并根据连通的特点将连通二型模糊集合分为单连

通及多连通两类. 利用支集的闭包 (Closure of support, CoS) 划分法表述主隶属度及区间二型模糊集合. 提出了 CoS 二、三

次划分法分别来表述单、复连通二型模糊集合, 并使每一个子区域的上下边界及次隶属函数在该子区域上的限制分别具有相

同的解析表述式. 最后, 探讨了二型模糊集合在一点的限制、主隶属度、支集、嵌入单位模糊集合之间的关系.
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1975 年, 扎德 (L. A. Zadeh) 提出二型模糊集
合[1], 然而, 对其关注和研究, 却是在近二十年. 今
天, 二型模糊集合理论与应用得到了人们的广泛兴
趣[2−6], 这是因为对于如何确定一个模糊集合的隶
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属函数, 不同的人有不同的认识, 而二型模糊集合
能较好地解决语言歧义与数据噪声问题. Mendel 等
相继在二型模糊逻辑系统、二型模糊控制与应用方

面做了大量的工作[7−10], 特别是把对区间二型模糊
集合分析转化为对其对应不确定覆盖域 (Footprint
of uncertainty, FOU) 的上下边界 (即两个一型模糊
集合) 进行讨论[11−13], 极大地促进了相关工作. 二
型模糊理论与方法已应用于相似性度量[14], 神经网
络[15] 等方面, 在国内, 莫红和王飞跃等将区间二型
模糊集合应用于建立语言动力学轨迹[16] 并分析其

稳定性[17], 张伟斌, 李成栋等分别将二型模糊集合
应用于短时交通流预测[18], 移动机器人[19] 等.

由 Zadeh 定义[20], 人们很容易理解一个模糊
集合的隶属函数就是一个常规函数: 定义域为给
定论域, 隶属度对应该常规函数的函数值, 其取值
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范围是单位区间. 该定义至今既未有任何变化, 也没
有歧义. 所以, 根据该定义, 对于一个具体的模糊集
合, 人们不难写出对应的隶属函数, 进而给出一个模
糊集合的表述式, 并得出相应的函数图象.
然而, 对于一个具体的二型模糊集合, 人们至今

还很难做到这一点, 即给出类似一型模糊集合的表
述式, 其中一个重要的原因就是二型模糊集合的定
义对于工程人员来说晦涩难懂, 对应的图形也没有
很好的直观性.

因此, 常常有这样的问题: 一个二型模糊集合到
底是个什么样子? 能够像一型模糊集合那样方便给
出一个二型模糊集合的表达式吗? 对于一个具体的
二型模糊集合, 只有能够给出其相应的表述式时, 才
能在此基础上真正地开展二型模糊集合相关的理论

与应用研究, 因此如何表述二型模糊集合, 即如何给
出一个二型模糊集合的隶属函数成了解决二型模糊

集合理论的关键问题之一.
2009 年之前, 对于一个给定的二型模糊集合

(离散二型模糊集合除外), 人们没有给出其便于计
算与推理的表述式, 通常的方法是采用 FOU 的上下
边界来处理二型模糊集合的相关问题[21]. 从一定程
度上来说, 二型模糊系统理论的成功源于 FOU 的上
下边界是两个一型模糊集合, 而一型模糊集合在其
定义、表述及推理等方面相对比较完善. 然而, 对任
意的主变量, 只有其对应的主隶属 (Primary mem-
bership) 连通时, 一个二型模糊集合的 FOU (或区
间二型模糊集合) 才由 FOU 的上下边界唯一确定.
但是, 并非每一个二型模糊集合的主隶属都是连通
的, 如离散二型模糊集合对应的主隶属不连通, 复
合、多连通二型模糊集合对应的主隶属在某些点也

可能不连通. 所以, 采用 FOU 并不能描述所有的区
间二型模糊集合, 更不能描述一般的而行模糊集合.
因此, 采用 FOU 的上下边界来讨论对应的 FOU 及
(区间) 二型模糊集合具有很大的局限性.
另一方面, 在二型模糊集合的相关定义与公式

中, 主隶属一般表示为单位区间的子集, 即 Jx ⊆ I,
该公式也被大多数从事二型模糊集合工作的研究人

员所接受. 基于主隶属为单位区间的子集, Mo 和
Wang 等修正了 FOU 的定义及对应公式, 提出了
FOU 划分方法来表述主隶属、FOU 及区间二型模
糊集合,并阐述了二型模糊集合的主隶属函数、FOU
等之间的关系[21], 相继将二型模糊集合的表述方法
应用于心理危机干预等方面[22]. 后来, 因为主隶属
Jx 具有明显的歧义 (见第 1.2 节评述部分), 所以,
Mo 和Wang 等在给出二型模糊集合定义时, 采用
Lx 表示主隶属度, 以区别主隶属 Jx

[22], 这里, 主隶
属度 Lx 满足 Lx ⊂ I. 本文仍然采用 Lx 来表示主

隶属度.

其实, 在给出一个二型模糊集合的表述式时, 需
要给出其主隶属的范围, 但Mendel 在文献 [23−25]
中, 对主隶属 Jx 给出了相互矛盾的公式: 一方面,
Jx 表示为单位区间 I 的一个子集 (有时为一个闭区
间), 另一方面, Jx 是 X × I 的一个子集, 是由元素
(x, u)构成的集合.根据文献 [26]知, (x, u)为X×I

中的元素. 因此, 一个集合不可能同时满足既是 I 的

子集, 又是 X × I 的子集. 在文献 [26], Mendel 等
将主隶属 Jx 定义为二型模糊集合隶属函数在点 x

的支集, 即主隶属 Jx 满足 Jx ⊂ X × I, 并不是 I 的

子集, 但文献 [26] 给出的三个表格中, 二型模糊集
合的相关概念与公式大多数是以 Jx 为 I 的子集, 即
Jx ⊆ I 为基础建立起来的, 这两者相互矛盾, 因此
需要完善二型模糊集合理论. 而 Mendel 关于主隶
属及 FOU 不正确的定义与表述公式是人们不能给
出区间二型模糊集合表述式的另一根源.
近年来, Mendel 等试图建立二型模糊集合的新

定义[24−26], 其中, 次变量的取值范围均为 [0, 1], 但
是没有指出隶属函数的取值范围为 [0, 1]. 明显, 离
散二型模糊集合并不满足该定义. 因此, 文献 [26] 增
加了次变量所在论域 U 为离散的情形, 却没有讨论
u 与主变量 x 有何种关系. 读者很难由该定义表述
一个二型模糊集合,而Mendel以这个很难理解的定
义为基础, 给出了主隶属的定义, 这就让人们更难以
明白和运用主隶属. 特别地, 一直以来, 没有相关的
实例帮助读者认识如何表述主隶属, 如何表述 FOU
及一般的二型模糊集合.

为了使得二型模糊集合的所有定义能够一致化

与形式化, 阐述定义之间的相互关系, 本文在文献
[22] 的基础上给出了关于二型模糊集合的一系列新
定义, 采用集合的形式描述了二型模糊集合的特征,
为了简化对二型模糊集合的表述, 将次隶属函数限
制在其支集的闭包上, 根据二型模糊集合的新定义,
将二型模糊集合分为离散型、半连通型、连通型及

复合型四种, 并给出不同类型二型模糊集合的表述
式方法: 离散二型模糊集合的一般表述式; 对于半连
通二型模糊集合, 将嵌入单位模糊集合分成三角型、
梯形及高斯型三种情形给出其对应的表述式; 提出
了二型模糊集合的次隶属函数的支集闭包二、三次

划分法来分别表述单连通与多连通区间二型模糊集

合; 对于复合型二型模糊集合, 将其分解为前面三种
类型再进行表述, 最后, 讨论了二型模糊集合的一些
要素之间的关系, 便于读者能更清楚了解二型模糊
集合.
本文安排如下: 第 1 节介绍相关术语; 第 2 节

给出了二型模糊集合的相关定义; 第 3 节讨论二型
模糊集合的分类、表述及实例; 第 4 节提出了一些与
二型模糊集合相关结论; 最后, 第 5 节小结本文.
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1 相关定义与术语

本节将介绍常规集合理论与 (二型) 模糊集合
的相关定义与术语, 并给出相应的评述.

1.1 模糊集合与二型模糊集合的定义

定义 1. 设 I = [0, 1], 论域 X 上的一个模糊

集合 Ã 定义为

µÃ : X → I (1)

记为,
x 7→ u (2)

即, 对于任意 x ∈ X, 存在 u ∈ I, 使得 µÃ(x) = u,
这里, µÃ 为模糊集合 Ã 的隶属函数, 在点 x 的函数

值被称为 Ã 在该点的隶属度, 7→ 表示集合中元素的
对应关系 (下同).
论域 X 上的一个模糊集合 Ã 的支集定义为论

域中使隶属度 µÃ(x) 为正值的元素. 记为 supp(Ã),
即

supp(Ã) = {x|µÃ(x) > 0} (3)

1975 年, Zadeh 将二型模糊集合定义为 [1]:
定义 2. 若一个模糊集合的隶属函数为一个一

型模糊集合, 则该模糊集合为一个二型模糊集合[1].
评述：在该定义中, 扎德并没有指出一型模糊集

合的论域, 但现在一般将单位区间或其子集作为一
型模糊集合的论域.
该定义可以写成以下表述形式:
定义 3. 论域 X 上的一个二型模糊集合 ω 定

义如下[27]

µω : X → II (4)

即, 对任意 x ∈ X, 存在一个映射 fx ∈ II , 使得

µω(x) = fx (5)

这里, II = {f |f : I → I}.
关于二型模糊集合的定义, 还有以下形式:
定义 4. 一个二型模糊集合 ω 可以等价定义

为一个可测量的隶属函数[28]:

µω : X × [0, 1] → [0, 1] (6)

及

µω : X → {f ∈ Ω : [0, 1] → [0, 1]} (7)

这里, Ω 表示定义在单位区间 [0, 1] 上的可容许的次
隶属函数集合.
定义 5. 一个二型模糊集合 ω 可以表示为

一个二型隶属函数[29] µ2
ω(x, u), 其中, x ∈ X,

u ∈ Jx ⊆ [0, 1], 即,

ω = {((x, u), µ2
ω(x, u))|x ∈ X, u ∈ Jx ⊆ [0, 1]}

(8)

或者

ω =
∫

x∈X

∫

u∈Jx

µ2
ω(x, u)
(x, u)

(9)

其中, x (或 u) 为主 (或次) 变量, Jx ⊆ [0, 1] 为主隶
属, 0 ≤ µ2

ω(x, u) ≤ 1 为次隶属度,
∫ ∫
表示所有可

容许 x 与 u 之并, 对于离散论域的情形,
∫
就用

∑
来代替.
文献 [21], 通过引入多值映射, 将 Jx 定义为二

型模糊集合的主隶属度, 即主隶属函数的函数值, 且
Jx ⊆ [0, 1], 其二型模糊集合定义如下:

定义 6. 设 ω 为论域 X 上的一个二型模糊集

合, µ1
ω 为一个多值映射, 定义为

µ1
ω : X → Ω∗ (10)

x 7→ Jx (11)

µ2
ω 为一个常规的函数, 定义如下

µ2
ω : ∪x∈Xx× Jx → I (12)

x× u 7→ z (13)

这里, µ1
ω、µ2

ω 分别称为主、次隶属函数, 对 ∀x ∈ X,
主隶属度 Jx 随 x 的变化而改变, Ω∗ 为 I 的所有非

空闭子集构成的集合.
同时, 二型模糊集合还被定义为[21]:
定义 7. 论域 X 上的一个二型模糊集合 ω 的

隶属函数定义为

µω : X → ∪x∈XIJx (14)

即, 对任意 x ∈ X, 存在函数 f ∈ IJx , 使得

µω(x) = f (15)

其中, IJx = {f |f : Jx → I}, f = µω(x).
Jx 被定义为二型模糊集合主隶属函数的函数

值, 同时还是单位模糊集合 fx 的支集的闭包, 表示
如下:

Jx = {u|u ∈ I, fx(u) > 0} (16)

且

lx = {(x, u)|u ∈ I, fx(u) > 0} (17)

满足:

FOU(ω) =
⋃

x∈X

lx =

{(x, u)|x ∈ X, u ∈ I, µ2
ω(x, u) > 0}

文献 [22] 重新定义二型模糊集合为:
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定义 8. 设 C(2I) 是由单位区间 I 的全体非

空闭子集构成的一个集合. 论域 X 上的一个二型模

糊集合 ω 定义为

ω = {(x, u, z)|∀x ∈ X, ∀u ∈ Lx ∈ C(2I),

z = µ2
ω(x, u) ∈ I}

其中, x, u, z 分别为主、次、第三变量, Lx 为主隶属

度, 由一个多值映射定义而得:

µ1
ω : X → C(2I) (18)

即对 ∀x ∈ X, 存在 Lx ∈ C(2I), 使

µ1
ω(x) = Lx (19)

称 µ1
ω 为主隶属函数, 设 µ2

ω 为一个次隶属函数, 定
义如下

µ2
ω : ∪x∈Xx× Lx → I (20)

这里, 次隶属函数可以看成是一个以 ∪x∈Xx×Lx 为

论域的一型模糊集合的隶属函数.

1.2 评述

在 Mendel 给出的二型模糊集合理论中, 主隶
属 Jx 起着至关重要的作用, 但主隶属有三种明显不
同的含义:

1) 主隶属为单位区间的子集, 即 Jx ⊆ I. 在
二型模糊集合理论的绝大多数定义与公式中均采用

Jx ⊆ I, 如文献 [26] 中表 1 和 3 中相关的公式;
2) 主隶属为 x× I 的子集, 即 Jx ⊆ x× I, 如文

献 [26] 中表 2 中前三个公式;
3) 主隶属 Jx = FOU , 即 Jx 是 X × I 的子

集, 如文献 [25] 中提及 “Jx, the support of the sec-
ondary MFs (see Fig. 3) satisfied Jx ⊆ [0, 1]”, 然
而, 在文献 [26] 中, 式 (20) 表明 FOU 是次隶属函
数的支集.
显然, 以上关于主隶属 Jx 的描述让人很难理解

相关的术语和公式. 由文献 [25] 中的表 1∼ 3 知, 二
型模糊集合理论中大多数定义与公式以” 主隶属 Jx

是单位区间 [0, 1] 的一个子集” 为基础建立起来的,
即 Jx ⊆ [0, 1], 但文献 [24−26, 30] 中, Mendel 等又
将主隶属 Jx 定义为二型模糊集合的隶属函数在一

点的支集, 即 Jx ⊆ x× [0, 1], 如此, 则二型模糊集
合理论中的大量公式与定义都需要修正, 从而引起
二型模糊集合理论的混乱, 也让读者不知所措.
在论文 [26] 中, Mendel 通过次隶属函数来定义

主隶属 Jx 与 Ix, 此举的确不可取. 因为对于一个二
型模糊集合, 人们已经很难给出其次隶属函数的解
析表达式, 而在此基础上定义的主隶属 Jx 及 Ix 更

难以表述. 本文作者将二型模糊集合在点 x 的主隶

属度记为 Lx ⊆ I, 代替 Jx ⊆ X × I, 以示区别, 通
过引入主隶属函数, 就可以像定义一型模糊集合的
隶属度一样给出主隶属度的表述式, 从而不难给出
区间二型模糊集合及一般二型模糊集合的表述式.

2 二型模糊集合的相关定义

本节除了给出二型模糊集合的新定义外, 还给
出了一些相关要素的定义, 如单位模糊集合, 嵌入单
位模糊集合, 隶属函数在一点的限制等, 这些定义将
有助于人们更好地了解二型模糊集合.

2.1 二型模糊集合

定义 9. 二型模糊集合的二段式定义表述为

µω : X → ∪x∈XILx (21)

x 7→ fx (22)

这里, µω 为二型模糊集合的隶属函数, ILx 表示定

义在 Lx ∈ C(2I) 上的模糊集合全体构成的集合, 即

ILx = {fx|fx : Lx → I} (23)

特别地, 若对 ∀x ∈ X, 都有 Lx = I, 则该定义可以
表示为

µω : X → II (24)

x 7→ gx (25)

这里, II 表示定义在 I 上的模糊集合全体构成的集

合, 即
II = {gx|gx : I → I} (26)

对于一个模糊集合,若对 ∀x ∈ X, 都有 Lx = I,
则 Zadeh 关于二型模糊集合定义就是定义 9 的特
别情形, 将 Zadeh 定义下的模糊集合记为 ω̃. 若
∃x0 ∈ X, 使得 Lx0 6= I, 则存在 ω̃ ∈ II 使得

µ2
ω = µ2

ω̃|supp(ω̃).
这样不用考虑 Zadeh 定义下次隶属度为 0 的

点, 可以简化二型模糊集合的表述式与对实际问题
的描述, ω̃|supp(ω̃) = ω, 下面无特殊说明, 二型模糊
集合为 ω.

称以单位区间的子集为论域的模糊集合为单位

模糊集合. 如式 (24) 与 (27) 中的 fx 与 gx 均为单

位模糊集合.
如果对 ∀x ∈ X, ∀u ∈ Lx, 都有 µ2

ω(x, u) = 1,
则称 ω 为一个区间二型模糊集合.

2.2 二型模糊集合在一点的限制

二型模糊集合 ω 的主隶属函数在点 x ∈ X 的

限制记为 µ1
ω|x, 其定义如下:

µ1
ω|x : {x} → C(2I) (27)

x 7→ Lx (28)
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因为次隶属函数定义在 ∪x∈Xx × Lx ⊆ X × I

上, 所以次隶属函数 µ2
ω 在点 (x, u) 的限制为

µ2
ω|(x,u), 定义如下:

µ2
ω|(x,u) : (x, u) → I

称 µ2
ω 与 X × I × I 中的 x = e ∈ X 的交集为嵌入

单位模糊集合 f∗e , 定义为

f∗e : {e} × Le → I (29)

e× u → z(u) (30)

即

f∗e = ∪u∈Le
e× u× z(u) (31)

二型模糊集合的隶属函数 µω 在点 e ∈ X 的限

制为 µω|e, 定义如下:

µω|e : {e} → ILe (32)

e 7→ fe (33)

即

µω|e = e× fe (34)

称 fe 为单位模糊集合, 表示为

fe = {(u, z)|u ∈ Le, z = µfe
(u) ∈ [0, 1]} (35)

或

fe =
∫

u∈Le

µfe
(u)
u

(36)

明显, f∗e = e× fe, 可表示为

f∗e = {(e, u, z)|u ∈ Le, z = µfe
(u) ∈ [0, 1]} (37)

或

f∗e =
∫

u∈Le

µfe
(u)

(e, u)
(38)

例 1. 设论域 X = {1, 3, 7} 上的一个二型模
糊集合的主隶属度定义为

Lx =





[0.2, 0.5], 若 x = 1
[0.3, 0.7], 若 x = 3
[0.5, 0.9], 若 x = 7

已知, L3 = [0.3, 0.7], 定义在 L3 上的一个单位

模糊集合 f3 表示为

µf3(u) =

{
5u− 1.5, 若 0.3 ≤ u ≤ 0.5
3.5− 5u, 若 0.5 < u ≤ 0.7

或

f3(u) =
∫

0.3≤u≤0.5

5u− 1.5
u

+
∫

0.5<u≤0.7

3.5− 5u

u
(39)

如图 1 所示.

图 1 单位模糊集合

Fig. 1 Unit fuzzy set

由图 1 知, 单位模糊集合 f3 以主隶属度 L3 ⊆ I

为论域, 对应的隶属函数为连续函数, 因此, f3 的

支集为 (0.3, 0.7), 是一个开集, 不包含 L3 的左右

两个端点 0.3, 0.7, 其支集的闭包即为主隶属度
L3 = [0.3, 0.7].
进一步, 对应的嵌入单位模糊集合 f∗3 的隶属函

数表示为

µf∗3 (u) =

{
5u− 1.5, 若 x = 3, 0.3 ≤ u ≤ 0.5
3.5− 5u, 若 x = 3, 0.5 < u ≤ 0.7

则

f∗3 (u) =
∫

u∈[0.3,0.5]

5u− 1.5
(3, u)

+
∫

u∈(0.5,0.7]

3.5− 5u

(3, u)
(40)

如图 2 所示.

图 2 嵌入单位模糊集合

Fig. 2 Embedded unit fuzzy set
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2.3 二型模糊集合的支集

由 Zadeh 关于模糊集合支集的定义, 二型模糊
集合 ω 的支集为在X× I 中使得次隶属度大于 0 的
全体元素构成的集合, 记为 supp(ω), 即

supp(ω) = {(x, u)|µ2
ω(x, u) > 0} (41)

因为 (0, 1] 为单位区间 [0, 1] 的开集, 若 µ2
ω 为

一个连续函数, 则由连续函数的性质, supp(ω) 为
X × I 中的一个开集. 记 CoS(ω) 为支集 supp(ω)
的闭包 (Closure of support), 表示为

CoS(ω) = {(x, u)|µ2
ω(x, u) > 0} (42)

明显, CoS(ω) 为 X × I 中的一个闭子集, 且

CoS(ω) =
⋃

x∈X

x× Lx (43)

二型模糊集合在 x = e 的限制 ω|e 支集的闭包
定义为

CoS(ω|e) = {(e, u)|µ2
ω|e(e, u) > 0} (44)

记为 CoS(ω|e), 且 CoS(ω|e) = e× Le.
明显,

CoS(ω) =
⋃
e∈X

e× Le

根据主隶属度的特点, 可以将 Lx 分为以下几种

情形:
1) 离散型

Lx = {a1
x, · · · , anx

x }, an
x ∈ [0, 1] (45)

2) 连通型

Lx = [ax, bx], 0 ≤ ax ≤ bx ≤ 1 (46)

3) 复合型

Lx = {a1
x, · · · , anx

x }
⋃ N⋃

i=1

[aix, bix] (47)

对应地, 二型模糊集合支集的闭包 CoS(ω) 可
以分成以下几类:
2.3.1 离散的CoSCoSCoS

论域 X = {x1, x2, · · · , xn}, 对任意 x ∈ X, Lx

离散, 则称 CoS(ω) 是离散的, 可以表示为

CoS(ω) = {(x1, a
1
1), (x1, a

2
1), · · · , (x1, a

n1
1 ),

(x2, a
1
2), (x2, a

2
2), · · · , (x2, a

n2
2 ),

...

(xn, a1
n), (xn, a2

n), · · · , (xn, ann
n )}

文献 [21] 中的图 5 即为一个离散 CoS.

2.3.2 半连通CoSCoSCoS

论域 X = {x1, · · · , xn}, ∀i ∈ {1, 2, · · · , n},
Lxi

= [axi
, bxi

], 则称 CoS(ω) 半连通, 表示为

CoS(ω) =
n∑

i=1

xi × [axi
, bxi

] (48)

文献 [21] 中图 6 即为一个半连通 CoS.

2.3.3 连通CoSCoSCoS

若 CoS 中的任意两点可以由含于 CoS 中的线

连接起来, 则称 CoS 是连通的.
连通的 CoS 可以分为两类: 单连通 CoS, 多连

通 CoS (又称复连通).

2.3.3.1 单连通CoSCoSCoS

论域 X 及 CoS 连通, 对 x ∈ X, Lx = [ax, bx]
连通, 则称 CoS(ω) 单连通, 可以表示为

CoS(ω) =
N⋃

i=1

x× [ax, bx] (49)

图 3 就是一个单连通的 CoS(ω).

图 3 单连通 CoS

Fig. 3 Single connected CoS

2.3.3.2 多连通CoSCoSCoS

论域 X 与 CoS 连通, 存在 x0 ∈ X, 使得 Lx0

非连通, 则称 CoS 为多连通区域.
图 4 即为一个多连通 CoS.
如果 CoS 多连通, 对任意 x ∈ X, Lx =

{a1
x, · · · , aN

x } 离散, 其中, 0 ≤ ai
x ≤ 1, 1 ≤ i ≤ N .

且

Ai = {(x, ai
x)|x ∈ X} (50)
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为论域 X 上的一个连通的模糊集合, 明显,

CoS =
N⋃

i=1

Ai (51)

则称 CoS(ω) 线连通. 图 19 即为一个线连通 CoS.

图 4 多连通 CoS

Fig. 4 Multi-connected CoS

2.3.4 复合CoSCoSCoS

不属于上述三种类型的 CoS, 都称为复合型
CoS. 一个复合 CoS 可以分解为两种或两种以上上

述类型的 CoS 之并的形式.

2.4 x, u, zx, u, zx, u, z---截图

设论域 X 上的一个二型模糊集合 ω 与 x = x0

相交得到的交集称为 x0-截图, 表示为

{
z = µ2

ω(x, u)
x = x0

即 z = µ2
ω(x0, u). 明显, x0-截图即为一个横坐标为

x0 的嵌入单位模糊集合 f∗x0
.

类似地, 可以定义二型模糊集合的 u0-截图与
z0-截图.
二型模糊集合 ω 与 u = u0 相交得到的交集称

为 u0-截图, 表示为
{

z = µ2
ω(x, u)

u = u0

即 z = µ2
ω(x, u0). 明显, 当 X 为实数空间时, u0-截

图为 X × I × I 中主隶属度为 u0 的一条 (或多条)
曲线, 或一个点 (或点列).
二型模糊集合 ω 与 z = z0 相交得到的交集称

为 z0-截图, 表示为
{

z = µ2
ω(x, u)

z = z0

即 z0 = µ2
ω(x, u). 明显, 当 X 为实数空间时, z0-截

图为 X × I × I 中次隶属度为 z0 的一条 (或多条)
曲线, 或一个点 (或点列).

2.5 上下边界

对于论域 X 的一个二型模糊集合 ω, 若其主隶
属度 Lx 连通, 即 Lx = [ax, bx], 则集合 {(x, bx)|x ∈
X} 与 {(x, ax)|x ∈ X} 分别称为 CoS(ω) 的上、下
边界, 分别记为 UMF (CoS(ω)), LMF (CoS(ω)),
即

UMF (CoS(ω)) = {(x, bx)|x ∈ X, bx = supµ1
ω(x)}
(52)

LMF (CoS(ω)) = {(x, ax)|x ∈ X, ax = infµ1
ω(x)}
(53)

实际上, UMF (CoS(ω)), LMF (CoS(ω)) 为定
义在论域 X 上的两个一型模糊集合. 由此可见, 对
于一个二型模糊集合 ω, 若对 ∀x ∈ X, 其主隶属度
Lx 连通, 则其支集的闭包 CoS(ω) 由其上、下边界
唯一确定. 所以只有当对 ∀x ∈ X, 其主隶属度 Lx

连通时, CoS(ω) 可由其上、下边界唯一确定, 在此
基础上, 将对区间二型模糊集合的讨论转化为其对
应的 CoS 的上下边界上进行才合适.

3 二型模糊集合的分类与表述

根据论域及主隶属是否连通, 本节将二型模糊
集合分为四类: 离散型, 半连通型, 连通型及复合型.
对于每一种类型, 给出其对应的表述式. 本节对于二
型模糊集合表述的讨论限于 X ⊆ R, 对于其他情形,
需要根据具体的情况写出相应的表述式.

3.1 离散二型模糊集合

若 X, Lx 均为离散集合, 则 ω 为一个离散二型

模糊集合, 表示为

ω =
∑
x∈X

∑
u∈Lx

µ2
ω(x, u)
(x, u)

(54)

不妨设 X = {x1, x2, · · · , xK}, 二型模糊集合 ω 的

主隶属度 Lx 定义如下:

µ1
ω(x) = Lx =





{u11, u12, · · · , u1N1}, 若 x = x1

{u21, u22, · · · , u2N2}, 若 x = x2

...
{uK1, uK2, · · · , uKNK

},若 x = xK
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次隶属函数定义如下:

µ2
ω(x, u) =





a11, 若 x = x1, u = u11

a12, 若 x = x1, u = u12

...
a1N1 , 若 x = x1, u = u1N1

a21, 若 x = x2, u = u21

a22, 若 x = x2, u = u22

...
a2N2 , 若 x = x2, u = u2N2

...
aK1, 若 x = xK , u = uK1

aK2, 若 x = xK , u = uK2

...
aKNK

, 若 x = xK , u = uKNK

则此离散二型模糊集合可以表述为

ω =
a11

(x1, u11)
+

a12

(x1, u12)
+ · · ·+ a1N1

(x1, u1N1)
+

a21

(x2, u21)
+

a22

(x2, u22)
+ · · ·+

a2N2

(x2, u2N2)
+ · · ·+ aK1

(xK , uK1)
+

aK2

(xK , uK2)
+ · · ·+ aKNK

(xK , uKNK
)

=

K∑
k=1

Nk∑
n=1

akn

(xk, ukn)
(55)

例 2. 设论域 X = {2, 5, 8} 上的一个离散二
型模糊集合 ω1 的主隶属度定义为

µ1
ω1

(x) = Lx =





{0.2, 0.4}, 若 x = 2
{0.5, 0.7}, 若 x = 5
{0.8, 1}, 若 x = 8

对应的次隶属度定义为

µ2
ω1

(x, u) =





0.2, 若 x = 2, u = 0.2
0.1, 若 x = 2, u = 0.4
0.4, 若 x = 5, u = 0.5
0.5, 若 x = 5, u = 0.7
0.7, 若 x = 8, u = 0.8
0.9, 若 x = 8, u = 1

则

CoS(ω1) = {(2, 0.2), (2, 0.4), (5, 0.5),

(5, 0.7), (8, 0.8), (8, 1)}
为 X × I 中的六个点.

ω1 =
0.2

(2, 0.2)
+

0.1
(2, 0.4)

+
0.4

(5, 0.5)
+

0.5
(5, 0.7)

+
0.7

(8, 0.8)
+

0.9
(8, 1)

为 X × I × I 中的六个点, 见图 5 中 ∗ 所示位置.

图 5 离散二型模糊集合

Fig. 5 Discrete type-2 fuzzy set

3.2 半连通二型模糊集合

若X 离散, Lx 连通, 且对 ∀x ∈ X, 次隶属函数
µ2

ω(x, u) 在 x×Lx 上关于变量 u 连续, 则称 ω 为一

个半连通二型模糊集合.
一个半连通二型模糊集合 ω 可以表示为

ω =
∑
x∈X

∫

u∈Lx

µ2
ω(x, u)
(x, u)

(56)

不妨设 X = {x1, x2, · · · , xK}, 其主隶属度定义如
下:

µ1
ω(x) = Lx =





[a1, b1], 若 x = x1

[a2, b2], 若 x = x2

...
[aK , bK ], 若 x = xK

因为二型模糊集合 ω 的次隶属函数 µ2
ω(x, u) 在

点 (xk, u) 的隶属度为嵌入单位模糊集合 f∗xk
在点

(xk, u)的隶属度,所以如何定义次隶属函数, 只需要
确定对应的嵌入单位模糊集合 fxk

的隶属函数即可.
对于任意 x = xk, k = 1, 2, · · · ,K, 且 Lxk

= [ak, bk]
为单位模糊集合 fxk

的支集的闭包. 因此, fxk
的隶

属函数只需考虑在 Lxk
= [ak, bk] 上的部分即可.
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单位模糊集合的隶属函数为三角形 (或梯形、高
斯型) 的半连通二型模糊集合称为半连通三角 (或
梯形、高斯) 二型模糊集合, 下面分别讨论这三种情
形的二型模糊集合.

3.2.1 半连通三角二型模糊集合

若 ω 为论域 X = {x1, x2, · · · , xk} 上一个半连
通三角二型模糊集合, 即 fxk

为三角型模糊集合, 则
其隶属函数为分段函数, 故 fxk

的隶属函数为

fxk
(u) =





hk(u− ak)
ck − ak

, 若 u ∈ [ak, ck]

hk(u− bk)
ck − bk

, 若 u ∈ (ck, bk]

这里, 0 ≤ ak ≤ bk ≤ 1, 0 ≤ hk ≤ 1, 则

µ2
ω(x, u) =





h1(u− a1)
c1 − a1

, 若 x = x1, u ∈ [a1, c1]

h1(u− b1)
c1 − b1

, 若 x = x1, u ∈ (c1, b1]

h2(u− a2)
c2 − a2

, 若 x = x2, u ∈ [a2, c2]

h2(u− b2)
c2 − b2

, 若 x = x2, u ∈ (c2, b2]
...

hK(u− aK)
cK − aK

, 若 x = xK ,

u ∈ [aK , cK ]
hK(u−bK)

cK−bK
, 若 x = xK ,

u ∈ (cK , bK ]

则该二型模糊集合可以表示为

ω =
∫

u∈[a1,c1]

h1(u−a1)

c1−a1

(x1, u)
+

∫

u∈(c1,b1]

h1(u−b1)

c1−b1

(x1, u)
+

∫

u∈[a2,c2]

h2(u−a2)

c2−a2

(x2, u)
+

∫

u∈(c2,b2]

h2(u−b2)

c2−b2

(x2, u)
+ · · ·+

∫

u∈[aK ,cK ]

hK(u−aK)

cK−aK

(xK , u)
+

∫

u∈(cK ,bK ]

hK(u−bK)

cK−bK

(xK , u)
=

K∑
k=1

( ∫

u∈[ak,ck]

hk(u−ak)

ck−ak

(xk, u)
+

∫

u∈(ck,bk]

hk(u−bk)

ck−bk

(xk, u)

)

(57)

例 3. 设 ω2 是定义在论域X = {1, 3} 上的一
个半连通二型模糊集合, 其主隶属度定义为

Lx =

{
[0.3, 0.5], 若 x = 1
[0.6, 0.8], 若 x = 3

次隶属函数定义为

µ2
ω2

(x, u) =





6(u− 0.3), 若 x = 1, u ∈ [0.3, 0.4]
6(0.5− u), 若 x = 1, u ∈ (0.4, 0.5]
4(u− 0.3), 若 x = 3, u ∈ [0.3, 0.5]
4(0.7− u), 若 x = 3, u ∈ (0.5, 0.7]

则

CoS(ω2) = 1× [0.3, 0.5] + 3× [0.3, 0.7] (58)

明显, CoS(ω2) ⊆ X × I.
从而, 二型模糊集合 ω2 可以表述为

ω2 =
∫

0.3≤u≤0.4

6(u− 0.3)
(1, u)

+
∫

0.4<u≤0.5

6(0.5− u)
(1, u)

+
∫

0.3≤u≤0.5

4(u− 0.3)
(3, u)

+
∫

0.5<u≤0.7

4(0.7− u)
(3, u)

如图 6 所示.

图 6 半连通二型模糊集合

Fig. 6 Partially connected T2 fuzzy set

由图 6 可知, 二型模糊集合 ω2 由两个嵌入单位

模糊集合 f∗1 与 f∗3 构成, 记为

ω2 = f∗1
⋃

f∗3 (59)

且每个嵌入单位模糊集合的隶属函数就是两个

对应的单位模糊集合的隶属函数.
3.2.2 半连通梯形二型模糊集合

若 ω 为论域 X = {x1, x2, · · · , xk} 上的一个半
连通梯形二型模糊集合, 则其对应的单位模糊集合
fxk
可以表示为

fxk
(u) =





hk(u− ak)
ck − ak

, 若 u ∈ [ak, ck]

hk, 若 u ∈ (ck, dk]
hk(u− bk)

dk − bk

, 若 u ∈ (dk, bk]
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这里, 0 ≤ ak ≤ bk ≤ 1, 0 ≤ hk ≤ 1, 则

µ2
ω(x, u) =





h1(u−a1)

c1−a1
, 若 x = x1, u ∈ [a1, c1]

h1, 若 x = x1, u ∈ (c1, d1]
h1(u−b1)

d1−b1
, 若 x = x1, u ∈ (d1, b1]

h2(u−a2)

c2−a2
, 若 x = x2, u ∈ [a2, c2]

h2, 若 x = x2, u ∈ (c2, d2]
h2(u−b2)

d2−b2
, 若 x = x2, u ∈ (d2, b2]

...
hK(u−aK)

cK−aK
, 若 x = xK , u ∈ [aK , cK ]

hK , 若 x = xK , u ∈ (cK , dK ]
hK(u−bK)

dK−bK
, 若 x = xK , u ∈ (dK , bK ]

则该二型模糊集合可以表示为

ω =
∫

u∈[a1,c1]

h1(u−a1)

c1−a1

(x1, u)
+

∫

u∈(c1,d1]

h1

(x1, u)
+

∫

u∈(d1,b1]

h1(u−b1)

d1−b1

(x1, u)
+

∫

u∈[a2,c2]

h2(u−a2)

c2−a2

(x2, u)
+

∫

u∈(c2,d2]

h2

(x2, u)
+

∫

u∈(d2,b2]

h2(u−b2)

d2−b2

(x2, u)
+

· · ·+
∫

u∈[aK ,cK ]

hK(u−aK)

cK−aK

(xK , u)
+

∫

u∈(cK ,dK ]

hK

(xK , u)
+

∫

u∈(dK ,bK ]

hK(u−bK)

dK−bK

(xK , u)
=

K∑
k=1

(∫

u∈[ak,ck]

hk(u−ak)

ck−ak

(xk, u)
+

∫

u∈(ck,dk]

hk

(xk, u)
+

∫

u∈(dk,bk]

hk(u−bk)

dk−bk

(xk, u)

)

例 4. 设 ω3 是定义在论域X = {2, 6} 上的一
个半连通二型模糊集合, 其主隶属度定义为

Lx =

{
[0.2, 0.5], 若 x = 2
[0.4, 0.7], 若 x = 6

次隶属函数定义为

µ2
ω3

(x, u) =





8(u− 0.2), 若 x = 2, u ∈ [0.2, 0.3]
0.8, 若 x = 2, u ∈ [0.3, 0.4]
8(0.5− u), 若 x = 2, u ∈ (0.4, 0.5]
10(u− 0.4), 若 x = 6, u ∈ [0.4, 0.5]
1, 若 x = 6, u ∈ (0.5, 0.6]
10(0.7− u), 若 x = 6, u ∈ (0.6, 0.7]

则

CoS(ω3) = 2× [0.2, 0.5] + 6× [0.4, 0.7] (60)

明显, CoS(ω3) ⊆ X × I.
因此, ω3 可以表述为

ω3 =
∫

0.2≤u≤0.3

8(u− 0.2)
(2, u)

+
∫

0.3≤u≤0.4

0.8
(2, u)

+
∫

0.4<u≤0.5

8(0.5− u)
(2, u)

+
∫

0.4≤u≤0.5

10(u− 0.4)
(6, u)

+
∫

0.5≤u≤0.6

1
(6, u)

+
∫

0.6<u≤0.7

10(0.7− u)
(6, u)

如图 7 所示.

图 7 半连通二型模糊集合

Fig. 7 Partially connected T2 fuzzy set

由图 7 知, 半连通二型模糊集合 ω3 由两个嵌入

单位模糊集合 f∗2 与 f∗6 构成, 且 f∗2 与 f∗6 的隶属函
数均为梯形.
3.2.3 半连通高斯二型模糊集合

若 ω 为论域 X = {x1, x2, · · · , xk} 上的一个半
连通高斯二型模糊集合, 即单位模糊集合 fxk

的隶

属函数为高斯型, 则 fxk
可以表示为

fxk
(u) = e−(u−ck)2 (61)

其中, ck ∈ [0, 1]. 则
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µ2
ω(x, u) =





t1e−r1(u−c1)
2
, 若 x = x1, u ∈ [a1, b1]

t2e−r2(u−c2)
2
, 若 x = x2, u ∈ [a2, b2]

...
tKe−rk(u−cK)2 , 若 x = xK , u ∈ [aK , bK ]

这里, 0 ≤ ak ≤ ck ≤ bk ≤ 1, 0 ≤ tk ≤ 1,
0 ≤ k ≤ K. 该二型模糊集合可以表示为

ω =
∫

u∈[a1,b1]

t1e−r1(u−c1)
2

(x1, u)
+

∫

u∈[a2,b2]

t2e−r2(u−c2)
2

(x2, u)
+ · · ·+

∫

u∈[aK ,bK ]

tKe−rK(u−cK)2

(xK , u)
=

K∑
k=1

∫

u∈[ak,bk]

tke−rk(u−ck)2

(xk, u)

例 5. 设 ω4 是定义在论域 X = {3, 5, 7} 上的
一个半二型模糊集合, 其主隶属度定义为

Lx =





[0.1, 0.7], 若 x = 3
[0.3, 0.9], 若 x = 5
[0.4, 1], 若 x = 7

次隶属函数定义为

µ2
ω4

(x, u) =





e−64(u−0.4)2 ,若 x = 3, u ∈ [0.1, 0.7]
e−64(u−0.6)2 ,若 x = 5, u ∈ [0.3, 0.9]
e−64(u−0.7)2 ,若 x = 7, u ∈ (0.4, 1]

则

CoS(ω4) = 3× [0.1, 0.7]+5× [0.3, 0.9]+7× [0.4, 1]
(62)

明显, CoS(ω4) ⊆ X × I.
因此, ω4 可以表述为

ω4 =
∫

0.1≤u≤0.7

e−64(u−0.4)2

(3, u)
+

∫

0.3≤u≤0.9

e−64(u−0.6)2

(5, u)
+

∫

0.4<u≤1

e−64(u−0.7)2

(7, u)

如图 8 所示.
由图 8 知, 二型模糊集合 ω4 由三个嵌入单位模

糊集合构成, 且每个嵌入单位模糊集合的隶属函数
均为高斯型.

图 8 半连通二型模糊集合

Fig. 8 Partially connected T2 fuzzy set

一个半连通二型模糊集合的单位模糊集合的隶

属函数可以有不同的表达式, 也就是说, 一个半离散
二型模糊集合可以有不同类型的嵌入单位模糊集合

构成, 由图 6∼ 8 知, 嵌入单位模糊集合有助于半离
散二型模糊集合的直观了解.

3.3 连通二型模糊集合

如果二型模糊集合 ω 是连通的, 那么对于集合
ω 内的任意两点都可以用含于 ω 的线连接起来. 因
此定义为:
设 ω 是定义论域 X 上的一个二型模糊集合,

若隶属函数的闭包 CoS(ω) 连通, 且次隶属函数
µ2

ω(x, u) 在

CoS(ω) =
⋃

x∈X

x× Lx (63)

上连续, 则称 ω 是论域X 上的一个连通二型模糊集

合, 表示为

ω =
∫

x∈X

∫

u∈Lx

µ2
ω(x, u)
(x, u)

(64)

根据二型模糊集合的主隶属度、CoS 及次隶属
函数的不同, 可以将二型模糊集合的连通分为以下
三种情形: 线连通,复连通,单连通.下面给出连通二
型模糊集合的表述, 对于单 (或复) 连通二型模糊集
合, 需要先采用 CoS 二 (或三) 次划分法来对 CoS

进行分割.
3.3.1 单连通二型模糊集合

若次隶属函数支集的闭包 CoS 单连通, 且次隶
属函数 µ2

ω(x, u)在 CoS(ω) =
⋃

x∈X x×Lx 上连续,
则 ω 为一个单连通二型模糊集合, 表示为式 (64).
一个单连通二型模糊集合可以看成是其嵌入单

位模糊集合沿着参变量所在轨迹移动所形成的图形.
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也就是说, 一个单连通二型模糊集合对应的次隶属
函数支集闭包及曲面均没有洞.

文献 [21] 提出了 FOU 划分法给出区间二型模
糊集合的表述, 该文中的 FOU 即为本文的 CoS(ω),
因此, 该文中的 FOU 划分法即为本文中的 CoS(ω)
划分法, 步骤相同.
这里提出 CoS(ω) 二次划分法来表述一般二型

模糊集合, 对 CoS(ω) 进行第一次划分得 P 个一级

子区域 Ap, p = 1, 2, · · · , P , 二型模糊集合 ω 的次

隶属函数在每个一级子区域 Ap 具有相同的解析表

达式; 对每个子区域 Ap 按照 CoS 划分法 (又称为
CoS 第一次划分) 进行第二次划分, 得 Kp 个二级

子区域 Apk, k = 1, 2, · · · ,Kp, 使得每个二级子区
域 Apk 的上下边界具有相同的解析表达式. 对于一
般的二型模糊集合, 其次隶属函数的表述式一般由
两个或两个以上的解析表达式给出. 这里, 不妨设由
两个解析表达式给出 (对于由多个解析式给出的二
型模糊集合, 可以依次类推), 设这两个解析表达式
的几何图形的交线为曲线 q∗, 曲线 q∗ 在 CoS(ω) 上
的投影为曲线 q, 曲线 q 将 CoS(ω) 分为两部分 A1,
A2, 得 CoS(ω) 的第一次划分, 再采用 CoS 划分法

对 A1, A2 进行分割, 得 CoS(ω) 的第二次划分.
在实际应用中, 隶属函数为三角形、梯形及高斯

型的模糊集合应用较多, 若单位模糊集合的隶属函
数为三角形 (或梯形、高斯型), 则称对应的连通二型
模糊集合为单连通三角 (梯形、高斯) 二型模糊集合,
下面将给出这三类二型模糊集合的解析表达式.

3.3.1.1 单连通三角二型模糊集合
若 ω 是论域X 上一个单连通二型模糊集合, 其

单位模糊集合为三角隶属函数, 不妨设在该三角隶
属函数在左右端点的值均为 0. 即对于 x0 ∈ X, 单
位模糊集合 fx0 : Lx0 → I 定义为

µfx0
=





h(x0)(u− b0)
c0 − b0

, 若 b0 ≤ u ≤ c0

h(x0)(u− a0)
c0 − a0

, 若 c0 < u ≤ a0

这里, u ∈ Lx0 ⊆ I.
对应的嵌入单位模糊集合 f∗x0

: x0 × Lx0 → I

定义为

µf∗x0
=





h(x0)(u− b0)
c0 − b0

, 若 x = x0, b0 ≤ u ≤ c0

h(x0)(u− a0)
c0 − a0

, 若 x = x0, c0 < u ≤ a0

易知,嵌入单位模糊集合 f∗x0
的三个顶点分别为

A0(x0, a0, 0), C0(x0, c0, h0), B0(x0, b0, 0). 将 ω看成

X × I × I 中的曲面, 由空间解析几何相关理论与

方法 [31], 当 x 在论域 X 变化时, 嵌入单位模糊集
合的三个顶点变成动点 A,C, B, 在空间 X × I × I

中的位置相应地发生改变, 其变化轨迹分别为空间
X×I×I 中的三条曲线 a∗, c∗, b∗,这三条曲线在底面
X×I 的投影为曲线 ã, c̃, b̃. 其中, ã, b̃为CoS(ω)的
上下边界, 即两个一型模糊集合, c̃ 为含于 CoS(ω)
中的另一个模糊集合. 曲线 ã, c̃, b̃ 在点 x 的隶属度

分别为 ã(x), c̃(x), b̃(x), 且 b̃(x) ≤ c̃(x) ≤ ã(x), 因
此可得

CoS(ω) =
⋃

x∈X

x× [b̃(x), ã(x)] (65)

由 CoS(ω) 划分法, c̃ 将 CoS(ω) 划分为两个区域
A1, A2, 其中, A1 的上下边界分别为 ã, c̃, A2 的上
下边界为 c̃, b̃, 如图 9 所示.
二型模糊集合在 A1 上的次隶属函数的解析表

达式为

µ2
ω|A1 =

h(x)(u−ã(x))

c̃(x)−ã(x)

(x, u)
(66)

其在 A2 上的次隶属函数的解析表达式为

µ2
ω|A2 =

h(x)(u−b̃(x))

c̃(x)−b̃(x)

(x, u)
(67)

图 9 单连通三角二型模糊集合 CoS 的第一次划分

Fig. 9 The first partition for CoS of simply connected

triangular T2 FS

因此, 由 CoS(ω) 划分法, ω 可以表述为

ω =
∫

x∈X

∫

u∈[b̃(x),c̃(x)]

h(x)(u−b̃(x))

c̃(x)−b̃(x)

(x, u)
+

∫

x∈X

∫

u∈(c̃(x),ã(x)]

h(x)(u−ã(x))

c̃(x)−ã(x)

(x, u)



1126 自 动 化 学 报 43卷

由 CoS(ω) 划分法, 得到两个一级子区域, 二型
模糊集合 ω 在每个子区域上具有相同的次隶属函

数, 不妨设曲线 ã, c̃, b̃ 分别具有如下表达式的形式:

ã(x) =





ã1(x), 若 a0 ≤ x ≤ a1

ã2(x), 若 a1 < x ≤ a2

...
ãN(x), 若 aN−1 < x ≤ aN

c̃(x) =





c̃1(x), 若 c0 ≤ x ≤ c1

c̃2(x), 若 c1 < x ≤ c2

...
c̃M(x), 若 cM−1 < x ≤ cM

b̃(x) =





b̃1(x), 若 b0 ≤ x ≤ b1

b̃2(x), 若 b1 < x ≤ b2

...
b̃K(x), 若 bK−1 < x ≤ bK

不妨设

{ã0, ã1, · · · , ãÑ} =

{a0, a1, · · · , aN}
⋃
{c0, c1, · · · , cM}

{b̃0, b̃1, · · · , b̃K̃} =

{b0, b1, · · · , bK}
⋃
{c0, c1, · · · , cM}

且

ã0 < ã1 < · · · < ãÑ

b̃0 < b̃1 < · · · < b̃K̃

分别过 ãi, i = 0, 1, · · · , Ñ , b̃j, j = 0, 1, · · · , M̃

作 u-轴的平行线, 运用 CoS 划分法分别对两个一级

子区域 A1, A2 进行第二次划分, 对应地得到 Ñ , K̃

个二级子区域, 使得每个子区域的上下边界都具有
相同的解析表达式, 如图 10 所示.
对任意 i ∈ 0, 1, · · · , Ñ , 有

A1i =
⋃

x∈[bi−1,bi]

x× [c̃i(x), ãi(x)] (68)

对任意 j = 0, 1, · · · , M̃ , 有

A2j =
⋃

x∈[aj−1,aj ]

x× [̃bj(x), c̃j(x)] (69)

CoS(ω) =A1
⋃

A2 =

(
Ñ⋃

i=1

A1i

)⋃ (
M̃⋃

j=1

A2j

)
=

(
Ñ⋃

i=1

⋃

x∈[bi−1,bi]

x× [c̃i(x), ãi(x)]

)⋃

(
M̃⋃

j=1

⋃

x∈[aj−1,aj ]

x× [̃bj(x), c̃j(x)]

)

图 10 单连通三角二型模糊集合 CoS 的第二次划分

Fig. 10 The second partition for CoS of simply

connected triangular T2 FS

经过二次划分, 二型模糊集合 ω 的次隶属函数

不仅在每个二级子区域上具有相同的表述式, 且每
个二级子区域的上下边界具有相同的解析表. 这样,
ω 在 A1, A2 上的限制的表达式分别为

ω|A1 =
Ñ∑

ñ=1

∫

x∈[añ−1,añ]

∫

u∈[bn(x),cm(x)]

h(x)(u−b̃(x))

c̃(x)−b̃(x)

(x, u)

ω|A2 =
K̃∑

k̃=1

∫

x∈[bk̃−1,bk̃]

∫

u∈[cm(x),ak(x)]

h(x)(u−ã(x))

c̃(x)−ã(x)

(x, u)

从而 ω 可以表示为

ω =
Ñ∑

ñ=1

∫

x∈[añ−1,añ]

∫

u∈[bn(x),cm(x)]

h(x)(u−b̃(x))

c̃(x)−b̃(x)

(x, u)
+

K̃∑

k̃=1

∫

x∈[bk̃−1,bk̃]

∫

u∈[cm(x),ak(x)]

h(x)(u−ã(x))

c̃(x)−ã(x)

(x, u)

如图 11 所示.
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图 11 单连通三角二型模糊集合

Fig. 11 Simply connected triangular T2 FS

3.3.1.2 单连通梯形二型模糊集合
若 ω 是论域X 上一个单连通二型模糊集合, 其

单位模糊集合为梯形隶属函数, 不妨设该梯形隶属
函数在左右端点的值均为 0. 即对于 x0 ∈ X, 单位
模糊集合 fx0 : Lx0 → I 定义为

µfx0
=





h(x0)(u−a0)

c0−a0
, 若 a0 ≤ u ≤ c0

h(x0), 若 c0 ≤ u ≤ d0

h(x0)(u−d0)

d0−b0
, 若 d0 < u ≤ b0

这里, u ∈ Lx0 ⊆ I.
对应的嵌入单位模糊集合 f∗x0

为

µf∗x0
=





h(x0)(u−a0)

c0−a0
, 若 x = x0, a0 ≤ u ≤ c0

h(x0), 若 x = x0, c0 ≤ u ≤ d0

h(x0)(u−d0)

d0−b0
, 若 x = x0, d0 < u ≤ b0

嵌入单位模糊集合 f∗x0
的四个顶点分

别为 A0(x0, a0, 0), C0(x0, c0, h0), D0(x0, d0, h0),
B0(x0, b0, 0), 将 ω 看成 X × I × I 中的曲面. 这
样, 当 x 在论域 X 变化时, f∗x0

的四个顶点变成动

点 A,C, D,B, 在空间 X × I × I 中的变化轨迹分

别为四条曲线 a∗, c∗, d∗, b∗, 在底面 X × I 的投影分

别为 ã, c̃, d̃, b̃. 其中, ã, b̃ 为 CoS(ω) 的上下边界, 即
两个一型模糊集合, c̃, d̃ 为含于 CoS(ω) 中的另外
两个模糊集合. 曲线 ã, c̃, d̃, b̃ 在点 x 的隶属度分别

为 ã(x), c̃(x), d̃(x), b̃(x), 且 ã(x) ≤ c̃(x) ≤ d̃(x) ≤
b̃(x), 因此,

CoS(ω) =
⋃

x∈X

x× [ã(x), b̃(x)] (70)

由CoS(ω)第一次划分法, c̃与 d̃将CoS(ω)划
分为三个一级子区域 A1, A2, A3, 如图 12. 这三个

子区域的上下边界分别为 c̃ 与 ã, d̃ 与 c̃, b̃ 与 d̃.
在 A1, A2, A3 上 ω 的次隶属函数的解析表达

式分别为

µ2
ω|A1(x, u) =

h(x)(u−ã(x))

c̃(x)−ã(x)

(x, u)
(71)

µ2
ω|A2(x, u) =

h(x)
(x, u)

(72)

µ2
ω|A3(x, u) =

h(x)(u−b̃(x))

d̃(x)−b̃(x)

(x, u)
(73)

经过 CoS(ω) 第一次划分法后, ω 可表示为

ω =
∫

x∈X

∫

u∈[ã(x),c̃(x)]

h(x)(u−ã(x))

c̃(x)−ã(x)

(x, u)
+

∫

x∈X

∫

u∈(c̃(x),d̃(x)]

h(x)
(x, u)

+

∫

x∈X

∫

u∈(d̃(x),b̃(x)]

h(x)(u−b̃(x))

d̃(x)−b̃(x)

(x, u)

如图 12 所示.

图 12 单连通梯形二型模糊集合 CoS 的第一次划分

Fig. 12 The first partition for CoS of simply connected

trapezoidal T2 FS

根据 A1, A2, A3 各自上下边界解析表达式的不
同, 不妨设上下边界曲线 ã, c̃, d̃, b̃ 分别具有如下表

达式的形式:

ã(x) =





ã1(x), 若 a0 ≤ x ≤ a1

ã2(x), 若 a1 < x ≤ a2

...
ãN(x), 若 aN−1 < x ≤ aN



1128 自 动 化 学 报 43卷

c̃(x) =





c̃1(x), 若 c0 ≤ x ≤ c1

c̃2(x), 若 c1 < x ≤ c2

...
c̃M(x), 若 cM−1 < x ≤ cM

d̃(x) =





d̃1(x), 若 d0 ≤ x ≤ d1

d̃2(x), 若 d1 < x ≤ d2

...
d̃L(x), 若 dL−1 < x ≤ dL

b̃(x) =





b̃1(x), 若 b0 ≤ x ≤ b1

b̃2(x), 若 b1 < x ≤ b2

...
b̃K(x), 若 bK−1 < x ≤ bK

进一步设

{ã0, ã1, · · · , ãÑ} =

{a0, a1, · · · , aN}
⋃
{c0, c1, · · · , cM}

{d̃0, d̃1, · · · , d̃L̃} =

{d0, d1, · · · , dL}
⋃
{c0, c1, · · · , cM}

{b̃0, b̃1, · · · , b̃K̃} =

{b0, b1, · · · , bK}
⋃
{d0, d1, · · · , dL}

且

ã0 < ã1 < · · · < ãÑ (74)

d̃0 < d̃1 < · · · < d̃L̃ (75)

b̃0 < b̃1 < · · · < b̃K̃ (76)

运用 CoS 二次划分法对三个子区域 A1, A2,
A3 进行第二次划分, 分别得到 P̃ , L̃, K̃ 个二级子

区域, 每个二级子区域的上下边界都具有相同的解
析表达式, 如图 13 所示.
对于 p ∈ {0, · · · , P̃}, l = {0, · · · , L̃}, k =

{0, · · · , K̃}, 有
A1p =

⋃

x∈[bp−1,bp]

x× [d̃p(x), b̃p(x)]

A2l =
⋃

x∈[dl−1,dl]

x× [c̃l(x), d̃l(x)]

A3k =
⋃

x∈[ak−1,ak]

x× [ãk(x), c̃k(x)]

图 13 单连通梯形二型模糊集合 CoS 的第二次划分

Fig. 13 The second partition for CoS of simply

connected trapezoidal T2 FS

因此, CoS(ω) 可以表示为

CoS(ω) =A1
⋃

A2
⋃

A3 =

(
P̃⋃

p=1

A1p

)⋃

(
L̃⋃

l=1

A2l

)⋃ (
K̃⋃

k=1

A2k

)
=

(
P̃⋃

p=1

⋃

x∈[bp−1,bp]

x× [d̃p(x), b̃p(x)]

)⋃

(
L̃⋃

l=1

⋃

x∈[dl−1,dl]

x× [c̃l(x), d̃l(x)]

)⋃

(
K̃⋃

k=1

⋃

x∈[ak−1,ak]

x× [ãk(x), c̃k(x)]

)

二型模糊集合 ω 在 A1, A2, A3 上的限制的表
达式分别为

ω|A1 =
Ñ∑

ñ=1

∫

x∈[añ−1,añ]

∫

u∈[an(x),cm(x)]

h(x)(u−ã(x))

c̃(x)−ã(x)

(x, u)

ω|A2 =
L̃∑

l̃=1

∫

x∈[dl̃−1,dl̃]

∫

u∈[cm(x),dl(x)]

h(x)
(x, u)

ω|A3 =
K̃∑

k̃=1

∫

x∈[bk̃−1,bk̃]

∫

u∈[dl(x),bk(x)]

h(x)(u−b̃(x))

d̃(x)−b̃(x)

(x, u)
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从而 ω 可以表示为

ω =
Ñ∑

ñ=1

∫

x∈[añ−1,añ]

∫

u∈[an(x),cm(x)]

h(x)(u−ã(x))

c̃(x)−ã(x)

(x, u)
+

L̃∑

l̃=1

∫

x∈[dl̃−1,dl̃]

∫

u∈[cm(x),dl(x)]

h(x)
(x, u)

+

K̃∑

k̃=1

∫

x∈[bk̃−1,bk̃]

∫

u∈[dl(x),bk(x)]

h(x)(u−b̃(x))

d̃(x)−b̃(x)

(x, u)

如图 14 所示.

图 14 单连通梯形二型模糊集合

Fig. 14 Simply connected trapezoidal T2 FS

3.3.1.3 单连通高斯二型模糊集合
若论域 X 上一个单连通二型模糊集合 ω 的单

位模糊集合为高斯型隶属函数, 对于 x0 ∈ X, 单位
模糊集合 fx0 为

µfx0
= t(x0)e−r(x0)(u−c(x0))

2
(77)

这里, Lx0 = [a0, b0], u ∈ Lx0 ⊆ I.
对应的嵌入单位模糊集合 f∗x0

为

µf∗x0
= t(x0)e−r(x0)(u−c(x0))

2
, x = x0 (78)

易知, 嵌入单位模糊集合 f∗x0
的左端点,

中心及右端点分别为 A0(x0, a0, 0), C0(x0, c0, 0),
B0(x0, b0, 0), 当 x 在论域 X 变化时, 嵌入单位模
糊集合的这三个点变成动点 A,C, B, 其变化轨迹
分别为空间 X × I × I 中的三条曲线 a∗, c∗, b∗, 这
三条曲线在底面 X × I 的投影为曲线 ã, c̃, b̃. 其
中, ã, b̃ 为 CoS(ω) 的上下边界, 即两个一型模糊
集合, c̃ 为含于 CoS(ω) 中的另一个模糊集合. 曲
线 ã, c̃, b̃在点 x的隶属度分别为 ã(x), c̃(x), b̃(x), 且
ã(x) ≤ c̃(x) ≤ b̃(x), 所以,

CoS(ω) =
⋃

x∈X

x× [ã(x), b̃(x)] (79)

根据解析表达式的不同, 设曲线 ã, c̃, b̃ 分别具

有如下表达式的形式:

ã : u = ã(x)

c̃ : u = c̃(x)

b̃ : u = b̃(x)

例 6. 设论域 X = [−20, 20] 上的一个单连通
二型模糊集合 ω8 单位模糊集合 fx 的隶属函数为高

斯型, 表示如下:

fx(u) =
1√
2π

e−(u−c(x))2 (80)

其中, u ∈ [a(x), b(x)], 且

a(x) =
1
3
e
−x2
32 (81)

b(x) = e
−x2
72 (82)

c(x) = 0.5

(
1
3
e
−x2
32 + e

−x2
72

)
(83)

这里, b̃(x), ã(x) 即为 CoS(ω8) 的上下边界.
因此, 对任意 x ∈ [−20, 20], 二型模糊集合 ω8

主隶属度表示为

Lx =

[
1
3
e
−x2
32 , e

−x2
72

]
(84)

从而,

CoS(ω8) =
⋃

x∈[−20,20]

x×
[

1
3
e
−x2
32 , e

−x2
72

]
(85)

对应的图形如图 15 所示.

图 15 单连通高斯二型模糊集合的 CoS

Fig. 15 CoS of simply connected Gaussian T2 FS
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该单连通高斯二型模糊集合对应的表述式为

ω8 =
∫

x∈[−20,20]

∫

u∈[ 13 e
−x2
32 ,e

−x2
72 ]

1√
2π

e−(u−c(x))2

(x, u)
(86)

如图 16 所示.

图 16 单连通高斯二型模糊集合

Fig. 16 Simply connected Gaussian T2 FS

由于 CoS(ω8) 的上下边界及 ω8 的单位模糊集

合对应的隶属函数均为高斯型, 在对应的论域上只
有一个解析表达式, 因此, 在给出 ω8 的表述式时不

需要对 CoS 进行划分, 故这类二型模糊集合的表述
式比较简单.
对于 CoS(ω8) 的上下边界不是高斯型, 则仍

需要先对 CoS(ω8) 进行划分, 因为次隶属函数在
CoS(ω8) 上具有相同的解析表达式, 所以可以按照
区间二型模糊集合的方法写出对应的解析表述式.
3.3.2 多连通二型模糊集合

对于一个多连通二型模糊集合 ω, 其对应的
CoSω 也是多连通的, 也就是说, CoS 对应的区域

至少含有一个洞, 这里, 不妨设只含有一个洞 (若含
有多个洞, 则多次进行如下步骤即可), 不妨设在图
12 中挖了一个圆.
这里, 可用 CoS 三次划分法来表述这个多

连通二型模糊集合. CoS 三次划分法分成两

种方式: 第一种方式就是第一次划分用平行

于 u 轴的直线将 CoS 划分为多个单连通区域

CoS1, CoS2, · · · , CoSJ , 使得 ω|CoSj
即为一个单连

通二型模糊集合, 再对每个 ω|CoSj
, 1 ≤ j ≤ J , 按照

单连通二型模糊集合的方法进行二次划分, 从而得
到该多连通二型模糊集合的表达式; 第二种方式先
运用单连通二型模糊集合的 CoS 二次划分法, 在得
到类似图 13 的划分后的图形, 不妨设这个洞在划分
后的子区域 A24 中, 由洞的最左及最右端点, 分别

作平行于 u 轴的直线, 将二级子区域 A24 划分为四
个三级子区域 A241, A242, A243, A244, 使得划分
后的每个三级子区域的上下边界均具有相同的解析

表达式, 如图 17 所示.

图 17 多连通二型模糊集合 CoS 的第三次划分

Fig. 17 The third partition for multi-connected T2 FS

对应的多连通二型模糊集合如图 18 所示.
由此可知, 对于一个复连通二型模糊集合, 可以

先由 CoS 二次划分法给出对应的单连通二型模糊

集合的表述式, 在此基础上, 过 CoS 上所挖洞的最

左、右端点作平行于 u 轴的直线, 对 CoS 进行第三

次划分, 得到的关于 CoS 的三级子区域的上下边界

不仅有相同的解析表达式, 且这个复连通二型模糊
集合的次离散函数在同一个三级子区域上的限制也

具有相同的解析表达式, 等于对应的单连通二型模
糊集合的次隶属函数.
复连通二型模糊集合的一类特殊情形就是线连

通二型模糊集合, 其定义如下:

图 18 多连通二型模糊集合

Fig. 18 Multi-connected T2 FS

若X 连通, Lx = {a1
x, a

2
x, · · · , aM

x }离散, A∗
m =

{(x, u)|x ∈ X, u = am
x ∈ [0, 1]} 为连通模糊集合,

且对 x ∈ X, µ2
ω(x, u) 关于变量 x 连续, 则 ω 为一
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个线连通二型模糊集合, 表示为

ω =
∫

x∈X

M∑
m=1

µ2
ω(x, am

x )
(x, am

x )
(87)

这里, A∗
m 为论域 X 上的一个模糊集合, m =

1, 2, · · · ,M , 且 CoS(ω) 中任意两点可以由含于
CoS(ω) 的线连接. 所以

CoS(ω) =
⋃

x∈X

x× Lx =
M⋃

m=1

A∗
i (88)

即该连通二型模糊集合的 CoS(ω) 包含M 个

一型连通模糊集合.

ω =
M∑

m=1

∫

x∈X

µ2
ω(x, am

x )
(x, am

x )
(89)

或

ω =
M∑

m=1

∫

x∈X

∫

u=ai
x

µ2
ω(x, u)
(x, u)

(90)

例 7. 设论域 X = [2, 6] 上的一个半二型模糊
集合 ω5 的主隶属度定义为

Lx =





{0.5x− 1, 0.4x− 0.8, x− 2},若 x ∈ [2, 3]
{0.5x− 1, 0.4x− 0.8, 1}, 若 x ∈ (3, 4]
{3− 0.5x, 2.4− 0.4x, 1}, 若 x ∈ (4, 5]
{3− 0.5x, 2.4− 0.4x, 6− x},若 x ∈ (5, 6]

令

µA∗1(x) =

{
0.5x− 1, 若 x ∈ [2, 4]
3− 0.5x, 若 x ∈ (4, 6]

µA∗2(x) =





x− 2, 若 x ∈ [2, 3]
1, 若 x ∈ (3, 5]
6− x, 若 x ∈ (5, 6]

µA∗3(x) =

{
0.4x− 0.8, 若 x ∈ [2, 4]
2.4− 0.4x, 若 x ∈ (4, 6]

明显, CoS(ω5) 表示为

CoS(ω5) = A∗
1

⋃
A∗

2

⋃
A∗

3 (91)

如图 19 所示.
由图 19 可见, CoS(ω5) ⊆ X × I, 且 CoS(ω5)

包含三个连通的一型模糊集合, 其中两个模糊集合
的隶属函数为三角形隶属函数, 另外一个为梯形隶
属函数. 对于任意 x ∈ X, 这三个模糊集合对应地有

一个隶属度, 分别记为 A∗
1(x), A∗

2(x), A∗
3(x), 因此,

二型模糊集合 ω5 在点 x 的主隶属度为

Lx = {A∗
1(x), A∗

2(x), A∗
3(x)} (92)

图 19 线连通二型模糊集合的 CoS

Fig. 19 CoS of linear connected T2 fuzzy set

所以, Lx 是离散的, 因此, 对应的主隶属函数是
定义在连通论域 [2, 6] 上的函数值离散的多值函数.

ω5 的次隶属函数定义为

µ2
ω5

(x, u) =





2x− 4
5

, 若 u =
x

2
− 1, x ∈ [2, 4]

12− 2x

5
, 若 u = 3− x

2
, x ∈ (4, 6]

3x− 1
5

, 若 u = x− 2, x ∈ [2, 3]

1, 若 u = 1, x ∈ (3, 5]
18− 3x

5
, 若 u = 6− x, x ∈ (5, 6]

x− 2
4

, 若 u =
2x− 4

5
, x ∈ [2, 4]

6− x

4
, 若 u =

12− 2x

5
, x ∈ (4, 6]

因此, 二型模糊集合 ω5 可以表述为

ω5 =
∫

2≤x≤4

∫

u= x−2
2

2x− 4
5

(x, u)
+

∫

4<x≤6

∫

u= 6−x
2

12−2x
5

(x, u)
+

∫

2≤x≤3

∫

u=x−2

3x− 1
5

(x, u)
+
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∫

3<x≤5

∫

u=1

1
(x, u)

+

∫

5<x≤6

∫

u=6−x

18− 3x

5
(x, u)

+

∫

2≤x≤4

∫

u= 2x−4
5

x−2
5

(x, u)
+

∫

4<x≤6

∫

u=
12− 2x

5

6− x

5
(x, u)

如图 20 所示.

图 20 线连通二型模糊集合

Fig. 20 Linear connected T2 fuzzy set

由图 20 可知, ω5 是 [2, 6] × I × I 中三个连

通的嵌入模糊集合构成, 也可以看成是定义在论域
[2, 6] × I 的三个一型模糊集合, 其中两个具有三角
隶属函数, 另一个具有梯形隶属函数.

3.4 复合二型模糊集合

不属于以上三种类型的二型模糊集合称为复

合二型模糊集合, 这些二型模糊集合可以分解为第
3.1∼ 3.3 节中两种或两种以上的关于二型模糊集
合表述式的形式, 可以根据实际情形进行讨论. 如
X = [1, 3]

⋃
[4, 7] 既非连通也非离散, 先将二型模

糊集合限制在 [1, 3] 与 [4, 7] 两个区间上分别进行表
述, 再综合.
例 8. 设 ω9 是定义在论域 {1, 3, 5} 上的一个

二型模糊集合, 其主隶属度定义为

Lx =





{0.1, 0.3}, 若 x = 1
[0.4, 0.7], 若 x = 3
{0.7, 0.9}, 若 x = 5

由此可见, 当 x = 1, 5 时, Lx 离散, 当 x = 3
时, Lx 连通, 由此可知, ω9 为一个复合二型模糊集

合. CoS(ω9) 可以表示为

CoS(ω9) = {(1, 0.1), (1, 0.3), (5, 0.7), (5, 0.9)}⋃
3× [0.4, 0.7]

其次隶属函数定义为

µ2
ω9

(x, u) =





0.2, 若 u = 0.1, x = 1
0.4, 若 u = 0.3, x = 1
10u− 4, 若 u ∈ [0.4, 0.5], x = 3
6− 10u, 若 u ∈ (0.5, 0.6], x = 3
0.8, 若 u = 0.7, x = 5
0.9, 若 u = 0.9, x = 5

则该二型模糊集合可以表示为

ω9 =
0.2

(1, 0.1)
+

0.4
(1, 0.3)

+
∫

u∈[0.4,0.5]

10u− 4
(3, u)

+
∫

u∈(0.5,0.6]

6− 10u

(3, u)
+

0.8
(5, 0.7)

+
0.9

(5, 0.9)

如图 21 所示.

图 21 复合二型模糊集合

Fig. 21 Compounded T2 FS

由图 21 可见, ω9 属于复合二型模糊集合, 其表
达式可以由离散二型模糊集合及三角型半连通二型

模糊集合的表述式综合而成.

4 二型模糊集合的相关结论

结论 1. CoS(ω) 为含于其中的所有一型模糊
集合之并, 二型模糊集合 ω 的主隶属度 Lx 为含于

CoS(ω) 中的所有模糊集合在点 x 的隶属度全体构

成的集合, 即

CoS(ω) = {A∗|A∗ : X → I, A∗(x) ∈ Lx} (93)
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Lx = {u|u = µA∗(x), A∗ ∈ CoS(ω)} (94)

证明. 令 ω, A∗ 分别为论域 X 上的一个二型、

一型模糊集合, 则

A∗ = {(x, u)|x ∈ X, u = µA∗(x)} (95)

由二型模糊集合的支集闭包的定义, 有

CoS(ω) = {(x, u)|x ∈ X, u ∈ Lx} (96)

因为

u = µA∗(x) (97)

从而 CoS(ω) 可以表示为

CoS(ω) = {A∗|x ∈ X, µA∗(x) ∈ Lx} (98)

即

CoS(ω) = {A∗|A∗ : X → I, A∗(x) ∈ Lx} (99)

由 ω 的主隶属函数的定义, 对任意 x ∈ X, 都
存在 Lx ⊆ I, 使得

µ1
ω(x) = Lx (100)

对 ∀u ∈ Lx, 存在论域 X 上的一个含于 CoS(ω) 中
的模糊集合 A∗, 使得 u = µA∗(x), 故

s ∈ {u|(x, u) ∈ CoS(ω)} (101)

从而有

Lx ⊆ {u|(x, u) ∈ CoS(ω) ⊆ X × [0, 1]} (102)

反过来, 对 ∀s ∈ {u|(x, u) ∈ CoS(ω)}, 明显,
(x, u) ∈ µ1

ω, 也就是说, s ∈ Lx.
从而, 有

{u|(x, u) ∈ CoS(ω) ⊆ X × [0, 1]} ⊆ Lx (103)

所以,

Lx = {u|(x, u) ∈ CoS(ω) ⊆ X × [0, 1]} (104)

结论 2. 主隶属度为主隶属函数在该点的限制

到 u 轴的投影.
证明. 由主隶属函数的定义, 有

µ1
ω : X → {Lx|Lx ⊆ I} (105)

主隶属函数在点 x 的限制为

µ1
ω|x : x → Lx (106)

即

µ1
ω = x× Lx (107)

而 x× Lx 到 u 轴的投影为 Lx, 故命题成立.

由文献 [21] 可得结论 3:
结论 3. 二型模糊集合的主隶属函数即为该二

型模糊集合支集的闭包 CoS(ω). 即

µ1
ω = CoS(ω) (108)

结论 4. 二型模糊集合 ω 在点 e 的限制的支

集即为次隶属函数与平面 x = e 的交线的支集.
对于一个给定的二型模糊集合 ω, 由次隶属函

数及隶属函数的定义知, 当主隶属度 Lx 6= I 时, 次
变量的取值范围均为嵌入单位模糊集合 fx 的支集

的闭包, 故有以下结论:
结论 5. 若 ∃x ∈ X, 使得主隶属度 Lx 6= I,

则 Lx 为嵌入单位模糊集合 fx 支集的闭包, 当对
∀x ∈ X, 都有 Lx 6= I, 则 Lx 为嵌入单位模糊集合

fx 的论域.
由文献 [21] 可得:
结论 6. CoS(ω) 是论域中的一点与该点的主

隶属度的笛卡尔积之并. 即

CoS(ω) =
⋃

x∈X

x× Lx (109)

因为 x ∈ X, Lx ⊆ I, 所以 x × Lx ⊆ X × I, 明显,
CoS(ω) ⊆ X × I.
结论 7. 一个半连通 (或连通) 二型模糊集合

的次隶属函数在上下边界处的函数值为 0, 则其支集
为 X × I 中的开子集.
证明. 若 ω 为一个半连通的二型模糊集合, 则

X 离散, 其主隶属度 Lx 为单位区间的连通闭子集

合, 且对 ∀x ∈ X, 其次隶属函数在 x× Lx 连续, 又
因为 (0, 1] 是单位区间的开集, 由连续函数的性质,
开集的原像是开集, 即

supp(ω|x) = {(x, u)|µ2
ω|x(x, u) > 0} (110)

为 X × I 中的开集. 从而

supp(ω) =
⋃

x∈X

supp(ω|x) = {(x, u)|µ2
ω(x, u) > 0}

(111)
为 X × I 中的开集.
若 ω 为一个连通的二型模糊集合, 则 X × I 连

通且 µ2
ω 连续, 又 (0, 1] 为 [0, 1] 的开集, 由连续函数

的性质, 开集的原像是开集, 得

supp(ω) = {(x, u)|µ2
ω(x, u) > 0} (112)

为 X × I 中的开集.
由以上讨论可知, 半连通、连通二型模糊集合的

支集可能不包含其上、下边界. 因此, 若 supp(ω) 单
连通, 则

supp(ω) =
⋃

x∈X

x× (LMF (x), UMF (x)) (113)
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这里, (LMF (x), UMF (x)) ⊆ [0, 1], LMF (x),
UMF (x) 分别表示 supp(ω) 的上、下边界在点 x

的隶属度.
因而

CoS(ω) =
⋃

x∈X

x× [LMF (x), UMF (x)] (114)

为 X × I 中的闭集.
注. 对于一个区间二型模糊集合, 只有当其主

隶属度连通时, 该区间二型模糊集合及其次隶属函
数支集的闭包才能由其上下边界唯一确定. 并且
supp(ω) 连通, supp(ω) 不一定连通.
若论域 X ⊆ R, 则一个离散二型模糊集合为空

间 X × I × I 中离散的点列, 自由变量的个数为 0.
半连通的二型模糊集合为空间 X × I × I 中一系列

曲线, 其自由变量的个数为 1, 连通的二型模糊集合
是 X × I × I 中的曲面, 其自由变量的个数是 2.
因此, 有结论 8:
结论 8. 若论域 X ⊆ R, 则离散二型模糊集合

的维数为 0, 半连通二型模糊集合的维数是 1, 线连
通二型模糊集合的维数是 1, 单连通及复连通二型模
糊集合的维数是 2.

5 结论

本文提出采用文献 [22] 关于二型模糊集合的定
义, 将二型模糊集合分成四类: 离散型、半连通型、
连通型及复合型四类. 通过先定义主隶属函数再定
义次隶属函数进而给出每一类二型模糊集合的表述

方法, 本文还引入了其他二型模糊集合相关的定义,
并分析二型模糊集合主隶属函数与次隶属函数支集

闭包、单位模糊机会、嵌入单位模糊集合以帮助读

者进一步了解二型模糊集合.
易见, 采用次隶属函数支集的闭包 CoS 二、三

次划分法可以方便表述一般连通二型模糊集合. 因
此, 作为一般二型模糊集合特殊情形的区间二型模
糊集合, 其表述方法宜对应地采用 CoS 划分法, 而
非Mendel 提及的论域划分法[25].
语言动力系统以粒度计算代替常规的数值符号

计算, 从语言的层次上解决复杂系统的建模、分析、
评估与控制问题[32−36], 二型模糊集合由于能够较好
地处理语言歧义与数据噪声问题, 给人们定义隶属
函数较一型模糊集合以更大的自由度, 因此, 在未来
的研究中,运用基于二型模糊集合的聚类算法[37],模
糊神经网络[38] 来处理诸如交通、经济、管理等复杂

系统中的相关问题将具有重要意义.

附录

例 9. 设 ω6 是定义在论域 X = [2, 6] 上的一

个单连通三角二型模糊集合, 对任意 x ∈ X, 对应的
单位模糊集合 fx 的隶属函数定义如下:

fx(u) =





2u, 若 2 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ u ≤ 0.25x− 0.5
x− 2− 2u, 若 2 ≤ x ≤ 3, 0.25x−

0.5 ≤ u ≤ 0.5x− 1
2(x− 2)(5u− 3x + 9)

8− x
, 若 3 ≤ x ≤ 4,

0.6x− 1.8 ≤ u ≤ 0.55x− 1.4
5(x− 2)(2u− x− 2)

x− 8
, 若 3 ≤ x ≤ 4,

0.55x− 1.4 ≤ u ≤ 0.5x− 1
2(6− x)(5u + 3x− 15)

x
, 若 4 ≤ x ≤ 5,

3− 0.6x ≤ u ≤ 3− 0.55x
5(x− 6)(2u + x− 6)

x
, 若 4 ≤ x ≤ 5,

3− 0.55x ≤ u ≤ 3− 0.5x

2u, 若 5 ≤ x ≤ 6, 0 ≤ u ≤ 1.5− 0.25x

6− 2u− x, 若 5 ≤ x ≤ 6, 1.5−
0.25x ≤ u ≤ 3− 0.5x

b̃(x), ã(x) 即为 CoS(ω6) 的上下边界, 即

b̃(x) =

{
0.5x− 1, 若 2 < x ≤ 4
3− 0.5x, 若 4 < x ≤ 6

ã(x) =





0, 若 2 ≤ x ≤ 3
0.6x− 1.4, 若 3 < x ≤ 4
3− 0.6x, 若 4 < x ≤ 5
0, 若 5 < x ≤ 6

c̃(x) =





0.25x− 0.5, 若 2 < x ≤ 3
0.55x− 1.4, 若 3 < x ≤ 4
3− 0.55x, 若 4 < x ≤ 5
1.5− 0.25x, 若 5 < x ≤ 6

且

0 ≤ a(x) ≤ c(x) ≤ b(x) ≤ 1 (115)

因此, 相应地, 二型模糊集合 ω6 主隶属度的定

义可以表示为

Lx =





[0, 0.5x− 1], 若 2 < x ≤ 3
[0.6x− 1.8, 0.5x− 1], 若 3 < x ≤ 4
[3− 1.8x, 3− 0.5x], 若 4 < x ≤ 5
[0, 3− 0.5x], 若 5 < x ≤ 6
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ω6 的单位模糊集合的顶点 C(x, c(x), h(x, u))
所在曲线在底面的投影为 c̃(x), 且 c̃(x) 将 CoS(ω6)
分成 A1 与 A2 两个一级子区域. 则

A1 = x× [c(x), b(x)]

A2 = x× [a(x), c(x)]

CoS(ω6) = x× [a(x), c(x)]
⋃

x× [c(x), b(x)]

运用 CoS 划分法[21], 对 Ai, i = 1, 2 进行划
分, 得到八个二级子区域 Aij, 其中 i = 1, 2; j =
1, 2, 3, 4, 且 Ai =

⋃4

j=1 Aij, i = 1, 2.
由 A2 划分后得到的四个子区域的表达式如下:

A21 =
⋃

x∈[2,3]

x× [0, 0.25x− 0.5]

A22 =
⋃

x∈[3,4]

x× [0.6x− 1.8, 0.55x− 1.4]

A23 =
⋃

x∈[4,5]

x× [3− 0.6x, 3− 0.55x]

A24 =
⋃

x∈[5,6]

x× [0, 1.5− 0.25x]

由 A1 划分后得到的四个子区域的表达式为:

A11 =
⋃

x∈[2,3]

x× [0.25x− 0.5, 0.5x− 1]

A12 =
⋃

x∈[3,4]

x× [0.55x− 1.4, 0.5x− 1]

A13 =
⋃

x∈[4,5]

x× [3− 0.55x, 3− 0.5x]

A14 =
⋃

x∈[5,6]

x× [1.5− 0.25x, 3− 0.5x]

由扎德给出的二型模糊集合定义, 一个二型模
糊集合在一点的隶属函数为一个单位模糊集合, 故

µω6(x) = fx (116)

这里, fx : Lx → I 是一个三角单位模糊集合, Lx 为

二型模糊集合的主隶属度, 也是 fx 支集的闭包. 从
而, 二型模糊集合的次隶属函数可以表示为

µ2
ω6

(x, u) = fx(u) (117)

故 CoS(ω6) 及 ω6 可分别表示为如下形式:

CoS(ω6) =
2⋃

i=1

4⋃
j=1

Aij =
6⋃

x=2

x× Lx =
⋃

x∈[2,3]

x× [0, 0.5x− 1]
⋃

x∈[3,4]

x× [0.6x− 1.8, 0.5x− 1]

⋃

x∈[4,5]

x× [3− 0.6x, 3− 0.5x]
⋃

x∈[5,6]

x× [0, 3− 0.5x]

ω6 =
∫

x∈[2,3]

(∫

u∈[0,0.25x−0.5]

2u

(x, u)
+

∫

u∈[0.25x−0.5,0.5x−1]

x− 2u− 2
(x, u)

)
+

∫

x∈[3,4]

(∫

u∈[0.6x−1.4,0.55x−1.4]

2(x−2)(5u−3x+9)

8−x

(x, u)
+

∫

u∈[0.55x−1.4,0.5x−1]

5(x−2)(2u−x+2)

x−8

(x, u)

)
+

∫

x∈[4,5]

∫

u∈[3−0.6x,3−0.55x]

2(6−x)(5u+3x−15)

x

(x, u)
+

∫

x∈[4,5]

∫

u∈[3−0.55x,3−0.5x]

5(x−6)(x+2u−6)

x

(x, u)
+

∫

x∈[5,6]

∫

u∈[0,1.5−0.25x]

2u

(x, u)
+

∫

x∈[5,6]

∫

u∈[1.5−0.25x,3−0.5x]

6− x− 2u

(x, u)

例 10. 论域 [2, 9] 上的一个二型模糊集合 ω7 的单位模糊集合 fx 定义为
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fx(u) =





2u, 若 x ∈ [2, 3], u ∈ [0, 0.1x− 0.2]
0.6x− 1.2, 若 x ∈ [2, 3], u ∈ [0.1x− 0.2, 0.4x− 0.8]
3(x− 2u− 2), 若 x ∈ [2, 3], u ∈ [0.4x− 0.8, 0.5x− 1]
x(10u + 9− 3x)

30− 5x
, 若 x ∈ [3, 4], u ∈ [0.3x− 0.9, 0.4x− 1.1]

0.2x, 若 x ∈ [3, 4], u ∈ [0.4x− 1.1, 0.4x− 0.8]
x(2u− x + 2)

2− x
, 若 x ∈ [3, 4], u ∈ [0.4x− 0.8, 0.5x− 1]

x(10u + 9− 3x)
30− 5x

, 若 x ∈ [4, 5], u ∈ [0.3x− 0.9, 0.2x− 0.3]

0.2x, 若 x ∈ [4, 5], u ∈ [0.2x− 0.3, 0.1x + 0.4]
2x(u− 1)

x− 6
, 若 x ∈ [4, 5], u ∈ [0.1x + 0.4, 1]

10u− 6, 若 x ∈ [5, 6], u ∈ [0.6, 0.7]
1, 若 x ∈ [5, 6], u ∈ [0.7, 0.9]
10(1− u), 若 x ∈ [5, 6], u ∈ [0.9, 1]
(11− x)(10u + 3x− 24)

5x− 25
, 若 x ∈ [6, 7], u ∈ [2.4− 0.3x, 1.9− 0.2x]

2.2− 0.2x, 若 x ∈ [6, 7], u ∈ [1.9− 0.2x, 1.5− 0.1x]
2(x− 11)(u− 1)

x− 5
, 若 x ∈ [6, 7], u ∈ [1.5− 0.1x, 1]

(11− x)(10u + 3x− 24)
45− 5x

, 若 x ∈ [7, 8], u ∈ [2.4− 0.3x, 3.3− 0.4x]

2.2− 0.2x, 若 x ∈ [7, 8], u ∈ [3.3− 0.4x, 3.6− 0.4x]
(11− x)(2u + x− 9)

x− 9
, 若 x ∈ [7, 8], u ∈ [3.6− 0.4x, 4.5− 0.5x]

6u, 若 x ∈ [8, 9], u ∈ [0, 0.9− 0.1x]
5.4− 0.6x, 若 x ∈ [8, 9], u ∈ [0.9− 0.1x, 3.6− 0.4x]
3(9− x− 2u), 若 x ∈ [8, 9], u ∈ [3.6− 0.4x, 4.5− 0.5x]

fx(u) 的四个顶点所在曲线在底面的投影为

ã(x) =





0, 若 2 ≤ x ≤ 3
0.3x− 0.9, 若 3 < x ≤ 5
0.6, 若 5 < x ≤ 6
2.4− 0.3x, 若 6 < x ≤ 8
0, 若 8 < x ≤ 9

c̃(x) =





0.1x− 0.2, 若 2 < x ≤ 3
0.4x− 1.1, 若 3 < x ≤ 4
0.2x− 0.3, 若 4 < x ≤ 5
0.7, 若 5 < x ≤ 6
1.9− 0.2x, 若 6 < x ≤ 7
3.3− 0.4x, 若 7 < x ≤ 8
0.9− 0.1x, 若 8 < x ≤ 9

d̃(x) =





0.4x− 0.8, 若 2 ≤ x ≤ 4
0.1x + 0.4, 若 4 < x ≤ 5
0.9, 若 5 < x ≤ 6
1.5− 0.1x, 若 6 < x ≤ 7
3.6− 0.4x, 若 7 < x ≤ 9

b̃(x) =





0.5x− 1, 若 2 < x ≤ 4
1, 若 4 < x ≤ 7
4.5− 0.5x, 若 7 < x ≤ 9

这里, 0 ≤ a(x) ≤ c(x) ≤ d(x) ≤ b(x) ≤ 1, 且



7期 王飞跃等: 关于二型模糊集合的一些基本问题 1137

ω7 主隶属度定义为

Lx =





[0, 0.5x− 1], 若 2 < x ≤ 3
[0.3x− 0.9, 0.5x− 1], 若 3 < x ≤ 4
[0.3x− 0.9, 1], 若 4 < x ≤ 5
[0.6, 1], 若 5 < x ≤ 6
[2.4− 0.3x, 1], 若 6 < x ≤ 7
[2.4− 0.3x, 4.5− 0.5x], 若 7 < x ≤ 8
[0, 4.5− 0.5x], 若 8 < x ≤ 9

又因为 c̃(x), d̃(x) 将 CoS(ω7) 划分为三个一
级子区域: A1, A2, A3. CoS 划分法将每个子区

域 Ai, i = 1, 2, 3 划分为七个二级子区域 Aij, j =
1, · · · , 7. 则 A1, A2, A3 和 CoS(ω7) 可分别表示为
如下形式:

A1 =
7⋃

j=1

A1j =
⋃

x∈[2,4]

x× [0.4x− 0.8, 0.5x− 1]
⋃ ( ⋃

x∈[4,5]

x× [0.1x + 0.4, 1]

)⋃
[5, 6]× [0.9, 1]

⋃

( ⋃

x∈[6,7]

x× [1.5− 0.1x, 1]

)⋃ ( ⋃

x∈[7,9]

x× [3.6− 0.4x, 4.5− 0.5x]

)

A2 =
7⋃

j=1

A2j =
⋃

x∈[2,3]

x× [0.1x− 0.2, 0.4x− 0.8]
⋃ ( ⋃

x∈[3,4]

x× [0.4x− 1.1, 0.4x− 0.8]

)⋃

( ⋃

x∈[4,5]

x× [0.2x− 0.3, 0.1x + 0.4]

)⋃
[5, 6]× [0.7, 0.9]

⋃

( ⋃

x∈[6,7]

x× [1.9− 0.2x, 1.5− 0.1x]

)⋃ ( ⋃

x∈[7,8]

x× [3.3− 0.4x, 3.6− 0.4x]

)⋃

( ⋃

x∈[8,9]

x× [0.9− 0.1x, 3.6− 0.2x]

)

A3 =
7⋃

j=1

A3j =
⋃

x∈[2,3]

x× [0, 0.1x− 0.2]
⋃ ( ⋃

x∈[3,4]

x× [0.3x− 0.9, 0.4x− 1.1]

)⋃

( ⋃

x∈[4,5]

x× [0.3x− 0.9, 0.2x− 0.3]

)⋃
[5, 6]× [0.6, 0.7]

⋃

( ⋃

x∈[6,7]

x× [2.4− 0.3x, 1.9− 0.2x]

)⋃ ( ⋃

x∈[7,8]

x× [2.4− 0.3x, 3.3− 0.4x]

)⋃

( ⋃

x∈[8,9]

x× [0, 0.9− 0.1x]

)

CoS(ω7) =
⋃

x∈[2,9]

x× Lx =
⋃

x∈[2,3]

x× [0, 0.5x− 1]
⋃ ( ⋃

x∈[3,4]

x× [0.3x− 0.9, 0.5x− 1]

)⋃

( ⋃

x∈[4,5]

x× [0.3x− 0.9, 1]

)⋃ ( ⋃

x∈[5,6]

x× [0.6, 1]

)⋃ ( ⋃

x∈[6,7]

x× [2.4− 0.3x, 1]

)⋃

( ⋃

x∈[7,8]

x× [2.4− 0.3x, 4.5− 0.5x]

)⋃ ( ⋃

x∈[8,9]

x× [0, 4.5− 0.5x]

)
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则 ω7 表述为：

ω7 =
∫

x∈[2,3]

(∫

u∈[0,0.1x−0.2]

2u

(x, u)
+

∫

u∈[0.1x−0.2,0.4x−0.8]

0.6x− 1.2
(x, u)

+
∫

u∈[0.4x−0.8,0.5x−1]

3(x− 2u− 2)
(x, u)

)
+

∫

x∈[3,4]

(∫

u∈[0.3x−0.9,0.4x−1.1]

x(10u+9−3x)

30−5x

(x, u)
+

∫

u∈[0.4x−1.1,0.4x−0.8]

0.2x

(x, u)
+

∫

u∈[0.4x−0.8,0.5x−1]

x(2+2u−x)

2−x

(x, u)

)
+

∫

x∈[4,5]

(∫

u∈[0.3x−0.9,0.2x−0.3]

x(10u+9−3x)

30−5x

(x, u)
+

∫

u∈[0.2x−0.3,0.1x+0.4]

0.2x

(x, u)
+

∫

u∈[0.1x+0.4,1]

2x(1−u)

6−x

(x, u)

)
+

∫

x∈[5,6]

(∫

u∈[0.6,0.7]

10u− 6
(x, u)

+
∫

u∈[0.7,0.9]

1
(x, u)

+
∫

u∈[0.9,1]

10(1− u)
(x, u)

)
+

∫

x∈[6,7]

(∫

u∈[2.4−0.3x,1.9−0.2x]

(11−x)(10u+3x−24)

45−5x

(x, u)
+

∫

u∈[1.9−0.2x,1.5−0.1x]

2.2− 0.2x

(x, u)
+

∫

u∈[1.5−0.1x,1]

2(x−11)(u−1)

x−5

(x, u)

)
+

∫

x∈[7,8]

(∫

u∈[2.4−0.3x,3.3−0.4x]

(11−x)(10u+3x−24)

45−5x

(x, u)
+

∫

u∈[3.3−0.4x,3.6−0.4x]

2.2− 0.4x

(x, u)
+

∫

u∈[3.6−0.4x,4.5−0.5x]

(11−x)(2u+x−9)

x−9

(x, u)

)
+

∫

x∈[8,9]

(∫

u∈[0,0.9−0.1x]

6u

(x, u)
+

∫

u∈[0.9−0.1x,3.6−0.4x]

5.4− 0.6x

(x, u)
+

∫

u∈[3.6−0.4x,4.5−0.5x]

3(9− x− 2u)
(x, u)

)

例 11. ω10 是由例 8 中的 ω7 挖出一个洞得到

的一个二型模糊集合, 该洞在底面的投影为

c : (x− 5.5)2 + (u− 0.8)2 = (0.08)2 (A1)

明显, 该投影含于 A24 子区域, 用平行于 u-轴
的直线 x = 5.42 与 x = 5.58 将 A24 划分为 A241,
A242, A243, A244 四个三级子区域. 且

A244 = [5.58, 6]× [0.7, 0.9]

A243 = [5, 5.42]× [0.7, 0.9]

A242 =
⋃

x∈[5.42,5.58]

x×

[0.7, 0.8−
√

(0.08)2 − (x− 5.5)2]

A241 =
⋃

x∈[5.42,5.58]

x×

[0.8 +
√

(0.08)2 − (x− 5.5)2, 0.9]

A24 =
4⋃

i=1

A24i =
⋃ (

[5, 5.42]× [0.7, 0.9]

)⋃

( ⋃

x∈[5.42,5.58]

x×

[0.8 +
√

(0.08)2 − (x− 5.5)2, 0.9]

)⋃

(
[5.58, 6]× [0.7, 0.9]

)⋃ ( ⋃

x∈[5.42,5.58]

x×

[0.7, 0.8−
√

(0.08)2 − (x− 5.5)2]

)

将例 10 中的 A2 修改为

A2 =
7⋃

j=1

A2j =
⋃

x∈[2,3]

x× [0.1x− 0.2, 0.4x− 0.8]
⋃

( ⋃

x∈[3,4]

x× [0.4x− 1.1, 0.4x− 0.8]

)⋃

( ⋃

x∈[4,5]

x× [0.2x− 0.3, 0.1x + 0.4]

)⋃



7期 王飞跃等: 关于二型模糊集合的一些基本问题 1139

( ⋃

x∈[5.42,5.58]

x× [0.8+

√
0.082 − (x− 5.5)2, 0.9]

)⋃

([5, 5.42]× [0.7, 0.9])
⋃

([5.58, 6]× [0.7, 0.9])
⋃ ( ⋃

x∈[5.42,5.58]

x×

[0.7, 0.8−
√

(0.08)2 − (x− 5.5)2]

)⋃

( ⋃

x∈[6,7]

x× [1.9− 0.2x, 1.5− 0.1x]

)⋃

( ⋃

x∈[7,8]

x× [3.3− 0.4x, 3.6− 0.4x]

)⋃

( ⋃

x∈[8,9]

x× [0.9− 0.1x, 3.6− 0.4x]

)

将例 10 中的 ω7 的单位模糊集合 fx(u) 中的

若 x ∈ [5, 6], u ∈ [0.7, 0.9] (A2)

修改成如下形式

若 (x, u) ∈
4⋃

i=1

A24i (A3)

则得到 ω10 的单位模糊集合.
对应地, 将例 10 中的 CoS(ω7) 修改为

CoS(ω10) =
⋃

x∈[2,9]

x× Lx =
⋃

x∈[2,3]

x× [0, 0.5x− 1]
⋃ ( ⋃

x∈[3,4]

x× [0.3x− 0.9, 0.5x− 1]

)⋃

( ⋃

x∈[4,5]

x× [0.3x− 0.9, 1]

)⋃ ( ⋃

x∈[8,9]

x× [0, 4.5− 0.5x]

)⋃
([5, 5.42]× [0.7, 0.9])

⋃

([5.58, 6]× [0.7, 0.9])
⋃ ( ⋃

x∈[5.42,5.58]

x× [0.8 +
√

(0.08)2 − (x− 5.5)2, 0.9]

)⋃

( ⋃

x∈[5.42,5.58]

x× [0.7, 0.8−
√

(0.08)2 − (x− 5.5)2]

)⋃

( ⋃

x∈[6,7]

x× [2.4− 0.3x, 4.5− 0.5x]

)⋃ ( ⋃

x∈[7,8]

x× [2.4− 0.3x, 4.5− 0.5x]

)

则二型模糊集合 ω10 的表达式为

ω10 =
∫

x∈[2,3]

(∫

u∈[0,0.1x−0.2]

2u

(x, u)
+

∫

u∈[0.1x−0.2,0.4x−0.8]

0.6x− 1.2
(x, u)

+

∫

u∈[0.4x−0.8,0.5x−1]

3(x− 2u− 2)
(x, u)

)
+

∫

x∈[3,4]

(∫

u∈[0.3x−0.9,0.4x−1.1]

x(10u+9−3x)

30−5x

(x, u)
+

∫

u∈[0.4x−1.1,0.4x−0.8]

0.2x

(x, u)
+

∫

u∈[0.4x−0.8,0.5x−1]

x(x+2−2u)

2−x

(x, u)

)
+

∫

x∈[4,5]

(∫

u∈[0.3x−0.9,0.2x−0.3]

x(10u+9−3x)

30−5x

(x, u)
+

∫

u∈[0.2x−0.3,0.1x+0.4]

0.2x

(x, u)
+

∫

u∈[0.1x+0.4,1]

2x(u−1)

6−x

(x, u)

)
+

∫

x∈[5,6]

(∫

u∈[0.6,0.7]

10u− 6
(x, u)

+
∫

u∈[0.9,1]

10(1− u)
(x, u)

)
+

(∫

x∈[5,5.42]

+
∫

x∈[5.58,6]

)∫

u∈[0.7,0.9]

1
(x, u)

+
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∫

x∈[5.42,5.58]

(∫

u∈[0.8+
√

(0.8)2−(x−5.5)2,0.9]

+
∫

u∈[0.7,0.8−
√

(0.8)2−(x−5.5)2]

)
1

(x, u)
+

∫

x∈[6,7]

(∫

u∈[2.4−0.3x,1.9−0.2x]

(11−x)(10u+3x−24)

45−5x

(x, u)
+

∫

u∈[1.9−0.2x,1.5−0.1x]

2.2− 0.2x

(x, u)
+

∫

u∈[1.5−0.1x,1]

2(x−11)(u−1)

x−5

(x, u)

)
+

∫

x∈[7,8]

(∫

u∈[2.4−0.3x,3.3−0.4x]

(11−x)(10u+3x−24)

45−5x

(x, u)
+

∫

u∈[3.3−0.4x,3.6−0.4x]

2.2− 0.4x

(x, u)
+

∫

u∈[3.6−0.4x,4.5−0.5x]

(11−x)(2u+x−9)

x−9

(x, u)

)
+

∫

x∈[8,9]

(∫

u∈[0,0.9−0.1x]

6u

(x, u)
+

∫

u∈[0.9−0.1x,3.6−0.4x]

5.4− 0.6x

(x, u)
+

∫

u∈[3.6−0.4x,4.5−0.5x]

3(9− x− 2u)
(x, u)

)
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