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具有学习特点的控制器设计算法

尚 婷 1 钱富才 1, 2 张晓艳 1 谢 国 1

摘 要 对于普遍存在的具有未知参数的随机最优控制问题, 本文提出了一种具有学习特点的控制器设计算法. 该算法用

Kalman 滤波估计系统的未知参数, 在滚动优化机制下用动态规划获取控制增益, 为了赋予控制器的学习特点, 在 LQG 控制

律中附加使下一时刻估计方差最小的学习控制分量. 仿真结果表明了算法的有效性.
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Abstract A new controller design algorithm with learning characteristic is proposed for the ubiquitous stochastic optimal

control problem with unknown parameters. This algorithm estimates system unknown parameters by Kalman filter and

obtains control gains by dynamic programming and continuous rolling optimization mechanism. In order to endow the

controller with learning characteristics a learning control component which minimizes next moment estimated variance is

attached to the LQG control law. Simulation results show the effectiveness of the algorithm.
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半个多世纪以来, 理论界对于具有不确定性动
态系统研究的兴趣与日俱增, 因为在所有的实际控
制问题中几乎都存在着不同程度的不确定性, 这些
不确定性可能来自于外部扰动、子系统故障、参数

波动[1]. 一些控制对象, 例如飞行器, 其速度、高度、
环境噪声由于横跨高山、海洋、陆地以及飞行过程

中的一些不太致命的故障, 使得模型中的参数很难
确定[2], 还有一些系统, 即使元器件的参数能够精确
知道且系统模型的结构确定不变, 但由于建模简化、
近似、工作环境恶劣, 使得模型中的等效参数与实际
物理参数不存在确定的对应关系, 可能会以许多不
同的形式出现较大的变化或波动[3]. 因此, 对具有参
数不确定性的系统实施最优控制, 关键在于对不确
定性的数学描述和采用什么样的方法尽可能地消除
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不确定性对控制性能的影响.
解决不确定性问题的途径已经有几种常用的方

法. 理论与实践表明, 反馈能使闭环系统在一定程度
上对控制过程的扰动变得不灵敏, 因此, 可以通过设
计固定参数的控制器使得闭环系统对于过程的微弱

扰动具有不敏感性, 圆满解决了扰动较小的不确定
性系统的控制问题[4]. 另一种解决不确定性系统的
控制问题的方法就是采用鲁棒控制, 它能够解决有
较大范围的不确定性, 但往往有保守性[5]. 对于具有
未知参数的动态系统, 无疑自适应控制要优于鲁棒
控制, 因为在 Lyapunov 框架下对未知参数构造出
自适应学习律, 只要与控制策略有效结合, 能够使系
统全局稳定并能保证学习的收敛性, 克服了鲁棒控
制的保守性[6].
由于具有未知参数随机系统的最优控制问题或

决策问题在经济学领域与控制领域普遍存在, 长期
以来众多的学者在处理这类不确定性系统方面做出

了巨大的贡献. 其中最具影响力的研究之一就是对
偶控制[7−10]. 对偶控制的思想由来已久, 不确定性
与方差是两个被频繁提到的概念, 然而, 半个多世纪
以来, 如何更好地在控制与辨识这两个相互冲突的
目标之间进行折衷却依然悬而未决, 导致虽然用来
自系统的信息对未知参数的估计朝着真值方向不断

校正, 但所需时间一般较长, 难以保证闭环系统具备
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稳、准、快的性质.
本文模型化了在控制过程中参数的波动现象,

利用 Kalman 滤波对系统中的未知参数进行估计,
在滚动优化机制下利用动态规划求出了最优控制的

控制增益, 研究表明对于具有未知参数的 LQG 问
题, 强化控制器的学习作用必不可少, 因此, 本文在
LQG 控制律的基础上附加了使下一时刻参数估计
方差最小的学习控制分量, 仿真结果表明算法是有
效的. 与传统的自适应控制相比, 本文给出的控制
器设计方法对未知参数的学习时间不需要太长, 在
有限时间内能够快速估计出未知参数的真值, 并能
显著改善被控系统的瞬态性能, 使闭环系统具有稳、
准、快的品质.

1 问题描述

描述实际随机动态系统常用的数学模型主要有

离散时间受控自回归平移平均模型和随机状态空间

模型, 两种模型可以相互转化, 取时间变量为离散时
间主要是考虑到用控制律去控制实际系统绝大多数

都是通过工控机来实现的. 因此, 本文考虑具有如下
形式的完全信息不确定离散随机系统

x(k + 1) = a(k)x(k) + b(k)u(k) + w(k),

k = 0, 1, · · · , N − 1 (1)

式中, x(k) 是状态量, u(k) 是控制量, a(k) 和 b(k)
为系统模型参数, 本文假定它们是未知的; w(k) 为
高斯白噪声, 服从 N(0,Σw) 分布. 给定二次型性能
指标

J = E
{

xT(N)QNx(N)+

N−1∑
k=0

[
xT(k)Qx(k) + uT(k)Ru(k)

] |I0

}
(2)

其中, QN , Q 为非负定对称矩阵, R 为正定对称

阵, I0 为初始信息集合, 包含了初始状态和输出、初
始未知参数的信息, 即在初始时刻, 初始状态的均
值 x̂(0) 和方差 Px(0), 不确定参数的均值 θ̄ 和方差

P(θ)(0), 所有这些信息均可视为已知的.
本文要解决的控制问题是: 寻求控制序列

{u∗(k)} (k = 0, 1, · · · , N − 1), 使动态系统 (1) 关
于性能指标 (2) 最小.
该模型形式具有广泛的应用范围, 许多经济学

模型、金融工程模型其状态变量是已知, 且大多数模
型与该模型类似, 或为在此基础上的变形.

2 控制器设计

由于不确定参数的存在, 使得单纯使用基于 “最

优性原理” 的动态规划对于求解上述问题显得无能
为力. 通过对对偶问题的研究, 许多学者提出了一
些次优对偶控制方法[11−14], 其核心都在于如何更好
的将控制与辨识相结合, 并在两者之间实现最佳平
衡或者折衷. 研究表明, 要实现更好的控制, 仅获取
原问题的一步或两步控制解有其局限性, 设计出的
控制器有 “近视” 性缺点. 为了更好地对原系统进
行控制优化和辨识, 关键在于如何充分利用原系统
提供的信息, 也就是在利用新息对原系统参数进行
估计的同时, 要把估计误差信息充分地运用到对未
来控制的求解之中, 实现 “滚动” 优化, 以便获得满
意控制性能. 毫无疑问, 对于本文建立的系统模型,
Kalman 滤波是在滚动优化过程中对未知参数进行
估计的有力工具.
对于式 (1) 和式 (2) 描述的控制问题, 为能使用

Kalman 滤波方法, 类似 CARMA 模型, 在 k 时刻

定义新的状态向量 θ 和回归向量 Φ 分别为

θ(k) = [a(k), b(k)]T (3)

Φ(k) = [x(k), u(k)] (4)

则系统模型 (1) 可等价变为

x(k + 1) = Φ(k)θ(k) + w(k) (5)

不确定参数 θ 与系统的各个环节相关的连接机

理、元器件或者组织管理、统计监测部门密切相关,
即使系统中各元件的物理参数精确已知, 由于各环
节之间的耦合, 这些精确的 “元器件” 参数确定出来
的模型参数 θ 也不能描述系统的真实行为, 因此, 需
要实时的辨识或者估计模型的等效参数. 为此, 建立
参数动态模型

θ(k + 1) = θ(k) + v(k) (6)

其中, v(k) 为与过程噪声 w(k) 独立的高斯白噪声,
服从 N(0,Σv) 分布. 模型 (6) 表明, 系统在运行过程
中, 模型参数会在一个标称值附近波动, 波动的大小
就是噪声 v(k) 的方差. 一个极端情况就是参数 θ 为

未知常数, 即后一时刻的 θ 值与前一时刻的值始终

相同, 在模型 (6) 中仅需要取 Σv = 0 即可. 总之, 这
里未知参数 θ 的模型可以根据实际情况, 建立成许
多有用的方式.
将模型 (5) 与模型 (6) 联立, 可以得到反映系统

状态与参数演化的动态描述

θ(k + 1) = θ(k) + v(k) (7)

x(k + 1) = Φ(k)θ(k) + w(k) (8)

定义 θ̂(k|k) 为 k 时刻用状态信息对未知参数的

估计, 则通过卡尔曼滤波方程, 可以得到未知参数的
条件均值和方差为
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θ̂(k) = θ̂(k − 1) + K(k)e(k) (9)

K(k) = P (k|k − 1)Φ(k)[ΦT(k)P (k|k − 1)×
Φ(k) + Σw]−1 (10)

P (k|k − 1) = P (k − 1) + Σv (11)

P (k) = [I −K(k)ΦT(k)]P (k|k − 1),

k = 0, 1, · · · , N − 1 (12)

其中, e(k) = x(k)− Φ(k)θ̂(k|k − 1) 即为新息.
估计优劣可以直接由测量方程来确定, 即,

Σx(k + 1) = E{[x(k + 1)− x̂(k + 1)]×
[x(k + 1)− x̂(k + 1)]T} =

E{[Φ(k)θ(k) + w(k)− Φ(k)θ̂(k)]×
[Φ(k)θ(k) + w(k)− Φ(k)θ̂(k)]T =

E{[Φ(k)θ̃(k) + w(k)]×
[Φ(k)θ̃(k) + w(k)]T =

Φ(k)P (k)ΦT(k) + Σw (13)

根据Kalman滤波中估计误差 P (k)的定义,对
其进行分块

P (k) =

(
Paa(k) Pab(k)
Pab(k) Pbb(k)

)
(14)

将上述分块矩阵代入式 (13), 限制状态变量与
输入变量为标量, 得到

Σx(k + 1) = Pbb(k)u2(k) + 2Pab(k)u(k)x(k)+

Paa(k)x2(k) + Σw (15)

从式 (15) 可以看出, 当前控制与下一步参数估
计的误差矩阵 Σx(k +1) 存在直接关系, 可以选择控
制 u(k) 使 Σx(k + 1) 极小. 为此, 令 dΣx(k+1)

du(k)
= 0,

可得最优估计控制

u∗l (k) = −Pab(k)
Pbb(k)

x(k) (16)

显然, 上述控制 u∗l (k) 能使未来一步估计方差
最小, 因此, 这样的控制有学习性质. 然而, 本文
欲解决的控制问题主要目的是让二次性能指标最

小, 可以设想在最优控制律上以某种权系数 α 叠加

u∗l (k) 就能赋予控制器的学习性质.
对于模型 (1) 中的未知参数 a(k) 和 b(k), 利用

上面的 Kalman 滤波可以得到它们的估计值 â(k|k)
和 b̂(k|k). 然而, 利用性能指标 (3) 计算系统在当
前时刻的最优控制时, 由于性能指标具有二次和的
可分性质, 可以根据动态规划从最后一个阶段 N 向

当前阶段 k 反向后退, 这必然用到 k 时刻以后未知

参数的值, 为此, 作以下假定: 对于 t ≥ k, a(t) =
â(k|k) 和 b(t) = b̂(k|k), 即未来时刻系统模型中的
未知参数都用当前时刻的估计值取代. 这样, 依据
“确定性等价原理”, 按照一般的动态规划计算方法,
求解贝尔曼泛函方程, 可以得到对应的最优控制策
略为

u∗c(k) = −L(k)x(k) (17)

L(k) = D−1(k)b̂TS(k + 1)â (18)

D(k) = b̂TS(k + 1)b̂ + R (19)

S(k) = âTS(k + 1)â + Q− LT(k)D(k)L(k) (20)

S(N) = QN (21)

其中, â 和 b̂ 表示 k 时刻对原系统参数 a 和 b 的估

计, 可由 Kalman 滤波 (9) 来确定, 为书写方便, 在
参数估计 â 和 b̂ 中, 省略了时间 k, 这样就完整地
实现了参数估计与控制目标的优化结合. 如上得到
的最优控制序列是基于 “确定性等价原理” 和 “分离
性原理”, LQG 理论表明, 当模型中参数已知时, 分
离性原理成立, 当模型参数未知时, 分离性原理不成
立. 本文在分离性原理不成立的条件下, 人为地强迫
其成立, 因此, 获得的控制为次优控制. 另外, 用动
态规划反向后退所得到的最优控制序列为 {u∗(k),
u∗(k + 1), · · · , u∗(N − 1)}. 我们用第 1 个 u∗(k) 对
系统实施控制, 获得新的状态信息 x(k + 1), 用新
的状态信息通过 Kalman 滤波可以估计出新的参数
â(k + 1|k + 1), b̂(k + 1|k + 1), 再将未来的参数固定
在当前估计值上, 通过动态规划求出新的控制序列,
这是一个 “滚动” 优化过程.

为了使实际施加于系统的控制既有控制功能又

有学习性质, 采用控制

u∗(k) = u∗c(k) + αu∗l (k) (22)

其中, α ∈ (0,+∞) 为学习因子, 它的大小反映了控
制目标与学习目标间的权衡, α 越大, 对学习要求越
高, 反之亦然. 由式 (22) 给出的控制序列 u∗(k)N−1

k=0 ,
由于包含第二部分学习项, 因此, 称该控制为学习控
制.
学习控制是一个 “滚动优化” 过程, 在用动态的

求解多阶段贝尔曼泛函方程时, 把滤波得到的最新
参数运用到控制量的求解当中, 尽可能地利用了探
测过程中所得到的最新的信息, 因而具有较好的控
制效果.
学习控制具有如下两个性质.
性质 1. 对于本文描述的控制问题, 控制器与滤

波器之间的分离性不再成立.
本文描述的控制问题由二次型性能指标 (2)、状

态方程 (7)和测量方程 (8)组成. 由于模型中含有未
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知参数, 因此, 在控制器设计时需对它们用 Kalman
滤波 (9)∼ (12) 进行估计, 估计精度可用估计方差
矩阵 P (k) 的迹或者行列式值或者其他与之相关的
指标来度量. 将式 (10) 代入式 (12), 并对式 (12) 的
两边取行列式, 则有

|P (k)| = |[I −K(k)Φ(k)]P (k|k − 1)| =∣∣∣∣I −
P (k|k − 1)ΦT(k)Φ(k)

Φ(k)P (k|k − 1)ΦT(k) + Σw

∣∣∣∣×

|P (k|k − 1)| =∣∣∣∣1−
Φ(k)P (k|k − 1)ΦT(k)

Φ(k)P (k|k − 1)ΦT(k) + Σw

∣∣∣∣×

|P (k|k − 1)| =
|P (k|k − 1)|Σw

Φ(k)P (k|k − 1)ΦT(k) + Σw

=

|P (k|k − 1)|Σw

Paax2(k) + 2Pabx(k)u(k) + Pbbu2(k) + Σw

(23)

其中, 第 3 个等号用到了行列式的性质 |I − AB| =
|I −BA| (A, B 为同阶方阵), 最后一个等号用到了
P (k|k− 1), 与式 (14) 完全相同的分块方式, 为书写
方便省去了时间变量.

由式 (23) 可以看出, 未知参数估计的方差矩阵
P (k) 中明显地含有控制 u(k), 因此, 控制 u(k) 不仅
对目标有控制作用, 对于未知参数的估计精度也有
影响, 表明控制器与滤波器之间不具有分离性质.
显然, 对估计来说, u(k) 越大, |P (k)| 越小, 估

计精度越高; 而对二次型控制目标 (2) 来说, u(k) 越
大, 目标函数越大, 这与目标函数的极小意义相冲
突. 另外, 在动态规划的使用中, 从最后一项开始,
倒退递推至首项, 控制目标与估计目标中皆有 u(k),
且在 |P (k)| 中 u(k) 以二次形式出现于分母, 动态规
划每一阶段的 cost-to-go 无法求出解析解, 即使开
始阶段有解析解, 在动态规划的倒退过程中每一阶
段的 cost-to-go 都有非线性的 |P (k)| 的复合加上期
望算子的积分的复合, 使得 cost-to-go 即使是求数
值解, 也显得极为困难. 本文的学习算法避免了这一
困难.
性质 2. 在学习控制中学习因子 α ∈ (0, f ], f

是一个常数.
学习程度的 “好”、“坏”与Kalman滤波的方差

矩阵有关, 也与 “新息” e(k) 有关, 事实上, 可以导
出新息 e(k) 平方的均值为

E{e2(k)} = E{[x(k + 1)− Φ(k)θ̂(k|k − 1)]2} =

E{[Φ(k)θ(k) + w(k)− Φ(k)θ̂(k|k − 1)]2} =

E{[Φ(k)θ̃(k|k − 1) + w(k)]2} =

Φ(k)P (k|k − 1)ΦT(k) + Σw (24)

根据式 (23), 可得

|P (k)| = |P (k|k − 1)|Σw

E{e2(k)} (25)

因此, 学习控制算法在 N 个阶段的控制问题的

每一阶段附加了学习控制, 该策略可以近似地模型
化为如下优化问题:

min
u(k)

Jk =

第 1 项︷ ︸︸ ︷
Qx2(k) + Ru2(k)−α

第 2 项︷ ︸︸ ︷
E{e2(k)} (26)

其中, 第 1 项为控制目标, 第 2 项为学习目标.
将式 (24) 代入式 (26), 并利用矩阵的分块形式

(14), 可得

Jk = Qx2(k) + Ru2(k)− α[Paax
2(k)+

2Pabx(k)u(k) + Pbbu
2(k) + Σw] =

[R− αPbb]u2(k)− 2αPabx(k)u(k)+

[Q− αPaa]x2(k)− αΣw

显然, 要获得上式关于 u(k) 的最小值, 二次项
前面的系数应该大于零, 即,

R− αPbb ≥ 0 (27)

当控制器在每个阶段获得信息后都要对未知参

数进行估计, 累计对系统实施 N − 1 步控制, 因此,
式 (27) 共有 N − 1 个 Pbb, 在有限个 Pbb(k) 中, 选
最大值, 即可得到使全体不等式成立的 α 的上界 f .

3 滚动学习控制算法

图 1 为滚动学习控制算法框图.

图 1 滚动学习控制算法原理

Fig. 1 Control algorithm principle of rolling learning

用滚动优化求出的控制序列是一种次优序列.
原因为: 1) 对于具有未知参数的 LQG 问题, 强迫分
离性成立; 2) 在动态规划实施过程中未来参数固定
在当前的估计值上; 3) 计算最优控制时虽然没有忽
略参数估计误差, 但学习控制是人为的附加于 LQG
控制.
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滚动优化算法工作过程为: 在初始时刻 0, 固
定模型中的等效参数 a(θ) 和 b(θ) 为其初值 â(0)
和 b̂(0), 该参数已知的动态系统与二次性能指标构
成一个 LQG 问题, 用动态规划求出最优控制序列
u∗(0), u∗(1), · · · , u∗(N−1),将第一个控制 u∗(0)施
加于系统, 得到系统的当前状态 x(1), 用该信息进
行 Kalman 滤波, 得到新的参数值 θ̂(1), 即 â(1) 与
b̂(1), 再将模型中的等效参数 a(θ) 和 b(θ) 固定于
â(1) 与 b̂(1). 重复上述过程, 可以对系统实施滚动
控制. 算法具体实施步骤如下:
初始化. 置 k = 0.
步骤 1. 用 Kalman 滤波式 (9) 和式 (10) 对未

知参数 θ 进行估计.
步骤 2. 用式 (17)∼ (21) 求出使性能指标 J 最

小的控制 {u∗c(i)}N−1
i=k .

步骤 3. 用式 (16) 求出学习控制 u∗l (k).
步骤 4. 用式 (22) 求出施加于实际系统的控制

u∗(k).
步骤 5. 判断 k = N − 1 是否成立, 如果成立,

结束; 否则, 返回步骤 1.

4 仿真分析

考虑如下不确定离散随机系统

x(k + 1) = a(θ)x(k) + b(θ)u(k) + w(k) (28)

假定状态的初始条件为 x(0) = 0.5, 不确定性
参数 a 和 b 为未知常数, 它们的标称值为 ā = 0.8, b̄

= 0.5, w(k) ∼ N(0, 0.4).
系统在运行的过程中, 模型参数在标称值附近

波动, 波动的方差 Rna = 0.06, Rnb = 0.04, 两者独
立变化, 互不相关, 则模型 (7) 中的噪声 v(k) 服从
的高斯分布为 N(0,Σv), Σv = diag{Rna, Rnb}.

性能指标

J = E

{
QNx2(N) +

N−1∑
k=0

[
Qx2(k) + Ru2(k)

]
}

(29)

其中, N = 50, QN = Q = R = 1.
如果在系统模型中取参数 a 和 b 为它们的标称

值, 即控制过程中完全忽略参数的波动, 由于模型参
数已知, 用动态规划可以求出最优控制

ū(k) = −L̄(k)x(k) (30)

L̄(k) = D̄−1(k)b̄TS̄(k + 1)ā (31)

D̄(k) = b̄TS̄(k + 1)b̄ + R (32)

S̄(k) = āTS̄(k + 1)ā + Q− L̄T(k)D̄(k)L̄(k) (33)

S̄(N) = QN (34)

上面导出的控制序列 ū(k)N−1
k=0 , 由于将本来有

波动的模型参数固定于标称值, 因此称其为标称控
制, 标称控制是依据已知参数确定的控制律, 它的
工作过程不需要滚动. 在学习控制 (22) 中, 如果令
学习因子 α = 0, 则对应的控制序列 {u∗c(k)}N−1

k=0 称

为非学习控制, 在滚动学习控制中 α = 0.58. 对于
该系统用三种控制策略进行控制, 在 100 次 Monte
Carlo 仿真后, 性能指标的值如表 1 所示.

表 1 不同控制下的Monte Carlo 仿真性能指标比较

滚动学习控制 非学习控制 标称控制

　150.8072 208.7341 220.9545

表 1 表明, 非学习控制与标称控制性能指标相
差不大, 也就是说系统模型中如果存在参数随机波
动, 仅采用 Kalman 滤波对参数估计, 控制效果并不
显著, 而滚动学习控制的性能指标明显优于其他两
个, 显示了学习的重要性.
模型中参数由于受到噪声影响而随机波动, 因

此, 在每一时刻 k 参数 a 和 b 都是变化的, 不太容
易看出控制器的学习效果. 下面假定模型参数 a 和

b 未知, 但为常数. 图 2 和图 3 给出了控制时段内
Kalman 滤波对参数的估计过程, 图中的实线与虚
线分别为参数的估计值和真值, 可以看出估计值在
不断的逼近真值.

图 2 a 的估计过程

Fig. 2 The estimation process of a

图 3 b 的估计过程

Fig. 3 The estimation process of b
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5 结论

本文针对含有不确定参数的随机系统提出了一

种滚动优化学习控制方法. 控制器既有控制功能又
有学习功能, 但两者是冲突的, 它们之间的权重可由
学习因子来实现, 然而, 本文中的学习因子是固定
的, 能不能在控制的开始一段时间内取大点, 加强
学习力度, 当控制器学习出真值后, 学习因子自动消
失, 即最优学习因子的确定是未来需要解决的问题;
本文采用滚动优化, 计算量小, 为控制的实施带来了
方便, 但导致了次优策略, 能否得到最优控制, 还有
待研究; 本文的研究结果表明, 对于具有未知参数的
最优控制问题, 强化控制器的学习必不可少, 虽然控
制能量的一部分被分配至学习, 降低了控制性能, 但
是, 这部分代价不可避免.
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