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基于分数阶微分的TV-L1光流模型的图像配准方法研究

张桂梅 1 孙晓旭 1 刘建新 2 储 珺 1

摘 要 图像的非刚性配准在计算机视觉和医学图像分析中有着重要的作用. TV-L1 (全变分 L1 范数、Total variation-L1)

光流模型是解决非刚性配准问题的有效方法, 但 TV-L1 光流模型的正则项是一阶导数, 会导致纹理特征等具有弱导数性质的

信息模糊. 针对该问题, 将 G-L (Grünwald-Letnikov) 分数阶引入 TV-L1 光流模型, 提出基于 G-L 分数阶微分的 TV-L1 光

流模型, 并应用原始 –对偶算法求解该模型. 新的模型用 G-L 分数阶微分代替正则项中的一阶导数, 由于分数阶微分比整数阶

微分具有更好的细节描述能力, 并能有效地、非线性地保留具有弱导数性质的纹理特征, 从而提高图像的配准精度. 另外, 通过

实验给出了配准精度与 G-L 分数阶模板参数之间的关系, 从而为模板最佳参数的选取提供了依据. 尽管不同类型的图像其最

佳参数是不同的, 但是其最佳配准阶次一般在 1 ∼ 2 之间. 理论分析和实验结果均表明, 提出的新模型能够有效地提高图像配

准的精度, 适合于包含较多弱纹理和弱边缘信息的医学图像配准, 该模型是 TV-L1 光流模型的重要延伸和推广.
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Abstract In computer vision and medical image analysis, non-rigid image registration is a challenging task. TV-L1

(Total variation-L1) optical flow model has been proved to be an effective method in the field of non-rigid image registration.

It can solve the problem of fuzzy edge caused by smooth displacement fields of Horn-Schunck, but its first-order derivative

in regularization term leads to fuzzy texture information with weak derivative property. Aiming at the problem, this

paper introduces G-L (Grünwald-Letnikov) fractional differentiation to TV-L1 optical flow model, and proposes a new

TV-L1 optical flow model based on fractional differentiation, and then finds the solution of the model using primal-dual

algorithm. In this paper we use Grünwald-Letnikov fractional order differential instead of the first-order derivative in the

regularization term for its better ability of detail description than first-order′s. Then we purposefully control to retain

or inhibit the texture information with weak derivative nature, thus improving the registration accuracy. Experimental

results show that the proposed method has a better registration accuracy in registration of texture information with weak

derivative, and that it can be considered an important extension and generalization of TV-L1 optical flow modes.
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分数阶微积分理论在图像处理中的应用在最近

几年才引起学者的关注, 越来越多的学者把分数阶
微积分应用到图像处理中, 并在图像去噪、图像增
强、小波变换、图像奇异性特征提取、图像融合、图

像分割、图像边缘提取等方面取得了一些初步成果.
文献 [1] 认为分数阶微分算子选择合适的阶次, 在增
强图像的过程中可以大幅提升边缘和纹理细节, 并
且可以非线性保留图像平滑区域的纹理信息. 文献
[2] 利用分数阶微分阶次在 (0, 1) 区间时, 具有弱导
数的性质, 利用分数阶微分算子对含弱噪声的图像
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进行边缘检测, 成功解决了整数阶梯度算子对噪声
敏感的问题, 避免了噪声的影响, 准确检测噪声图像
的边缘. 文献 [3] 将分数阶积分理论引入图像去噪,
构造分数阶积分模板对图像进行滤波去噪, 该方法
能够在提高峰值信噪比的同时更好地保留图像边缘

和纹理信息. 文献 [4] 将分数阶微积分引入奇异值分
解用于人脸识别, 该方法在人脸变化剧烈时相对于
传统方法具有更好的分类效果. 文献 [5] 将分数阶微
分引入全变分模型用于图像修复领域, 该方法对空
域和频域损坏的图像, 特别是对图像细节信息的修
复, 都具有更好的修复效果, 在提高视觉效果的同时
还提高了峰值信噪比. 文献 [6] 将分数阶微分引入图
像分割领域, 提出一种具有分数阶次拟合项的活动
轮廓模型, 分数阶拟合项能够更加准确地描述图像,
并且对噪声具有鲁棒性, 该方法对噪声图像、医学图
像和红外图像都有很好分割效果. 受以上文献启发,
分数阶微积分能够非线性地增强或者保留图像的纹

理细节信息, 本文将分数阶微积分引入图像配准领
域.

图像配准是图像处理的一个基本问题, 用于将
不同时间、不同传感器、不同视角及不同拍摄条件

下获取的两幅或者多幅进行匹配, 目的是寻求一种
空间变换, 使一幅图像与另一幅图像上的对应点达
到空间上的一致, 用以纠正图像的形变. 图像配准是
近年来图像处理领域的研究方向之一, 在遥感图像
处理、医学图像分析, 计算机视觉等领域有着广泛的
应用. 图像配准的方法根据待配准目标的类型可以
将其分为刚性配准和非刚性配准. 刚性配准只适用
于不存在变形的配准, 但现实生活中大多数形变是
非刚性的, 如在医学图像处理领域, 大多数情况下,
人体组织的形变是非刚性的, 因而非刚性配准更具
有重要研究意义[7−9]. 目前最著名的非刚性配准是
基于光流场模型的 Demons 算法[7−9]. 其将图像的
配准过程可以看作从源图像流动到目标图像的过程,
即配准所求解的位移场可以看作光流场模型求解的

速度场, 因此可以通过求解光流场进行图像配准. 如
文献 [10] 提出基于光流场理论的 Demons 算法, 其
思想是将配准看作浮动图像像素点在参考图像灰度

梯度驱动下向参考图像移动的过程, 文献 [11] 在经
典 Demons 算法基础上提出了主动 Demons 算法,
该算法利用参考图像和浮动图像的灰度梯度作为共

同驱动力驱动像素点向对方对应像素点移动, 配准
精度有所提高, 但该类算法在图像灰度均匀及弱纹
理区域配准精度较低, 优化易陷入局部最小从而导
致配准速度缓慢. 文献 [12] 将 Horn-Schunck (H-S)
光流场模型引入图像配准, 由于 Horn-Schunck 模
型采用的光滑性约束无法保持图像的不连续性, 而
在医学图像配准中, 允许位移场的不连续性是必要

的, 如呼吸运动, 膈膜产生严重变形, 而肋骨仍然是
刚性形变, 这时光滑位移场就不足以适用这种复杂
的运动. 另外, Horn-Schunck 模型的二次数据项对
亮度异常值不具有足够的鲁棒性. 针对上述缺点,
Pock 等[13] 提出了基于变分方法的 TV-L1 (Total
variation-L1) 光流模型, 该模型能够保持图像的不
连续性, 即在图像演化过程中可以有效保持图像的
边缘等特征信息, 而且数据项采用光流的 L1 范数

增强了配准的鲁棒性. 文献 [14] 则具体描述了文献
[13] 方法的实现过程. 文献 [15] 应用可变形配准方
法得到比刚性配准、快速 Demons 配准和快速自由
形状配准算法等更准确的效果. 但是文献 [13−15]
对具有弱导数性质的纹理特征等信息的保持仍然不

够理想.
虽然 TV-L1 模型相对 H-S 模型有了很大提升,

能够在扩散过程中保持边缘信息, 但对具有弱导数
性质的纹理细节等信息的保持仍不够理想, 并且在
模型最小化过程中造成计算上的困难, 主要原因是
正则项和数据项在零点处都不可微, 一个有效的方
法是在零点处增加了一个极小值, 然而新引入的项
会造成收敛很慢并且会模糊位移场. 本文的研究对
象主要为存在弱边缘和弱纹理等特征的图像, 如医
学图像, 在成像过程中由于受到电磁环境, 成像设
备, 以及人体结构的差异等客观因素的影响, 会造成
图像存在弱纹理、弱边缘, 所以要求配准方法能较好
保持图像的边缘和纹理特征. 而分数阶微分算子具
有弱导数的性质, 通过合理选择其阶次, 可以达到保
持弱边缘和弱纹理的特性, 基于此, 本文尝试将 G-L
分数阶微分理论引入到 TV-L1 光流模型中, 用于图
像的非刚性配准, 以提高该模型的配准精度.

1 基本理论

1.1 Horn-Schunck (H-S)光流场模型[16]

假设图像上的像素点 (x, y) 在 t 时刻的灰度

值为 I(x, y, t), 经过较小的 ∆t 时刻后该点位置为

(x + ∆x, y + ∆y), 该点灰度值为 I(x + ∆x, y +
∆y, t + ∆t), 根据光流场的亮度恒定假设得到光流
约束方程[16]

∂I

∂x

dx

dt
+

∂I

∂y

dy

dt
+

∂I

∂t
= 0 (1)

即 Ixu + Iyv + It = 0, 其中 u(x, y, t) = dx
dt

= ∆x,
v(x, y, t) = dy

dt
= ∆y.

在图像配准中, 只取 ∆t 时刻前后的两帧图像,
UUU = (u, v)T 为求解的速度场矢量, 即配准要求解的
位移场矢量, 但是位移场矢量有两个变量, 而通过亮
度恒定假设只能得到一个约束方程, 不足以求解 x

和 y 方向的位移 u 和 v, 这就是光流场求解的病态
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问题. 因此要求解光流场模型还需对位移场矢量附
加另外的约束.

Horn 等创造性地在光流约束的基础上加上光
滑性约束, 该约束假设物体的运动速度在大多数情
况下是局部光滑的, 特别是目标在无形变的刚性运
动时, 各邻近像素点应具有相同的运动速度, 即相邻
点的速度变化率为 0, 因而将光流场的求解转化为能
量泛函极小值问题:

min
u,v

{
EH-S =

∫

Ω

(|∇u|2 + |∇v|2)dΩ+

λ

∫

Ω

(Ixu + Iyv + It)
2dΩ

} (2)

第一项为正则项, 惩罚光流场中大的变化以获得光
滑的速度场, 第二项为数据项, 即基本光流约束, 假
设对应点运动前后灰度值不变, λ 为正则化参数, 是
与正则项和数据项相关的一个权重参数.
由于 H-S 模型正则项采用光滑性约束, 导致无

法保持位移场的不连续性, 会在图像的演化过程中
产生严重模糊而丢失重要信息, 数据项采用二次项
惩罚偏差, 对处理亮度异常值不具有鲁棒性.

1.2 TV-L1 光流场模型

为了克服 Horn-Schunck 光流模型的缺点,
Pock[13] 等提出了基于变分方法的 TV-L1 光流模

型, 并且由于在实际问题中, 光流约束并不会一直成
立, 即图像亮度恒定假设对于很多真实图像并不适
用, 如在光照条件变化大, 图像亮度恒定假设存在较
大误差, Pock 等引入变量 w 对光流约束加以改进,
通过 w 对光照变化建模得到:

min
u,v,w

{
ETV−L1 =

∫

Ω

(|∇u|+ |∇v|+ |∇w|)dΩ+

λ

∫

Ω

|ρ(u, v, w)|dΩ

}

(3)

其中, ρ(u, v, w) = Ix(u−u0)+Iy(v−v0)+It +βw,

参数 β 为光照变化项权重因子, u0 和 v0 为已知

的位移场, 该模型用非二次正则项 |∇u| + |∇v| 替
换了 H-S 模型的正则项 |∇u|2 + |∇v|2, 并用 L1 范

数的数据项 |ρ(u, v, w)| 替换了 H-S 模型的数据项
(Ixu + Iyv + It)2. 虽然与 H-S 模型相比改动较小,
但是配准精度有了很大的提升. 首先全变分正则
项保持了位移场的不连续性, 在扩散过程中保护边
缘信息不被模糊, 这个替换后的正则项与与著名的
ROF (Rudin、Osher、Fatemi) 模型[17] 的正则项相

同, 而 ROF 模型在具有很好去噪效果的同时还能保

持边缘信息不被模糊, 正是因为采用了非二次正则
项. 其次, 数据项使用稳健的 L1 范数对亮度的变化

不及 H-S 模型敏感.
虽然 TV-L1 模型相对 H-S 模型有了很大提升,

能够在扩散过程中保持边缘信息, 但对具有弱导数
性质的纹理细节等信息的保持仍不够理想, 并且在
模型最小化过程中导致了计算上的困难, 主要原因
是正则项和数据项在零点处都不可微, 一个有效的

方法是用可微的

√
|∇u|2 + ε2 来近似替代 |∇u|, 然

而, 极小值 ε 会导致收敛很慢并且会模糊位移场. 本
文尝试将分数阶微分来代替 TV-L1 模型中的一阶

导数, 并采用文献 [18] 的方法来求解基于分数阶微
分的 TV-L1 光流场模型.

2 基于G-L分数阶微分的 TV-L1 光流场模

型

分数阶微积分在 17 世纪提出, 在 19 世纪得
到了迅速发展, 期间提出了许多关于分数阶微积分
的定义, 最著名的有 R-L (Riemann-Liouville) 定
义、G-L (Grünwald-Letnikov) 定义和 Caputo 定
义. 其中 G-L 和 R-L 定义在数值运算时可以转化
为卷积积分形式, 因此适用于信号处理领域, 而 Ca-
puto 定义适用于分数阶微分方程的初边值问题, 多
用于实际工程领域. 而 G-L 定义在计算时较 R-L 定
义更加准确, 因此我们从 G-L 定义出发推导出本文
算法所需要的分数阶微分算子, 对 TV-L1 算法进行

改进, 用于图像的非刚性配准.

2.1 离散分数阶微分算子

Grünwald-Letnikov 分数阶微分定义的离散形
式为[19]

∆αf(x) =
M−1∑
m=0

c(α)
m f(x−m) (4)

式中, f(x) 是实函数, c(α)
m = (−1)mcα

m 为广义二项

式系数, cα
m = Γ(α+1)

Γ(m+1)Γ(α−m+1)
, Γ(x) 为 Gamma 函

数, m 为正整数, m 值越大, 二项式系数值越趋于 0.
当 α = 1, m ≥ 2 时, cα

m = 0, 式 (4) 变为一阶差分,
即为传统梯度算子.

为简化起见, 所用图像尺寸均为 N ×N 二维矩

阵, 用 X 表示欧几里得空间 RN×N , 对于 X 中的任

意变量 u = (ui,j)N
i,j=1, v = (vi,j)N

i,j=1, 定义 X 中的

内积:

〈u, v〉X =
∑
i,j

ui,jvi,j (5)
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定义矢量空间 Y = X × X, 分数阶梯度算子 ∇αu

为矢量空间 Y 中的一个矢量:

∇αu = (∇α
1 u,∇α

2 u) (6)

其中

∇α
1 ui,j =

M−1∑
m=0

c(α)
m ui−m,j,∇α

2 ui,j =
M−1∑
m=0

c(α)
m ui,j−m

(7)
对于 Y 中任意的变量 p = (p1, p2), 分数阶散度

算子的离散形式为

(divαp)i,j =
M−1∑
m=0

c(α)
m p1

i+m,j +
M−1∑
m=0

c(α)
m p2

i,j+m (8)

定义 Y 中的内积:

〈p, q〉Y =
∑
i,j

p1
i,jq

1
i,j+p2

i,jq
2
i,j,

p = (p1, p2), q = (q1, q2) ∈ Y

(9)

容易得到式 (5) 和式 (9) 满足如下性质:

〈∇αu, p〉Y = −〈u, divαp〉X ,∀u ∈ X, p ∈ Y (10)

为方便计算, 本文根据 G-L 定义的分数阶导数在特
定离散情况下与某种卷积积分的离散化形式相同这

一个特点, 将分数阶导数转化为卷积积分的形式. 若
记卷积核函数为

vα(k) =

{
(−1)m

cα
m, m ≥ 0

0, m < 0
(11)

则式 (7) 可看作为式 (12) 的一个离散化近似,
{

vα ∗ u1 =
∫ +∞
−∞ vα(m)u(x−m)dm

vα ∗ u2 =
∫ +∞
−∞ vα(m)u(y −m)dm

(12)

式 (12) 可认为是 Grünwald-Letnikov 分数阶导数
的一种近似. 同理, 式 (10) 可看作如式 (13) 的相关
运算的离散化近似.

(divαp)i,j = vα ◦ p1 + vα ◦ p2 (13)

这样算法中涉及分数阶微分的运算便转化为卷

积与相关运算. 在具体计算时, 采用 4 个方向
的分数阶微分掩模算子 W1、W2 、W3、W4, 从

而可以控制图像的上下左右 4 个方向的扩散程
度, W1 如图 1 所示. 其中 C0 = 1, C1 = −α,
C2 = α(α−1)

2
, · · · , Cm = (−1)m Γ(α+1)

m!Γ(α−m+1)
. W1 是

沿 x 负方向的掩模算子, W2 ∼ W4 依次顺时针与 x

负方向夹角为 90◦、180◦、270◦.

图 1 分数阶微分模板

Fig. 1 Differential template

2.2 分数阶 TV-L1 光流场模型

本文将 G-L 分数阶微分引入 TV-L1 光流模型,
代替其中的一阶微分, 得到分数阶 TV-L1 光流场模

型 (Fractional TV-L1, 记为 FTV-L1):

min
u,v,w

{
EFTV−L1 =

∫

Ω

(|∇αu|+ |∇αv|+ |∇αw|)dΩ+

λ

∫

Ω

|ρ(u, v, w)|dΩ

}
(14)

将模型转化为离散形式得到:

min
u,v,w

{EFTV−L1 =‖∇αu‖1 + ‖∇αv‖1 + ‖∇αw‖1+

λ ‖ρ(u, v, w)‖1} (15)

其中

‖∇αu‖1 =
∫

Ω

|∇αu|dΩ =
∑
i,j

|∇αu|,

|∇αu| =
√

(∇α
1 u)2 + (∇α

2 u)2 (16)

‖∇αv‖1 =
∫

Ω

|∇αv|dΩ =
∑
i,j

|∇αv|,

|∇αv| =
√

(∇α
1 v)2 + (∇α

2 v)2 (17)

‖∇αw‖1 =
∫

Ω

|∇αw|dΩ =
∑
i,j

|∇αw|,

|∇αw| =
√

(∇α
1 w)2 + (∇α

2 w)2 (18)

参数α是个实数,当α = 1时,该分数阶TV-L1

光流场模型即可看作文献 [13]提出的一阶TV-L1光

流场模型, 所以分数阶 TV-L1 光流场模型实际上是

整数阶 TV-L1 光流场模型的一个扩展和延伸.

2.3 分数阶 TV-L1 模型的求解

文献 [18] 提出了有效且准确的一阶原始 –对偶
算法来求解变分问题, 且证明了以 O(1/N) 的速率
收敛. 本文应用文献 [18] 的方法求解本文提出的
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FTV-L1 光流场模型. 文献 [18] 的 TV-L1 光流模型

迭代方法如下: 对于一类问题的原始形式:

min
x∈X

F (Kx) + G(x) (19)

先变换为其的原始 –对偶形式, 再进行迭代, 得
到下式:

min
x∈X

max
y∈Y

〈Kx, y〉+ G(x)− F ∗(y) (20)

其中, F ∗ 为 F 的凸共轭.
步骤 1. 初始化: τ , σ > 0, x̄0 = x0.
步骤 2. 迭代更新 xn, yn, x̄n:

yn+1 = (I + σ∂F ∗)−1(yn + σKx̄n) (21)

xn+1 = (I + τ∂G)−1(xn − τK∗yn+1) (22)

x̄n+1 = 2xn+1 − xn (23)

分数阶 TV-L1 光流模型的离散形式为

min
u,v,w

{EFTV−L1 = ‖∇αu‖1 + ‖∇αv‖1 + ‖∇αw‖1+

λ ‖ρ(u, v, w)‖1} (24)

引入对偶变量 p, q, z ∈ Y , 则分数阶 TV-L1 模

型的原始 –对偶形式如下:

min
u,v,w∈X

max
p,q,z∈Y

〈∇αu, p〉Y + 〈∇αv, q〉Y +

〈∇αw, z〉Y + λ‖ρ(u, v, w)‖1 − δP (p)−
δQ(q)− δZ(z) (25)

根据式 (12) 的性质, 式 (25) 可变换为

min
u,v,w∈X

max
p,q,z∈Y

−〈u, divαp〉X − 〈v, divαq〉X−
〈w, divαz〉X + λ‖ρ(u, v, w)‖1 − δP (p)−
δQ(q)− δZ(z) (26)

其中, P , Q, Z 分别为变量 p, q, z 的凸集, 定义如
下:

P = {p ∈ Y : ‖p‖∞ ≤ 1}
Q = {q ∈ Y : ‖q‖∞ ≤ 1}
Z = {z ∈ Z : ‖z‖∞ ≤ 1}

(27)

式中, ‖·‖∞ 表示无穷范数: ‖p‖∞ = max
i,j

|pi,j|,

|pi,j| =
√(

p1
i,j

)2
+

(
p2

i,j

)2
对 ‖q‖∞ 和 ‖z‖∞ 同理

可得.
凸集 P , Q, Z 是 L2 球体内的点集, 式 (26) 中

函数 δP (p) 、δQ(q) 和 δZ(z) 分别为集合 P , Q, Z

的指示函数, 它们的表达式如下:

δP (p) =

{
0, p ∈ P

+∞, p 6∈ P

δQ(q) =

{
0, q ∈ Q

+∞, q 6∈ Q

δZ(z) =

{
0, z ∈ Z

+∞, z 6∈ Z

(28)

由式 (21) 和 (22) 知, 该迭代方法的关键是求解
(I + σ∂F ∗)−1 和 (I + τ∂G)−1 两个算子. 对比式
(26) 和式 (20) 可知, F ∗(p, q, z) = δP (p) + δQ(q) +
δZ(z), G(u, v, w) = λ‖ρ(u, v, w)‖1, 下面将应用上
述迭代方法来最小化式 (15), 求解分数阶 TV-L1 模

型. 具体求解步骤如下:
步骤 1.
1) 先求解式 (21) 中的 (yn + σKx̄n):

(p̃n+1, q̃n+1, z̃n+1) = ((pn, qn, zn) + σK(ūn, v̄n, w̄n))

⇔ p̃n+1
i,j = p̃n

i,j + σ∇αūn, q̃n+1
i,j = q̃n

i,j + σ∇αv̄n,

z̃n+1
i,j = z̃n

i,j + σ∇αw̄n (29)

2) 再求解式 (21) 中的 (I + σ∂F ∗)−1, 由于
F ∗(p, q, z) 为集合 P , Q, Z 的指示函数, 把集合
P , Q, Z 内的点按欧几里得距离分别投影至 L2 球

内:

(pn+1, qn+1, zn+1) = (I + σ∂F ∗)−1×
(p̃n+1, q̃n+1, z̃n+1) ⇔

pn+1
i,j =

p̃n+1
i,j

max(1,
∣∣p̃n+1

i,j

∣∣) ,

qn+1
i,j =

q̃n+1
i,j

max(1,
∣∣q̃n+1

i,j

∣∣) ,

zn+1
i,j =

z̃n+1
i,j

max(1,
∣∣z̃n+1

i,j

∣∣) (30)

步骤 2.
1) 先求解式 (22) 中的 (xn − τK∗yn+1) :

(ũn+1, ṽn+1, w̃n+1) = ((un, vn, wn)−
τK(pn+1, qn+1, zn+1)) ⇔ ũn+1

i,j = un
i,j−

τ × divαpn+1
i,j , ṽn+1

i,j = vn
i,j − τ × divαqn+1

i,j ,

w̃n+1
i,j = wn

i,j − τ × divαzn+1
i,j (31)

2) 再求解式 (22) 中的 (I + τ∂G)−1, 因为
G(u, v, w) = λ‖ρ(u, v, w)‖1 是 L1 范数, 而 L1

范数是连续不光滑的, 为方便描述, 定义 ai,j =
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(∇Ii,j, β), |a|2i,j = |∇I|2i,j + β2:

(un+1, vn+1, wn+1) =

(1 + τ∂G)−1(ũn+1, ṽn+1, w̃n+1) ⇔
(un+1

i,j , vn+1
i,j , wn+1

i,j ) = (ũn+1
i,j , ṽn+1

i,j , w̃n+1
i,j )+





τλai,j, ρ < −τλ|a|2i,j
−τλai,j, ρ > τλ|a|2i,j
−ρ(ũn+1

i,j , ṽn+1
i,j , w̃n+1

i,j )ai,j

|ai,j|2
, |ρ| ≤ τλ|a|2i,j

(32)

此处分三种情况, 分别为 ρ 在 −τλ |a|2i,j 左侧, ρ 在

τλ |a|2i,j 右侧, 在 −τλ |a|2i,j 与 τλ |a|2i,j 之间.
步骤 3. (ūn+1

i,j , v̄n+1
i,j , w̄n+1

i,j ) = 2 × (un+1
i,j ,

vn+1
i,j , wn+1

i,j )− (un
i,j, v

n
i,j, w

n
i,j). 返回步骤 1.

由于 FTV-L1 光流模型是个非凸优化问题, 光
流约束仅对小位移有效, 为了使其对大位移的情形
也适用, 本文对上述模型应用从粗到精的配准策略,
避免模型在极小化过程中陷入局部极小值. 具体方
法为: 取降采样因子为 2, 建立高斯图像金字塔, 对
每一层图像极小化 FTV-L1 模型 (式 (15)), 求其位
移场. 从最粗一层开始, 直到最精一层. 每一层求得
的位移场作为下一层图像求解的初值. 第一层, 初始
化位移场 (u, v) 为 0, 光照变化变量 w 初始化为 0,
对偶变量 (p, q, z) 初始化为 0. 对于每一层金字塔图
像的位移场求解过程, 如上述三个迭代步骤. 由于
本文使用 4 个方向的分数阶微分模板进行求导操作,
故计算过程中关于位移场 (u, v, w) 的离散梯度算子

及关于对偶变量 (p, q, z) 的离散散度算子变化如下:

∇αu = (∇α
1 u,∇α

2 u,∇α
3 u,∇α

4 u),

divαp = divα
1 p + divα

2 p + divα
3 p + divα

4 p

(33)

用式 (33) 替代原来的整数一阶前后差分算法.

2.4 实验参数的设置

本文实验中迭代次数取 50 时, 模型已经达到收
敛, 此处迭代次数设置为 50 是因为经过多次实验发
现, 在迭代次数为 50 时, 灰度均方差 (Mean square
error, MSE) 和峰值信噪比 (Peak singnal to noise
ratio, PSNR) 均达到了收敛, 故选择了迭代次数为
50. 如图 2 (a) 和图 2 (b) 所示为 Lena 图像的迭代
次数与灰度均方差MSE 和峰值信噪比 PSNR 的关
系曲线, 在迭代次数为 42 时, 已达到了收敛. 应用
其他图像重复进行多次实验, 发现迭代次数均在 50
次内能达到收敛.

另外还有三个参数 β、λ 和 α. β 值控制着光

照项对模型的影响, 由于本文模型是基于光流强度
保持恒定的假设, 但实际情况中, 由于光照变化等原
因, 光流强度往往不会保持恒定, 所以增加 β 项来稍

微改进光流约束项, β 值应取较小值, 经过多次实验
本文选取 β 为 0.01.
正则化参数 λ是影响着正则项和数据项的权重,

由于光流模型的正则项起惩罚光流场中大的变化以

获得平滑光流场的作用, 若 λ 值大, 则对光流约束项
的影响越大, 即光流约束只要存在一点偏离, 都会导
致该泛函发散; 反之, 若 λ 越小, 则对光流约束项的
影响越小. 总之, λ 的大小决定正则化的强度, 决定

图 2 迭代次数的选择

Fig. 2 Choice of iteration number
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了模型解的倾向, 较大的 λ 倾向于满足正则项约束,
较小的 λ 倾向于满足光流约束, 本文的 λ 值则在两

种极端中寻找某种平衡. 一般 λ 值建议在 10∼ 100
之间, 本文经过多次实验, 选取 λ 值为 40.

下面分析分数阶微分阶次 α 的选取, 对
于可积函数 f(x), 其傅里叶变换为 F (w) =∫

R
f(w)e−jwxdx, 根据傅里叶变换的性质, 其

n(n ∈ z+) 阶导数为 Dnf(x)
FT⇔ (DF )n(w) =

(jw)nF (w) = ĥn(w)F (w), 把阶次从整数阶扩展
到分数阶可得:

Dαf(x)
FT⇔ (DF )α(w) = (jw)αF (w) = ĥα(w)F (w)

ĥα(w) = b̂α(w)ejθα(w) (34)

其中, b̂α(w) = |w|α, θ̂α(w) = απ
2

sgn(w), 根据式
(34) 绘制如图 3 所示的分数阶幅频特性曲线图.

图 3 分数阶微分算子幅频特性曲线

Fig. 3 The amplitude-frequency curve of fractional

differentiator

从图 3 可以看出, 当阶次小于 1 时, 与整数 1 阶
相比, 分数阶微分算子对中低频部分的幅值有所提
升, 而对高频部分的幅值则有所压缩, 随着阶次的变
大, 对中低频部分的提升幅度越来越小, 对高频部分
的压缩也减弱. 当阶次大于 1 时, 与整数 1 阶相比,
分数阶微分算子对中低频部分的幅值由提升变成了

压缩, 阶次越大, 压缩越大, 而对高频部分的幅值则
变成了提升, 阶次越大, 提升越大. 当阶次小于 1 时,
可看作一个对中低频增强放行, 对高频压缩放行的
滤波器, 而当阶次大于 1 时, 可看作一个高通滤波
器. 在图像处理中, 图像的平滑区域对应着信号的
低频部分, 图像的纹理信息对应着信号的中低频部
分, 图像的轮廓和噪声对应着信息的高频部分, 总之
根据实际图像处理中目的不同选取不同的阶次区域,

而根据本文模型可知, 我们希望阻止中低频部分通
过滤波器而非放行, 从而达到保持纹理细节信息的
目的, 故阶次的合理区间建议选择在 1∼ 2 之间. 但
针对不同的图像, 其最佳参数不相同. 分数阶微分相
对于整数阶微分的优势是可以有目的地控制微分后

的值大于或者小于整数阶微分后的值, 但这是通过
某个像素点周围的众多像素点共同参与计算实现的,
若模板宽度过小, 则参与计算的像素点就少, 体现不
了分数阶微分的优势, 但模板取得过大, 又会起到光
滑平均的作用, 因此要在两者之间平衡, 需要经过多
次实验取得最佳值. 所以本文分数阶模板中的阶次
和模板宽度都是通过实验确定, 并且对于不同的图
像, 其最佳的参数都是不同的, 需要通过多次实验确
定.

3 实验结果与分析

本文选用标准库图像 Lena 和真实大脑图像
Brain1、Brain2 (两种不同类型的) 进行测试, 如图
4 所示. 图 4 中第一行为参考图像, 第二行为与第一
行对应的浮动图像, 即变形图像. 为了证明本文方法
的有效性, 从定性和定量两个方面来评价配准精度.
定性评价即观察视觉效果, 比较配准后的图像和原
始图像的差异以及通过二者差值图像黑色区域所占

大小来评价, 定量评价则通过配准后图像和原始图
像的灰度均方误差MSE (Mean square error) 和峰
值信噪比 PSNR (Peak signal to noise ratio) 来评
价.
灰度均方误差定义如下:

MSE =
1

m× n

∑
i,j

(I1(i, j)− I(i, j))2 (35)

峰值信噪比定义如下:

PSNR = 10 lg
max

1≤i≤m,1≤j≤n
|I1(i, j)|2

1
m×n

m∑
i=1

n∑
j=1

[I1(i, j)− I(i, j)]
2

(36)
其中, I1 是 t 时刻的图像, 即参考图像, I 是经过配

准后的图像, m × n 为像素个数. 理想情况下MSE
值应为 0, 表示两幅图像同一位置上点的灰度值相
同. PSNR 值越大越好, 表示配准后图像越逼近参考
图像.
本文实验所使用的计算机环境为: Intel Core

i3-2130CPU, 3.40 GHZ, 内存 4GB, 操作系统为 64
位 Windows 7.0, 程序使用 R2012b 版 Matlab 实
现.
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图 4 实验图像 (其中第一行为参考图像, 第二行为与参考图像对应的浮动图像)

Fig. 4 Experimental images (The first line are reference images, the second line are floating images corresponding to

reference images)

3.1 标准库图像实验

本次实验选用图 4 (a) 所示的 Lena 作为参考图
像进行实验, 为了证明本文方法有效性, 对 Lena 图
像进行扭曲形变, 如图 5 (a) 所示, Lena 图像头发
处发生了明显扭曲变形. 图 5 展示了 TV-L1 算法

和本文算法最佳阶次配准的视觉效果. 图 5 (b) 为
TV-L1 算法配准后的图像, 图 5 (c)∼ (e) 分别是本
文算法取最佳阶次三个不同的模板宽度所对应的配

准结果图, 从图中可得图 5 (b) 中的 Lena 图像眼角
处以及头发处出现了信息丢失, 而对比本文算法配
准后的配准图片图 5 (c)、图 5 (d) 和图 5 (e) 在对应
处效果则要好很多, 并未出现明显信息丢失. 图 5 (f)
是 TV-L1 算法配准后的差值图像 (配准后的图像与
输入图像的差值图像), 图 5 (h) ∼ (j) 是本文算法取
最佳分数阶阶次和三个不同模板宽度时所对应的差

值图像. 如果两幅图像完全配准, 理论上其差值图像
应该全黑, 即表示配准后图像与参考图像相同, 所
以差值图像黑色区域越多越好, 通过对比可知, 图
5 (h)∼ (j) 相对图 5 (g) 黑色区域明显多很多, 从而
也证明了分数阶微分 TV-L1 配准算法能够较好地

提高配准精度. 在分数阶阶次为 1.2 时, 模板宽度 k

为 2 (即为 5 × 5) 时, 配准效果达到最佳. 但是, 对

于不同的图片, 最佳的实验参数仍然需要进行多次
实验人工选定.

为了得到最佳的模板参数, 我们进一步进行实
验, 依据灰度均方误差 MSE 和峰值信噪比 PSNR
来分析模板的参数 α, k 对配准的影响. 图 6 (a) 展
示了均方误差 (MSE) 和阶次 α 与模板宽度 k 的

关系, MSE 值越小表示配准精度越高, 图 6 (b) 展
示了峰值信噪比 (PSNR) 和阶次 α 与模板宽度 k

的关系, PSNR 值越大表示配准精度越高. 图 6 (a)
和图 6 (b) 中三条曲线分别是在模板大小参数 k 取

1、2、3 时的MSE 值和 PSNR 值, 当阶次 α 等于 1
时, 即为 TV-L1 算法的实验结果. 为方便观察, TV-
L1 算法和本文算法最佳阶次下不同模板的MSE 值
和 PSNR 值已列在表 1 和表 2 中. 从图 6 (a) 中可
以看出, MSE 最小值并不是在阶次 α 等于 1 的时
候, 阶次从 0.1 开始, 随着阶次的增大, MSE 呈现
减小的趋势, 当 α 值在 1.2 处时, MSE 值达到最小,
这是因为当 α 小于 1 时, 纹理等中低频信息丢失,
图像纹理细节模糊, 导致图片配准精度降低, 而当 α

大于 1 时, 纹理细节信息被阻止通过滤波器从而达
到保持纹理的效果, 但当 α 过大时, 会导致高频信号
如边缘信息模糊, 从而配准精度降低, 所以存在一个
最佳阶次, 使中低频信号和高频信号达到一个平衡,
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图 5 Lena 图像实验 (第一行为浮动图像和配准后图像, 第二行为差值图像. (a) 为浮动图像, (b)∼ (e) 为配准后的图像; (b)

TV-L1 方法; (c) 本文方法 (α = 1.2, k = 1); (d) 本文方法 (α = 1.2, k = 2); (e) 本文方法 (α = 1.2, k = 3); (f)∼ (j) 分别为第

一行图像与参考图像 (图 4 (a)) 的差值图像)

Fig. 5 Lena image (The first line is floating image and registered image, the second line is difference image. (a) Floating

image, (b)∼ (e) are registered images, (b) TV-L1, (c) Our method (α = 1.2, k = 1), (d) Our method (α = 1.2, k = 2), (e)

Our method (α = 1.2, k = 3), (f)∼ (j) are difference images)

图 6 配准精度与模板参数间的关系曲线

Fig. 6 Curve between registration accuracy with mask parameters

而此次实验的最佳阶次为 1.2. 图 6 (b) 中 PSNR 值
最高的阶次也不在 α 为 1 处, 原因同上. 通过实验
得知, 在分数阶阶次 α 等于 1.2, 模板宽度 k 等于 2
(即为 5× 5) 时, 配准效果达到最佳. 不过, 对于不同
的图片, 最佳的实验参数仍然需要进行多次实验人
工选定. 同时也能得到结论: 一阶微分并不能有效地
刻画位移场中的具有弱导数性质的纹理细节等信息,
而近年来的研究也表明分数阶微分比整数阶微分具

有更好的描述纹理信息能力, 所以用分数阶微分来
代替整数阶微分在 TV-L1 算法中的应用, 能够获得
更高的配准精度.

3.2 真实图像实验

本次做了两组实验, 选用脑部图像, 如图 4 中
Brain1 和 Brain2, 将参考图像与浮动图像配准. 该
两组浮动图像相对于参考图像只有轻微变形, 人眼
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图 7 Brain1 图像实验 (第一行为浮动图像和配准后图像, 第二行为差值图像. (a) 为浮动图像, (b)∼ (e) 为配准后的图像;

(b) TV-L1 方法; (c) 本文方法 (α = 1.3, k = 1); (d) 本文方法 (α = 1.3, k = 2); (e) 本文方法 (α = 1.3, k = 3); (f)∼ (j) 分别

为第一行图像与参考图像 (图 4 (b)) 的差值图像)

Fig. 7 Brain1 image (The first line is floating image and registered image, the second line is difference image. (a)

Floating image, (b)∼ (e) are registered images, (b) TV-L1, (c) Our method (α = 1.3, k = 1), (d) Our method

(α = 1.3, k = 2), (e) Our method (α = 1.3, k = 3), (f)∼ (j) are difference images)

图 8 Brain2 图像实验 (第一行为浮动图像和配准后图像, 第二行为差分图像. (a) 为浮动图像, (b)∼ (e) 为配准后的图像;

(b) TV-L1 方法; (c) 本文方法 (α = 1.3, k = 1); (d) 本文方法 (α = 1.3, k = 2); (e) 本文方法 (α = 1.3, k = 3); (f)∼ (j) 分

别为第一行图像与参考图像 (图 4 (c)) 的差值图像)

Fig. 8 Brain2 image. The first line is floating image and registered image, the second line is difference image ((a)

floating image, (b)∼ (e) are registered images, (b) TV-L1, (c) Our method (α = 1.3, k = 1), (d) Our method (α = 1.3,

k = 2), (e) Our method (α = 1.3, k = 3), (f)∼ (j) are difference images)

辨识已稍显困难, 但通过参考图像和浮动图像的差
值图像还是可以看出大量白色区域存在, 如图 7 所
示. 图 7 (g) 是 TV-L1 算法配准后图像图 7 (b) 与
参考图像 Brain1 的差值图像, 图 7 (h)、(i) 和 (j)

分别是本文算法不同参数下的配准图像与参考图像

Brain1 的差值图像, 通过比较可以发现, 本文算法
的差值图像白色区域有较大减少, 并且当 α = 1.3,
k = 2 时, MSE 值达到最小, PSNR 值达到最大, 也
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表 1 参考图像和配准图像的均方误差 (MSE)

Table 1 Mean square error (MSE) of reference image and registered image

输入图片 配准前 TV-L1 本文算法 (k =1) 本文算法 (k =2) 本文算法 (k =3)

Lena (α =1.2) 669.33 14.86 10.36 9.17 11.56

Brain1 (α =1.3) 295.85 27.51 18.20 15.93 20.22

Brain2 (α =1.3) 813.77 31.02 11.47 9.95 17.89

表 2 峰值信噪比 (PSNR)

Table 2 Peak signal to noise ratio (PSNR)

输入图片 配准前 TV-L1 本文算法 (k =1) 本文算法 (k =2) 本文算法 (k =3)

Lena (α =1.2) 19.32 35.55 38.18 38.88 37.50

Brain1 (α =1.3) 22.78 33.73 35.34 36.17 34.89

Brain2 (α =1.3) 19.03 31.21 37.73 38.15 35.60

证明本文算法相比 TV-L1 算法具有更高的配准精
度, 为了方便观察, TV-L1 算法和本文算法最佳阶

次下不同模板的MSE 值和 PSNR 值已列在表 1 和
表 2 中. 同理, 为了进一步验证本文方法的有效性,
再次选用了 Brain2 图像重复上述实验, 实验结果如
图 8 所示和表 1 及表 2 所示. 多组实验结果表明本
文的配准方法较原始的 TV-L1 方法配准精度得到

较大的提高.

4 结论

将 G-L 分数阶微分引入到 TV-L1 光流模型

中, 提出了一种新的基于分数阶微分的全变分方法
(FTV-L1) 来解决图像的非刚性配准问题. 结合全变
分能量方程的对偶形式来极小化 FTV-L1 光流模型

获得位移场. 融合 G-L 分数阶的 TV-L1 光流模型

能够解决图像灰度均匀, 弱纹理区域配准结果中的
信息模糊的问题, 这是因为分数阶微分比整数阶微
分具有更好的细节描述能力, 可以有针对性地选择
合适的阶次对具有弱导数性质的信息如纹理信息进

行抑制或者非线性保留, 因此可以提高图像的配准
精度. 另外, 通过实验给出了配准精度和阶次、模板
宽度的关系, 从而为最佳模板参数的选取提供了依
据, 尽管不同类型的图像其最佳参数是不同的, 但是
其最佳配准阶次一般在 1∼ 2 之间. 理论分析和实
验结果均表明, 本文的方法可用于弱纹理和弱边缘
图像的非刚性配准, 提高图像配准的精度, 是 TV-L1

光流场模型的一个重要延伸和扩展.
但是不同图像配准的最佳阶次需要不断测试,

因而是比较耗时和费力的. 今后可以研究自适应
G-L 分数阶 TV-L1 的非刚性图像配准算法. 此外本
文的分数微分掩模是二维的, 要完成三维图像的配
准, 还需将其扩展到三维空间.
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