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迭代学习控制的参考信号初始

修正方法

严求真 1 孙明轩 2 蔡建平 3

摘 要 针对一类非参数不确定系统, 提出状态受限迭代学习控制的参

考信号初始修正方法, 以解决任意初态下的状态受限轨迹跟踪问题. 通过

构造修正参考信号, 利用一种新型的障碍 Lyapunov 函数设计迭代学习

控制系统, 采用鲁棒方法与学习方法相结合的策略处理非参数不确定性,

经过足够多次迭代后, 可实现系统状态在整个作业区间上对修正参考信

号的零误差跟踪, 以及在预设作业区间上对参考信号的零误差跟踪. 同

时, 将滤波误差约束于预设的界内, 并由此实现对系统状态在各次迭代运

行过程中的约束. 仿真结果表明了本文所提控制方法的有效性.
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Reference-signal Rectifying Method of
Iterative Learning Control
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Abstract This paper presents a reference-signal rectifying

method of iterative learning control to address the trajectory-

tracking problem for a class of state-constrained uncertain sys-

tems, in the presence of arbitrary initial states. For design of

the iterative learning control scheme, a rectified reference signal

is constructed and a new type of barrier Lyapunov function is

used. In order to deal with the nonparametric uncertainties, a

robust learning approach is applied. It is shown that the closed-

loop system′s state follows the rectified reference signal perfectly

over the entire time interval as iteration increases. In turn, the

system state tracks the reference signal on the specified interval.

During each iteration, the filtering-error is constrained in the

pre-specified region, and the system state is thus constrained.

Numerical results are presented to demonstrate the effectiveness

of the learning control scheme.
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在工业实际中, 存在着大量在有限区间上重复运行的系

统或设备, 例如机械臂、磁盘驱动器和逆变电路等. 问世于上

世纪 80 年代的迭代学习控制技术, 适合为这类重复作业对

象设计轨迹跟踪控制器. 采用迭代学习控制技术设计控制系

统时, 不需对受控对象的模型精确已知, 其策略是利用跟踪

误差不断修正控制输入, 经过有限次迭代, 使得系统状态或

系统输出以预设精度跟踪期望轨迹[1]. 通过三十余年的发展,

学习控制的理论逐渐丰富与完善, 并应用于诸多工业控制场

合[2−6].

基于 Lyapunov 方法设计学习控制系统是当前迭代学习

控制领域的热点之一[2−3]. 采用学习方法, 可以对控制系统

中的各类参数不确定性进行估计.文献 [7]利用微分学习方法

处理常参数不确定性, 文献 [3] 在构造 Lyapunov 泛函的基础

上, 设计差分学习律估计时变未知参数. 文献 [8] 采用由微分

与差分相混合的学习方式估计未知常参数. 非线性参数不确

定性[9] 与参数随迭代次数变化[10] 问题也在人们的考虑之列.

到目前为止, 研究非参数不确定系统学习控制方法的文献数

量还较少. 文献 [11] 采用鲁棒方法处理非参数不确定性, 即

利用界函数设计反馈项对其予以补偿. 文献 [12−14] 采用鲁

棒方法与学习方法相结合的策略处理非参数不确定性. 此外,

也可采用傅立叶级数等逼近工具处理非参数不确定性[15].

常规迭代学习控制算法常假设迭代误差的初值为零, 这

样, 经过足够多次迭代后, 可以实现整个作业区间上的零误

差轨迹跟踪. 但在现实中, 受复位条件所限, 上述假设很难满

足. 为拓宽迭代学习控制技术在实际中的应用范围, 有必要

研究可在任意初始误差情形下实施的学习控制算法. 在利用

Lyapunov 方法为连续系统设计控制器时, 常见的初值问题

解决方案有时变边界层、误差跟踪和初始修正等. 文献 [16]

给出基于时变边界层的模糊学习控制方法, 闭环系统的滤波

误差可在足够多次迭代后, 收敛至与迭代初值相关的时变死

区. 文献 [17] 研究非线性系统的误差跟踪学习方法, 并将其

与参考信号初始修正方法进行对比. 早在上世纪 90 年代, 人

们在设计压缩映射学习控制系统时, 就采用初始修正方法解

决学习控制的初值问题[18]. 近年来, 初始修正方法重新受到

人们的关注[17, 19]. 文献 [20] 考虑MIMO 参数不确定系统的

参考信号初始修正问题. 文献 [21−22] 针对具有任意初始误

差的非参数不确定系统, 给出的自适应学习控制算法适用于

固定初始误差情形.

最近, 构造障碍 Lyapunov 函数设计状态/输出受限学习

控制系统, 引起了人们的关注. 采用这种方法设计控制器, 可

以对迭代学习过程中的状态/输出进行约束, 从而增强系统的

鲁棒性. 文献 [23−24] 分别考虑输出受限情形和状态受限情

形下的重复学习控制算法. 文献 [25] 给出一种形式简单的二

次分式型障碍 Lyapunov 函数构造方案, 在迭代学习过程中

实现对系统状态的整体约束. 文献 [26] 研究迭代误差初值任

意情形下的状态受限误差跟踪学习控制方案, 同时解决初值

问题和状态约束问题. 文献 [27] 利用时变神经网络估计不确

定性, 结合时变边界层方法设计状态受限学习控制系统.

本文研究非参数不确定学习控制系统的初值问题及状

态受限问题, 在利用参考信号初始修正方法解决初值问题的

同时, 采用障碍 Lyapunov 函数设计学习控制系统, 对各次

迭代学习过程中的系统状态予以约束. 为了提高利用障碍

Lyapunov 函数设计学习控制器时的便捷性, 本文构造了一

种新型的障碍 Lyapunov 函数, 改进了已有的同类设计方案.
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经过足够多次迭代后, 藉由系统状态对修正参考信号在整个

作业区间的完全跟踪, 获得系统状态对参考信号在预设部分

作业区间上的完全跟踪. 在各次迭代过程中, 闭环系统中的

滤波误差被约束于预设的界内, 由此实现对系统状态在各次

迭代运行过程中的约束. 文中算法采用鲁棒学习控制方法处

理非参数不确定性, 并根据学习方法估计鲁棒项的增益系数,

克服了以往同类算法中在某些场合应用时, 可能出现的增益

过大之不足.

1 问题的提出

考虑在有限时间 [0, T ] 上迭代运行的非参数不确定系统:

{
ẋi,k = xi+1,k, i = 1, 2, · · · , n− 1

ẋn,k = f(xxxk, t) + g(xxxk, t)uk

(1)

式中, k ∈ {0, 1, 2, · · · } 为重复作业次数, t ∈ [0, T ], xxxk =

[x1,k, · · · , xn,k]T ∈ Rn 为可量测的系统状态, f(xxxk, t) ∈
R、g(xxxk, t) ∈ R 为未知的光滑函数, 分别满足假设 1 和假设

2. 参考信号为 xxxd = [xd, ẋd, ẍd, · · · , x
(n−1)
d ]T, x

(n)
d 存在. 系

统初值与参考信号在起始时刻的取值不等,即xxxk(0) 6= xxxd(0),

不满足常规迭代学习控制所要求的初值条件. 存在 ud, 满足

x
(n)
d = f(xxxd, t) + g(xxxd, t)ud (2)

不失一般性[23], 系统 (1) 中的不确定性满足下述假设:

假设 1.对于 ∀ξξξ1 ∈ Rn, ∀ξξξ2 ∈ Rn, 函数 f(·, ·) 和 g(·, ·)
分别满足

|f(ξξξ1, t)− f(ξξξ2, t)| ≤ αf (ξξξ1, ξξξ2, t)‖ξξξ1 − ξξξ2‖

与

|g(ξξξ1, t)− g(ξξξ2, t)| ≤ αg(ξξξ1, ξξξ2, t)‖ξξξ1 − ξξξ2‖

其中, αf (·, ·, ·) 和 αg(·, ·, ·) 为非负连续函数.

假设 2. 存在已知连续函数 gm(xxxk, t), 满足 0 < g <

gm(xxxk, t) ≤ g(xxxk, t), g 为一常数, 但具体大小不需已知.

本文的控制目标是设计 uk, 实现 xxxk 对 xxxd 在 [tδ, T ] 上

的完全跟踪 (0 < tδ < T ). 为了实现该任务, 下文构造修正

参考信号.

2 修正参考信号的构造

为了克服由 xxxk(0) 6= xxxd(0) 导致 Lyapunov 函数构造方

面的障碍, 此处拟构造合适的修正参考信号

xxx∗k(t) = [x∗1,k, · · · , x∗n,k]T =

{
xxxdk(t), 0 ≤ t ≤ tδ

xxxd(t), tδ < t ≤ T
(3)

其中, xxxdk(t) = [x1dk(t), x2dk(t), · · · , xndk(t)]T 为衔接于系

统状态初值 xxxk(0) 与预设接入点 xxxd(tδ) 之间的光滑接入曲

线, 满足: 1) xxxdk(0) = xxxk(0); 2) xxxdk(tδ) = xxxd(tδ); 3) ẋxx∗k(t)

在 t = tδ 处存在. 由性质 1)∼ 3) 知, xxx∗k(t) 在 [0, T ] 上是光

滑可导的. 记产生 xxx∗k(t) 的控制量为 u∗k, 满足

{
ẋ∗i,k = x∗i+1,k, i = 1, 2, · · · , n− 1

ẋ∗n,k = f(xxx∗k, t) + g(xxx∗k, t)u∗k
(4)

记 x∗n+1,k = ẋ∗n,k. 借鉴文献 [28−29] 的结果, 下文给出修正

参考信号的具体构造:

1) 对于 tδ < t ≤ T , 取 xxx∗k(t) = xxxd(t), x∗n+1,k(t) =

ẋ
(n)
d (t);

2) 选取合适的过渡接入曲线 xxxdk(t) 是构造修正参考信

号的重点, 对于 0 ≤ t ≤ tδ, 取 xxx∗k(t) = xxxdk(t), x∗n+1,k(t) =

x1dk
(n)(t), 而

x1dk(t) = a0,k + a1,kt + a2,kt2 + · · ·+ a2n+1,kt2n+1

xidk(t) = x1dk
(i−1)(t), i = 2, 3, · · · , n (5)

其系数为 a0,k = x1,k(0), aj,k = 1
j!

xj+1,k(0), 1 ≤ j ≤ n,

[an+1,k, an+2,k, · · · , a2n+1,k]T = Γ−1ωωω

此处,

Γ =




tn+1
δ tn+2

δ . . . t2n+1
δ

(n + 1)tn
δ (n + 2)tn+1

δ · · · (2n + 1)t2n
δ

...
...

. . .
...

(n + 1)!tδ (
n+2∏
j=3

j)t2δ · · · (
2n+1∏

j=n+2

j)tn+1
δ




ωωω =
[
φ(tδ), φ̇(tδ), · · · , φ(n)(tδ)

]T

(6)

φ(t) =xd(t)− a0,k − a1,kt− · · · − an,ktn

本文中, xn+1,k(t) 表示 ẋn,k(t), xn+1,k(0) = ẋn,k(0). 上文

所构造的修正参考信号, 在 t = tδ 处的导数是连续的. 可以

看出, 上文给出的构造方法比较简便, 易于实施.

3 控制器的设计

在 t ∈ [0, T ] 上, 定义

eeek(t) = [e1k, e2k, · · · , enk]T = xxxk(t)− xxxd(t)

eee∗k(t) = [e∗1k, e∗2k, · · · , e∗nk]T = xxxk(t)− xxx∗k(t)

sk = c1e
∗
1k + · · ·+ cn−1e

∗
(n−1)k + e∗nk (7)

选择合适的正实数 ci(i = 1, 2, · · · , n − 1), 使得多项式

∆(λ) = λn−1 + cn−1λ
n−2 + · · ·+ c2λ + c1 为 Hurwitz 多项

式, 且使 ccc = [0, c1, · · · , cn−1]
T 的范数 ‖ccc‖ ≥ 1. 为叙述方

便,分别记 g(xxx∗k, t)、f(xxx∗k, t)、g(xxxk, t)、f(xxxk, t)、gm(xxxk, t)为

g∗k、f∗k、gk、fk、gmk. 在不引起混淆时, 为叙述简便, 文中将

函数的时间变量 t 略去.

由式 (7) 可得

ṡk = cccTeee∗k + ė∗nk = cccTeee∗k + fk + gkuk − f∗k − g∗ku∗k (8)

定义障碍 Lyapunov 函数 V1k(t) =
(b2s+1)s2

k−s4
k

2(b2s−s2
k
)

, 其中, bs 为

一正常数, 是对 |sk| 的限幅值. 对 V1k 求关于时间的导数, 可

得

V̇1k = σksk

(
cccTeee∗k + fk − f∗k

)
+ σksk

[
gkuk−

gkudk + gkudk − g∗kudk + gdudk − gdud

]
+

σksk(g∗kudk − gdudk + gdud − g∗ku∗k) (9)

式中, σk(t) =
(b2s−s2

k)2+b2s
(b2s−s2

k
)2

, udk 为 ud 的估计值. 由修正参考

信号的性状知, g∗k、gd、u∗k 和 ud 在 [0, tδ] 上均有界, udk 的
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有界性也可由饱和函数确保, 参见式 (18), 故 (g∗k − gd)udk +

gdud − g∗ku∗k 在 [0, tδ] 上有界. 在 [tδ, T ] 上, (g∗k − gd)udk +

gdud− g∗ku∗k = 0. 记 (g∗k − gd)udk + gdud− g∗ku∗k 在 [0, T ] 上

的界为 η(t). 于是, 由 (9) 可得,

V̇1k ≤σksk

(
cccTeee∗k + fk − f∗k

)
+ σksk

[
gkuk − gkudk+

gkudk − g∗kudk + gdudk − gdud

]
+ σk|sk|η ≤

σk|sk|(αfk + ‖ccc‖+ αgk|udk|)‖eee∗k‖+ σksk(gkuk−
gkudk + gdudk − gdud) + σk|sk|η (10)

其中, αfk(t) := αf (xxxk,xxx∗k, t)、αgk(t) := αg(xxxk,xxx∗k, t). 由修

正参考信号的构造方法可知 V1k(0) = 0, 据此, 由式 (10) 可

得,

V1k ≤
∫ t

0

σk

[|sk|(αfk + ‖ccc‖+ αgk|udk|)‖eee∗k‖+

sk(gkuk − gkudk + gdudk − gdud) + |sk|η
]
dτ (11)

由式 (8)容易得到 ėee∗k = Aeee∗k+bbbṡk. 此处, bbb = [0, 0, · · · , 0, 1]T,

A =




0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 −c1 −c2 · · · −cn−1




式 ėee∗k = Aeee∗k + bbbṡk 在区间 [0, t] 上的定积分为

eee∗k(t) =

∫ t

0

Aeee∗k(τ)dτ + bbbsk(t) (12)

对上式两边同取范数, 根据 Bellman-Gronwall 引理,

‖eee∗k(t)‖ =‖A‖et‖A‖
∫ t

0

|sk(τ)|e−τ‖A‖dτ + |sk(t)|

根据积分中值定理, 存在一未知常数 ωk1(t) ∈ [0, 1], 满足

∫ t

0

|sk(τ)|e−τ‖A‖dτ = e−ωk1t‖A‖
∫ t

0

|sk(τ)|dτ

于是由上述两式可得

‖eee∗k(t)‖ =‖A‖e(1−ωk1)t‖A‖
∫ t

0

|sk(τ)|dτ + |sk(t)| (13)

上式两边乘以 σk|sk|(αfk + ‖ccc‖+ αgk|udk|), 并积分,

∫ t

0

σk|sk|(αfk + ‖ccc‖+ αgk|udk|)‖eee∗k‖dτ =

∫ t

0

σk|sk|(αfk + ‖ccc‖+ αgk|udk|)‖A‖e(1−ωk1)τ‖A‖×
∫ τ

0

|sk(v)|dvdτ +

∫ t

0

σk(αfk + ‖ccc‖+

αgk|udk|)s2
kdτ

利用积分中值定理, 由上式可以推出, 存在 ωk2(t) ∈ [0, 1], 满

足

∫ t

0

σk|sk|(αfk + ‖ccc‖+ αgk|udk|)‖eee∗k‖dτ =

‖A‖e(1−ωk1)ωk2t‖A‖
∫ t

0

σk|sk|(αfk + ‖ccc‖+ αgk|udk|)×
∫ τ

0

|sk(v)|dvdτ+

∫ t

0

σk(αfk + ‖ccc‖+ αgk|udk|)s2
kdτ (14)

应该注意到, (1− ωk1)ωk2 虽然随迭代次数的变化而变化, 但

其上界存在, 记其上界为 ω̄(t). 于是, 利用柯西不等式, 由式

(14) 可以推出

∫ t

0

σk|sk|(αfk + ‖ccc‖+ αgk|udk|)‖eee∗k‖dτ ≤

θ(t)

∫ t

0

1

µ1
σ2

k(αfk + ‖ccc‖+ αgk|udk|)2s2
kdτ+

∫ t

0

σk(αfk + ‖ccc‖+ αgk|udk|)s2
kdτ (15)

式中, θ(t) = µ1t‖A‖eω̄t‖A‖, µ1 > 0 为设计参数. 将式 (15)

的结果应用于式 (11),

V1k ≤ θ(t)

∫ t

0

1

µ1
σ2

k(αfk + ‖ccc‖+ αgk|udk|)2s2
kdτ+

∫ t

0

σk

[
(αfk + ‖ccc‖+ αgk|udk|)s2

k + |sk|η
]
dτ+

∫ t

0

σksk(gkuk − gkudk + gdudk − gdud)dτ (16)

由此, 设计控制器

uk = udk − αfk + ‖ccc‖+ αgk|udk|
gmk

sk−

θkσk(αfk + ‖ccc‖+ αgk|udk|)2
µ1gmk

sk−
1

gmk
ηktanh(µ2(k + 1)(k + 2)skηk)−

sk[1 + (‖ccc‖+ αk)‖eee∗k‖]
gmkε

(17)

及相应的学习律

udk = sat(ûdk)

ûdk = sat(ûd(k−1))− γ1σksk (18)

ηk = sat(η̂k)

η̂k = sat(η̂k−1) + γ2σk|sk| (19)

θk = sat(θ̂k)

θ̂k = sat(θ̂k−1)+

γ3
1

µ1
σk(αfk + ‖ccc‖+ αgk|udk|)2s2

k (20)

此处, ηk 为 η 的估计值, θk 为 θ 的估计值, µ2 > 0 为设计参

数, γ1 > 0, γ2 > 0, γ3 > 0, ε À 0. 本文中, sat(·) 的定义为:
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对于 â ∈ R,

sat(â) :=

{
āsgn(â), |â| > ā

â, 其他

ā 为对应的限幅. 学习律 (18)∼ (20) 均采用完全限幅学习方

法估计被学习量.

根据 sk 与 eee∗k 之间的不等式关系
[21−22, 26]

∫ t

0

‖eee∗k(τ)‖|sk(τ)|dτ ≤ (1 + T‖A‖eT‖A‖)
∫ t

0

s2
k(τ)dτ

控制器 (17) 也可改为

uk = udk − αfk + ‖ccc‖+ αgk|udk|
gmk

sk−

(1 + T‖A‖eT‖A‖)
σk(αfk + ‖ccc‖+ αgk|udk|)2

gmk
sk−

1

gmk
ηktanh(µ2(k + 1)(k + 2)skηk)−

sk[1 + (‖ccc‖+ αk)‖eee∗k‖]
gmkε

(21)

在 T‖A‖ 的取值较大场合, (1 + T‖A‖eT‖A‖) 是个很大的数.

本文设计控制系统时, 没有采用上述控制器设计方案, 而是

利用学习方法估计 θ, 有利于减小设计中的保守性.

注 1. 迄今, 人们已经构造了多种障碍 Lyapunov 函

数[23−26], 例如 V = 1
2
ln

b2s
b2s−s2 , V =

b2s
π

tanπs2

2b2s
和 V =

1
2

s2

b2s−s2 等, 利用这些障碍 Lyapunov 函数设计控制器, 都

可以有效地对系统状态或输出进行相应的约束. 本文构造了

一种新型的障碍 Lyapunov 函数 V =
(b2s+1)s2−s4

2(b2s−s2)
, 其具有的

一个特点是 σ = ∂V
∂s

≥ 1. 本文根据该障碍 Lyapunov 函数

设计控制器时, 利用了这一特点, 具体而言: 在由式 (14) 推

出式 (15) 的过程中, 利用了 σ = ∂V
∂s
≥ 1 及 ‖ccc‖ ≥ 1.

4 收敛性分析

根据上文给出的控制设计, 闭环系统具有的性质可总结

为定理 1.

定理 1. 在 xxxk(0) 取值任意的情况下, 将控制律 (17) 施

加于满足假设 1 和假设 2 的系统 (1), 足够多次迭代后, 可使

sk 在整个作业区间收敛于零, 即

lim
k→+∞

sk(t) = 0, t ∈ [0, T ] (22)

并确保在各次迭代运行过程中, |sk| < bs 成立.

证明. 1) 变量有界性及系统状态的受限性

对 Lyapunov 函数 V2k = 1
2
s2

k 求导, 利用式 (17), 可以

推出

V̇2k = sk(cccTeee∗k + fk + gkuk − f∗k − g∗ku∗k) ≤
|sk|(‖ccc‖+ αk)‖eee∗k‖+ sk(gkuk − g∗ku∗k) =

|sk|(‖ccc‖+ αk)‖eee∗k‖+ |sk|g∗k|u∗k|+ |sk|ūd−

(1 +
b2
s

(b2
s − s2

k)2
)
s2

k[1 + (‖ccc‖+ αk)‖eee∗k‖]
ε

(23)

当 (1 +
b2s

(b2s−s2
k
)2

)|sk| ≥ ε 时,

|sk|(‖ccc‖+ αk)‖eee∗k‖ − (1 +
b2
s

(b2
s − s2

k)2
)×

s2
k[1 + (‖ccc‖+ αk)‖eee∗k‖]

ε
≤ 0 (24)

当 (1 +
b2s

(b2s−s2
k
)2

)|sk| ≥ ε(g∗k|u∗k|+ ūd) 时,

|sk|g∗k|u∗k|+ |sk|ūd − (1 +
b2
s

(b2
s − s2

k)2
)
s2

k

ε
≤ 0 (25)

记 h = |sk|, 注意到: 1) 在每次迭代的开始时刻, sk = 0;

2) 函数 ν(h) = (1 +
b2s

(b2s−h2)2
)h 在 h ∈ [0, bs) 区间内单调递

增, 且 limh→bs− ν(h) = +∞. 因此, 当在 [0, bs) 内的 |sk| 足
够大时, 必有

(1 +
b2
s

(b2
s − s2

k)2
)|sk| ≥ max(ε, ε(g∗k|u∗k|+ ūd))

成立, 结合式 (23)∼ (25), 可得 V̇2k ≤ 0. 由此可知, 在各次

迭代过程中 |sk| < bs. 进而易得系统各信号的有界性. 由式

(13) 可以推出 ‖eee∗k‖ < ‖A‖e(1−ωk1)t‖A‖bst + bs. 于是

‖xxxk‖ < ‖A‖e(1−ωk1)t‖A‖bst + bs + ‖xxx∗k‖ (26)

可见, 系统状态在各次迭代运行过程中均受到相应的约束.

2) 误差收敛性

选择 Lyapunov 泛函 Lk = V1k + 1
2γ1

∫ t

0
gdũ2

dkdτ +
1

2γ2

∫ t

0
η̃2

kdτ + 1
2γ3

∫ t

0
θ̃2

kdτ, 由式 (11) 和 (17),

V1k ≤
∫ t

0

σ2
kθ̃k

1

µ1
(αfk + ‖ccc‖+ αgk|udk|)2s2

kdτ +

∫ t

0

σkskgd(udk − ud)dτ +

∫ t

0

σk

[|sk|η−

skηktanh(µ2(k + 1)(k + 2)skηk)
]
dτ (27)

根据式 (27), 当 k > 0 时,

Lk−Lk−1 ≤
∫ t

0

σ2
kθ̃k

1

µ1
(αfk + ‖ccc‖+ αgk|udk|)2s2

kdτ +

∫ t

0

skσkgd(udk − ud)dτ +

∫ t

0

σk

[|sk|η−

skηktanh(µ2(k + 1)(k + 2)skηk)
]
dτ +

1

2γ1

∫ t

0

gd(ũ2
dk − ũ2

d(k−1))dτ − V1k−1 +

1

2γ2

∫ t

0

(η̃2
k − η̃2

k−1)dτ +
1

2γ3

∫ t

0

(θ̃2
k − θ̃2

k−1)dτ

根据学习律 (18),

1

2γ1
(ũ2

dk − ũ2
dk−1) + σkskũdk =

1

γ1
(ud − udk)(ud(k−1) − udk − γ1σksk)−

1

2γ1
(udk − ud(k−1))

2 ≤
1

γ1
(ud − sat(ûdk))(ûdk − sat(ûdk)) ≤ 0 (28)
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类似地, 根据学习律 (19) 及 (20), 分别可以推出

1

2γ2
(η̃2

k − η̃2
k−1) + σk|sk|η̃k ≤

1

γ2
(η − sat(η̂k))(η̂k − sat(η̂k)) ≤ 0 (29)

及

1

2γ3
(θ̃2

k − θ̃2
k−1) + σ2

kθ̃k
1

µ1
(αfk + ‖ccc‖+ αgk|udk|)2s2

k ≤
1

γ3
(θ − sat(θ̂k))(θ̂k − sat(θ̂k)) ≤ 0 (30)

综合以上四式, 有

Lk − Lk−1 ≤− V1k−1 +

∫ t

0

σk

[|sk|ηk − skηk×

tanh(µ2(k + 1)(k + 2)skηk)
]
dτ ≤

− V1k−1 +
0.2785tσk

µ2(k + 1)(k + 2)
(31)

进一步地,

Lk ≤L0 +

k∑
i=1

0.2785tσk

µ2(i + 1)(i + 2)
−

k∑
i=1

s2
i−1(b

2
s + 1− s2

i−1)

2(b2
s − s2

i−1)
≤

L0 +

k∑
i=1

0.2785tσk

µ2(i + 1)(i + 2)
−

k∑
i=1

s2
i−1

2
(32)

因 L0 为非负有界量, 且
∑k

i=1
0.2785tσk

µ2(i+1)(i+2)
= 0.2785tσk

µ2
( 1
2
−

1
k+2

) < 0.2785tσk
2µ2

也为有界量, 根据数列收敛的必要条件, 可

知 limk→+∞ sk(t) = 0, t ∈ [0, T ]. 利用 Hurwitz 多项式的性

质及 eee∗k(0) = 0, 可以推出 limk→+∞ eee∗k(t) = 0, t ∈ [0, T ]. ¤
注 2. 在上文中, 多次利用不等式关系 (a − ak)2 −

(a − ak−1)
2 = −2(a − ak)(ak − ak−1) − (ak − ak−1)

2 进行

推导, 例如在式 (28) 中, (ud − udk)2 − (ud − ud(k−1))
2 =

−2(ud − udk)(udk − ud(k−1)) − (udk − ud(k−1))
2. 但倘若

用迭代次数相关量 u∗k 取代 ud, 则在一般情况下结果不正

确, 即当 u∗k 6= u∗k−1 时, (u∗k − udk)2 − (u∗k−1 − ud(k−1))
2 6=

−2(u∗k − udk)(udk − ud(k−1))− (udk − ud(k−1))
2.

5 仿真算例

考虑在 [0, T ] 上运行的非线性系统





ẋ1,k = x2,k

ẋ2,k = −0.1x2,k − x3
1,k + cos(t) + (1 + 0.01x2

1,k +

0.005x2
2,k)uk

视 −0.1x2,k − x3
1,k + cos(t) 和 1 + 0.01x2

1,k + 0.005x2
2,k 分别

为不确定性 f(xxxk, t) 和 g(xxxk, t). 系统初态为 x1,k(0) = 0.5 +

0.1r1, x2,k(0) = 0.1+0.02r2, r1 与 r2 均为 0与 1之间的随机

数. 拟采用迭代学习控制方法设计控制器, 实现 [x1,k, x2,k]T

对参考信号 [x1d, x2d]T = [cos(πt),−πsin(πt)]T 进行精确跟

踪. 鉴于 [x1,k(0), x2,k(0)]T 6= [1, 0]T, 此处采用本文所提方

法设计控制系统,按照前文给出的方案构造修正参考信号.当

tδ < t ≤ T 时, x∗1,k(t) = xd, x∗2,k(t) = ẋd, x∗3,k(t) = ẍd; 当

0 ≤ t ≤ tδ 时,

x∗1,k(t) = a0,k + a1,kt + a2,kt2 + a3,kt3 + a4,kt4 + a5,kt5

x∗2,k(t) = a1,k + 2a2,kt + 3a3,kt2 + 4a2,kt3 + 5a3,kt4

x∗3,k(t) = 2a2,k + 6a3,kt + 12a2,kt2 + 20a3,kt3

此处, tδ = 0.5, T = 3, a0,k = x1,k(0), a1,k = x2,k(0), a2,k =
1
2
x3,k(0), [a3,k, a4,k, a5,k]T = Γ−1ωωω. 上式中, ωωω = [xd−a0,k−

a1,ktδ − a2,kt2δ , ẋd − a1,k − 2a2,ktδ, ẍd − 2a2,k]T,

Γ =




t3δ t4δ t5δ

3t2δ 4t3δ 5t4δ

6tδ 12t2δ 20t3δ


 (33)

选取 gm(xxxk, t) = 1, αfk = 0.1 + 2(x2
1,k + x∗21,k), αgk =

0.02(|x1,k| + |x∗1,k|) + 0.01(|x2,k| + |x∗2,k|), 容易检验, 它们

满足本文的假设. 采用控制律 (17) 及相应学习律进行仿

真, 仿真参数为 c1 = 2, γ1 = 1.1, γ2 = 0.08, γ3 = 1.5, µ1 =

10, µ2 = 1, ū = 50, η̄ = 10, θ̄ = 90, bs = 0.4, T = 2, ε = 100.

迭代 40 次后, 仿真结果如图 1∼ 7 所示. 图 1、2 是第 40 次

迭代时的系统状态情况. 图 3 是第 40 次迭代过程中的误差

值, 图 4、5 分别是第 40 次迭代过程中的修正误差情况, 图

6 为该次迭代中的控制量. 图 7 中是 Jk 的收敛过程, 在该

图中, Jk := maxt∈[0,T ] |sk(t)|. 可以看出, 经过足够多次迭代

后, 可实现 sk 在 [0, T ] 上的取值为零.

图 1 x1 及其期望轨迹 x1d

Fig. 1 x1 and its desired trajectory x1d

为对比起见, 采用无约束的初始修正学习控制律

uk = udk − (1 + t‖A‖et‖A‖)ᾱfcg

gmk
sk−

1

gmk
ηktanh(µ3(k + 1)(k + 2)skηk)

进行仿真, 式中,

udk = sat(ûdk)

ûdk = sat(ûdk−1)− γ4sk

ηk = sat(η̂k)

η̂k = sat(η̂k−1) + γ5|sk|
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图 2 x2 及其期望轨迹 x2d

Fig. 2 x2 and its desired trajectory x2d

图 3 误差 e1 和 e2

Fig. 3 The errors e1 and e2

图 4 修正误差 e∗1
Fig. 4 The rectified error e∗1

图 5 修正误差 e∗2
Fig. 5 The rectified error e∗2

图 6 控制输入

Fig. 6 Control input

图 7 状态受限情形下 Jk 的收敛过程

Fig. 7 The history of Jk in the case of constraint
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αfcg(t) = maxτ∈[0,t](αfk(τ) + ‖ccc‖ + αgk(τ)|udk(τ)|), µ3 =

1, γ4 = 4, γ5 = 0.1, 其余参数及饱和限幅取值同前. 迭代 40

次后, Jk 的收敛过程见图 8. 对比图 7 和图 8, 可以看出状态

约束算法可以将 |sk| 约束于预设的界内.

仿真结果表明, 利用本文给出的状态受限参考信号初始

修正方法设计学习控制器, 可以解决非参数不确定学习控制

系统的初值问题, 实现系统状态对修正参考信号在整个作业

区间上的完全跟踪, 并确保将各次迭代过程中的滤波误差约

束于预设的界内, 对系统状态予以约束. 上述结果说明了本

文所提控制方法的有效性.

图 8 Jk 收敛过程

Fig. 8 The history of Jk

6 结论

本文提出状态受限迭代学习控制的参考信号初始修正方

法, 解决非参数不确定系统在任意初态情形下的状态受限轨

迹跟踪问题. 文中给出了修正参考信号构造方案, 并利用一

种新型的障碍 Lyapunov 函数设计迭代学习控制器, 采用鲁

棒学习控制方法处理非参数不确定性. 经过足够多次迭代后,

藉由系统状态对修正参考信号在整个作业区间的完全跟踪,

获得系统状态对参考信号在预设部分作业区间上的完全跟

踪. 在各次迭代过程中, 闭环系统中的滤波误差被约束于预

设的界内, 由此实现对系统状态在各次迭代运行过程中的约

束. 本文采用学习方法估计鲁棒项的增益系数, 克服了以往

同类算法在某些场合应用时可能出现的增益过大现象.
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