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有限频域分析与设计的广义KYP引理方法综述

李贤伟 1 高会军 2

摘 要 频域方法是控制理论与工程领域的一种基本研究手段, 许多控制问题都可归结为有限频域性能指标的分析与综合问

题. 广义 Kalman-Yakubovich-Popov (KYP) 引理建立了频域方法 (传递函数) 与时域方法 (状态空间) 之间的一座桥梁, 成为

近年来系统与控制理论领域的研究热点之一. 本文首先从信号和系统两个角度阐明有限频域分析与设计的背景和意义, 并依

次讨论三种主要研究方法 (经典控制理论方法、频率加权法和广义性能指标法) 各自的优缺点. 然后简单介绍广义 KYP 引理

的主体内容, 并详细总结当前基于广义 KYP 引理的有限频域分析与设计的主要方向及研究进展. 最后给出在使用广义 KYP

引理时很重要但容易忽视的几点注记, 同时指明该领域目前存在并值得未来进一步研究的关键问题.
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An Overview of Generalized KYP Lemma Based Methods for Finite

Frequency Analysis and Design

LI Xian-Wei1 GAO Hui-Jun2

Abstract Frequency-domain methods are a fundamental research approach in control theory and engineering. Many

control problems can be viewed as analysis and design issues of finite frequency specifications. The generalized Kalman-

Yakubovich-Popov (KYP) lemma, which bridges frequency-domain methods (transfer functions) and time-domain methods

(state-space models), has been one of the hotspots in systems and control theory in recent years. In this paper, the

background and significance of finite frequency analysis and design are first introduced from signal and system perspectives,

respectively. Three main research methods (classical control theory, frequency-weighting strategy and generalized system

specification based methodology) are discussed with respect to their individual advantages and disadvantages. The body

of the generalized KYP lemma is then introduced briefly, which is followed by a detailed summary of main directions

and recent progresses in finite frequency analysis and design based on the generalized KYP lemma. Finally, a few notes

are presented, which are important but commonly overlooked in applying the generalized KYP lemma, and a few critical

problems in the field are also pointed out, which are worth future investigation.
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控制系统设计的目的是寻找合适的控制器, 使
闭环系统满足某些给定的性能指标 (稳定性、鲁棒
性、噪声抑制度等). 从频域角度讲, 满足这些性能
指标实际上就是要求整个闭环系统具有适当的频域
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响应特性 (极点分布、幅频特性等). 对于实际控制
问题, 考虑到被控对象自身的特点和输入信号的频
谱特性, 通常要求控制系统在不同频率范围满足不
同的性能指标. 因此, 控制工程中的许多问题都可以
归结为有限频域性能指标的分析和综合问题.
信号角度. 白噪声的功率谱在所有频率处均具

有相同大小的幅值. 然而许多实际信号, 无论是外界
扰动[1−3] 还是参考跟踪信号[4−5], 其能量往往只集
中在某一或者某些有限的频率范围, 因此不能被简
单地建模成白噪声. 比如文献 [2] 通过分析一些典型
地震灾难中的地震波记录信号, 发现地震波的绝大
部分能量均集中在 0.3∼ 8Hz 的频率范围. 此外, 由
于被控对象动力学 (如机械转动[1, 3, 6]) 和控制律 (如
重复学习类控制律[4, 7−8]) 存在往复运动的因素, 周
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期信号也是工程中经常要处理的一类特殊信号. 除
基波外, 周期信号的频谱还包含许多具有较大能量
的高次谐波, 容易引起系统谐振. 例如, 在机械硬盘
驱动器中, 由于硬盘的高速转动产生了周期振动信
号并引起空气震荡, 其高次谐波直接导致磁头定位
误差信号在 8 kHz 和 10 kHz 处分别出现了异常的
孤立高频谐振分量[1]. 因此, 在进行控制器优化时,
如果忽略了信号本身的有限频域特性, 得到的设计
结果尽管能适应更宽工作频率范围的信号输入, 却
未能充分利用信号的频域信息实现更好的控制性能.
相反, 如果错误地估计了信号各频率成分对系统的
影响, 将很难发现限制控制系统性能提升的原因.
系统角度. 任何实际控制系统都有无法突破的

性能极限: 系统不确定性、执行器的有限输出能力、
被控对象的有限响应带宽等. 由于这些约束的存在,
控制系统的设计实际上是寻求不同设计目标之间的

合理折衷, 频域内就是要求控制系统在不同的频率
范围满足不同的性能指标. 经典控制理论中的 “回
路成形”[9] 技术就是基于这种折衷考虑: 由于被控对
象往往具有低通特性, 低频范围的高回路增益使系
统有较强的抵抗常值和低频干扰的能力, 而高频范
围需要较低的回路增益以降低建模误差带来的影响.
有时, 如果能够了解到被控对象本身某些特有的频
域表征并加以利用, 就有可能在不明显牺牲其他性
能的情况下显著地改进控制效果. 例如, 考虑到人体
对外力最敏感的频率范围是 4∼ 8Hz, 在对有人参
与的隔离台、汽车悬架之类的对象进行控制时, 有必
要针对人的频率响应特性设计减震控制器, 以降低
振动对人的伤害[10−11]. 又如, 利用某些被控对象的
有限频域正实性, 可以放宽闭环系统在某些频率范
围的响应要求, 而将这部分预留的设计自由度用于
改进系统的某些关键性能[12−16].
总之, 实际工程中的被控对象 (系统) 及其工作

环境 (信号) 往往具有明显的有限频域特性, 而控制
问题常常又归结为与这些有限频域特性相对应的若

干有限频域性能指标的折衷优化问题. 因此, 根据这
些有限频域特性进行系统分析和设计是必要的, 研
究控制系统的有限频域分析和综合方法具有极其重

要的工程意义. 随着现代社会对控制系统的性能要
求越来越高, 如何充分利用各种有限频域性质以提
高控制系统性能的研究课题就显得尤为重要.
本文首先回顾系统和控制理论中有限频域分析

与设计的三种主要研究方法 (第 1 节); 接着简要
介绍广义 KYP (Kalman-Yakubovich-Popov) 引理
(第 2 节) 并详细总结基于广义 KYP 引理的有限频
域分析与设计的研究现状 (第 3 节); 最后给出关于
广义 KYP 引理的一些注记 (第 4 节); 并指出值得
进一步研究的关键问题 (第 5 节).

1 有限频域分析与设计的主要研究方法

对控制理论、系统理论和信号处理等工程科学

领域的研究人员而言, 有限频域分析和综合问题研
究并不是新的主题. 从控制理论诞生以来, 人们便
认识到控制系统的有限频域特性在工程实践中的重

要性. 从以传递函数为基础的经典控制论到以状态
空间为基础的现代控制理论和以 H∞ 控制为代表的
“后现代控制理论”, 从频域角度对系统进行分析和
设计一直是一种基本的手段. 在控制理论领域, 有限
频域分析与设计问题的典型研究方法包括:

1) 经典控制理论方法;
2) 频率加权法 (间接法);
3) 广义性能指标法 (直接法).
下面我们将对上述方法的一般特点进行讨论.

需要指出的是, 上述分类方法并不严格, 各类方法之
间并不完全独立. 同时, 限于作者的知识水平, 上述
分类方法并不能涵盖针对类似问题的所有研究结果.
比如在目标频率响应已知情况下基于曲线拟合的频

率采样方法[17−18]、基于非光滑优化技术的控制系统

有限频域性能指标的直接综合方法[19−20] 等.

1.1 经典控制理论方法

经典控制理论以传递函数为基础, 具有明显的
频域意义. 经典控制理论中的控制器设计方法主要
包括 PID (Proportion integration differentiation)
控制方法、根轨迹法、基于开环频率特性的校正法

等[21]. 基于经典控制理论的控制设计方法的核心目
标是通过引入附加的零极点 (即控制器), 使反馈控
制系统达到期望的频率响应特性. 比如, PID 控制
器的微分环节能够增加系统的阻尼系数, 从而消除
状态振荡或加快状态收敛速度, 而积分环节能记忆
过去的状态从而有助于消除系统的稳态误差. 尽管
经典控制理论中的设计方法都有各自的设计步骤,
但是 “回路成形” 技术依然具有指导作用.
经典控制理论应用于解决有限频域分析和综合

问题时具有以下三个方面的局限性: 1) 经典控制理
论以单输入单输出的线性定常系统为主要研究对象,
很多结果难以直接推广到多输入多输出、时变等复

杂情形; 2) 经典控制理论的设计过程过多地依赖以
工程经验为基础的图解法和试凑法, 难以处理高阶
被控对象和/或高阶控制器; 3) 经典控制理论考虑的
性能指标以时域的瞬态性能和稳态性能为主, 控制
器的设计过程未能优化有限频域性能指标.

1.2 频率加权法 (间接法)

20 世纪 60 年代发展起来的现代控制理论以状
态空间法[22] 为主要研究方法, 克服了经典控制理论
在处理多输入多输出对象时的不足. 现代控制理论
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的分支之一,即最优控制理论[23], 便是以研究如何使
系统在各种指标约束下达到最优为主题. 最优控制
理论所针对的原始频域性能指标都定义在全频域内.
为了能够利用最优控制理论对有限频域性能指标进

行优化, 常见的手段是引入频率加权函数, 基本方法
是选择合适的加权函数, 将最优控制理论应用于加
权后的复合系统并优化相应的全频域性能指标. 该
方法本质上是将针对原系统有限频域性能指标的优

化问题转变为针对复合系统全频域性能指标的优化

问题, 从而间接地达到改进有限频域性能指标的目
的. H2 混合灵敏度问题和 H∞ 混合灵敏度问题便
是典型的基于频率加权函数的最优控制问题[9]. 其
他大量运用频率加权函数辅助有限频域性能指标优

化的课题包括模型降阶[24−32] 与控制器降阶[33−34].
频率加权函数法的优势在于可以直接应用现成的现

代控制理论解决有限频域控制问题; 同时, 加权函数
的选择还能反映出多维信号各分量的重要性以及实

现不同类型信号的量级尺度可比性[9].
频率加权函数法也有较大的局限性: 1) 频率加

权函数法归根结底是一种间接处理有限频域性能指

标的方法, 尽管能够在一定程度上改进控制系统的
有限频域性能, 但未能提供关于系统有限频域性能
的定量信息; 2) 有限阶的频率加权函数不可能具有
理想的有限频域特性, 即通带内的单位增益和阻带
内的零增益, 因此不能保证有限频域性能指标的最
优性; 3) 加权函数的引入增加了实际被控对象 (即
复合系统) 阶次, 不利于系统分析和综合, 特别是降
阶控制器/滤波器的设计; 4) 加权函数的选取主要依
靠研究人员的工程经验, 缺乏系统严格的指导理论,
选取过程中往往需要经过多次尝试, 非常耗时.

1.3 广义性能指标法 (直接法)

鉴于频率加权函数法是一种间接的设计方法,
解决有限频域控制问题的根本之道在于找到处理有

限频域性能指标的直接方法. 具体而言, 如果现有成
熟的控制理论比如现代控制理论是针对全频域性能

指标的理论体系, 那么能否直接建立与有限频域性
能指标相对应的控制系统研究理论呢? 基于这种考
虑, 目前的研究成果主要有以下两种方法:
有限频Gramian矩阵法. Gramian 矩阵在

线性系统理论中具有十分重要的地位[22]. 对于稳
定的线性系统 G(s) = C(sI − A)−1B + D, 可控性
Gramian 矩阵和可观性 Gramian 矩阵在频域内的
标准定义为[9]

P :=
1
2π

∫ ∞

−∞
(jωI −A)−1BBT

[
(jωI −A)−1

]∗
dω

Q :=
1
2π

∫ ∞

−∞

[
(jωI −A)−1

]∗
CTC(jωI −A)−1dω

利用 Gramian 矩阵, 可以分析系统的可控性、可观
性、H2 性能等. 为了使 Gramian 矩阵适合于处理
有限频域性能指标, 文献 [35] 将上述定义扩展为

P :=
1
2π

∫ $

−$

(jωI −A)−1BBT
[
(jωI −A)−1

]∗
dω

Q :=
1
2π

∫ $

−$

[
(jωI −A)−1

]∗
CTC(jωI −A)−1dω

其中, [−$, $] 为指定的有限频率区间, “∗” 表示共
轭转置. 借助上述扩展定义, 许多研究人员尝试将控
制理论里基于标准 Gramian 矩阵的结果推广至有
限频域.

就目前已有的研究成果而言, 有限频 Gramian
矩阵法仍然缺少系统的理论支撑. 相关的基本问题
包括: 1) 与标准 Gramian 矩阵关联的系统性能是
H2 性能

[9] 和能量 –峰值增益[36−37] (通常称为广义
H2 性能, 注意此 “广义” 并不是指有限频域情形).
这两种性能指标在有限频域内的物理意义尚不明确,
有限频 Gramian 矩阵与它们的关系也不清楚. 特别
地, 如果积分区间非常窄, 有限频 Gramian 矩阵将
非常小甚至为零 (积分区间只含有单个频率), 此时
的 H2 性能该如何定义、计算和解释? 2) 现有的大
多数相关研究成果只停留在与 Gramian 矩阵联系
紧密的平衡截断模型降阶[35, 38−40], 而且基本没有
考虑有限频域性能指标的优化. 综上所述, 有限频
Gramian 矩阵法的理论基础还有待深入研究. 由于
本文焦点和兴趣并不在此, 所以将不会就此展开进
一步讨论. 感兴趣的读者可参考文献 [41] 等.

广义 KYP 引理法. 另一种处理有限频域分析
与设计问题的直接方法是广义 KYP 引理法. 广义
KYP引理即广义Kalman-Yakubovich-Popov引理
是 Iwasaki 等在经典的 KYP 引理基础上建立的分
析线性系统有限频域性能指标的新理论. 广义 KYP
引理的初步理论成果发表于 2000 年左右[42], 经过
Iwasaki 等的发展, 完善的基础理论成果于 2005 年
在 IEEE Transactions on Automatic Control 以

Regular paper 发表[43]. 20 世纪 60 年代建立的
KYP 引理是控制理论和系统理论里一个非常重要
的结果[44],它成功从系统的角度建立起频域条件 (频
域性能指标) 和时域条件 (线性矩阵不等式) 的等价
关系.但是标准的KYP引理考察的是系统在全频域
内的整体性能, 无法处理系统在某个频率处或某个
频段内的性能.广义KYP引理则从根本上克服了标
准 KYP 引理的这个缺点, 使人们能够直接利用等
价的线性矩阵不等式条件分析系统的一大类有限频

域性能.
广义 KYP 引理是近年来在线性系统理论和鲁

棒控制理论领域所取得的突破性研究成果之一. 与
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前面的有限频 Gramian 矩阵方法相比, 广义 KYP
引理的优势体现在: 1) 基本的广义 KYP 引理在有
限频域性能分析方面的结果非常完善, 是标准 KYP
引理在有限频域内的完美推广; 2) 广义 KYP 引理
得到的线性矩阵不等式条件中直接包含了有限频域

性能指标的参数, 使得人们在研究相关的系统分析
和综合问题时, 对有限频域性能指标进行优化成为
可能; 3) 广义 KYP 引理针对的性能指标具有非常
明确的频域意义, 使得无论是控制理论的研究人员
还是工程实践人员容易理解并接受相关理论. 下面
将简要介绍该引理, 并详细回顾其研究现状.

2 广义KYP引理

本节对广义 KYP 引理的核心内容作适当介绍,
包括有限频域的描述方法、广义 KYP 引理及其意
义. 详细内容请参考文献 [42−43, 45].
用符号 Ω 表示所考察的有限频域, 定义为

Ω :=





{ω ∈ R| |ω| ≤ ωl} (低频)

{ω ∈ R| ω1 ≤ ω ≤ ω2} (中频)

{ω ∈ R| |ω| ≥ ωh} (高频)

(1)

其中, ωl, ωh, ω1, ω2 为给定的常数, 且 ωl, ωh ≥ 0,
ω2 ≥ ω1 (离散情形还需满足 ωl, ωh ≤ π, ω2 − ω1 ≤
2π). 控制理论中的主要数学工具如 Fourier 变换、s

变换和 z 变换等都是在复数域内进行运算. 为方便,
给出上述定义在复数域内的描述[45]:

Λ(Φ,Ψ) := {λ ∈ C|υ (λ, Φ) = 0, υ (λ, Ψ) ≥ 0}
(2)

其中 υ(λ, Φ) =
[

λ

1

]∗
Φ

[
λ

1

]
, Φ ∈ H2 和 Ψ ∈ H2

为给定矩阵1, Ψ 满足 det (Ψ) < 0. 矩阵 Φ 决定了
复数集合 Λ 刻画的是连续系统还是离散系统的频域
变量. 合适地选择矩阵 Φ 和 Ψ, 集合 Λ 给出了有限
频域 Ω 的一种复频域描述. 根据文献 [43, 45], 集合
Λ 和 Ω 的对应关系以及矩阵 Φ 和 Ψ 的取值见表 1,
表中 ωc = (ω1 + ω2)/2, ωr = (ω2 − ω1)/2.

广义 KYP 引理. 给定矩阵 Θ ∈ Hn1+n2 , F ∈
C2n1×(n1+n2) 以及 Φ, Ψ ∈ H2 使得由式 (2) 定义的
集合 Λ 表示复平面上的曲线. 定义

Γλ :=

{
[ In1 −λIn1

], λ ∈ C

[ 0 −In1
], λ = ∞ (3)

则下面两种陈述等价:
1) (ΓλF )⊥∗Θ(ΓλF )⊥ < 0, ∀λ ∈ Λ(Φ,Ψ);
2) 存在矩阵 P, Q ∈ Hn1 , 使得 Q > 0 以及

F ∗ (Φ⊗ P + Ψ⊗Q) F + Θ < 0 (4)
1符号 Hn 表示所有维数为 n× n 的 Hermite 矩阵的集合.

进一步, 如果满足秩条件 rank{ΓλF} = n1, 那
么下面两种陈述等价:

1) (ΓλF )⊥∗Θ(ΓλF )⊥ ≤ 0, ∀λ ∈ Λ(Φ,Ψ);
2) 存在矩阵 P, Q ∈ Hn1 , 使得 Q ≥ 0 以及

F ∗ (Φ⊗ P + Ψ⊗Q) F + Θ ≤ 0

表 1 集合 Ω 与 Λ 以及矩阵 Φ 和 Ψ 的取值

Table 1 The values of sets Ω and Λ and

matrices Φ and Ψ

Λ Φ Ω Ψ

低频

[
−1 0

0 ω2
l

]

连续系统

[
0 1

1 0

]
中频

[
−1 jωc

−jωc −ω1ω2

]

高频

[
1 0

0 −ω2
h

]

低频

[
0 1

1 −2 cos ωl

]

离散系统

[
1 0

0 −1

]
中频

[
0 ejωc

e−jωc −2 cos ωr

]

高频

[
0 −1

−1 2 cos ωh

]

上述引理是一般形式下的广义KYP引理, 陈述
的仅仅是两个数学条件的等价关系, 常值矩阵 F 和

Θ 还没有赋予系统理论上的意义. 为了直观地与控
制系统的有限频域性能联系起来, 考虑线性定常系
统 G(λ) = (λI −A)−1B. 由于

Γλ

[
A B

I 0

]

︸ ︷︷ ︸
F

[
G(λ)

I

]
= 0

利用广义 KYP 引理, 假设系统 G(λ) 稳定, 可以得
到如下的等价关系:

1) 下面的指标成立:
[

G(λ)
I

]∗
Θ

[
G(λ)

I

]
≤ 0, ∀λ ∈ Λ(Φ,Ψ) (5)

2) 存在矩阵 P, Q ∈ Hn1 , 使得 Q ≥ 0 以及
[

A B

I 0

]∗
(Φ⊗ P + Ψ⊗Q)

[
A B

I 0

]
+

Θ ≤ 0 (6)

结合式 (2) 给出的有限频域定义, 条件 (5) 是一
个频域不等式, 条件 (6) 是一个线性矩阵不等式. 频
域不等式 (5) 能描述线性系统的一大类有限频域性
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能指标. 例如, 令 Θ =
[

I 0

0 γ2I

]
, 式 (5) 可化为

G∗(λ)G(λ) ≤ γ2I, ∀λ ∈ Λ (7)

该条件表示系统 G(λ) 在有限频域 Λ 内的最大奇异
值不超过 γ (本文称之为广义 H∞ 指标, 参见第 3.3
节). 即使当集合 Λ(Φ,Ψ) 表示非常窄的频带, 条件
(5) 依然能被很好地定义. 特别地, 如果 Ψ = 0, 集
合 Λ(Φ,Ψ) = Λ(Φ, 0) 描述的就是全频域. 此时, 上
述等价关系自然地简化为标准 KYP 引理[44].
判断频域不等式条件 (5) 成立与否需要对有限

频域集合 Λ(Φ,Ψ) 内的所有元素进行验证, 这在实
际应用中是不可能实现的. 不过, 由于等价关系中的
第二个条件是一个线性矩阵不等式, 所以借助广义
KYP 引理, 验证第一个条件所面临的无限维问题就
简化为寻找满足线性矩阵不等式的矩阵 P, Q 的有

限维问题, 而且这种问题的转化是无损的. 因此, 广
义 KYP 引理不仅保持了标准 KYP 引理形式上的
优美, 同时保持了有限频域性能分析问题与线性矩
阵不等式可行解存在性问题之间的等价性. 相比于
标准 KYP 引理, 广义 KYP 引理可以直接处理有限
频域性能指标, 为控制理论的精细化和实用化提供
了坚实的理论基础.
另一方面, 广义 KYP 引理的提出也进一步肯

定了线性矩阵不等式技术在推动系统和控制理论发

展过程中所起的作用. 过去 20 年, 在有效地求解
凸优化问题的内点算法提出之后[46], 线性矩阵不等
式技术在控制和系统领域得到了广泛的应用并取得

了前所未有的成功[47−49]. 借助线性矩阵不等式技
术, 系统和控制中很多之前难以求解的复杂问题 (特
别是鲁棒控制问题和多目标控制问题) 都可以转化
为一个线性矩阵不等式 (组) 约束下的凸优化问题,
从而利用成熟的数值算法进行求解. 在实现控制问
题向凸优化问题转化的过程中, KYP 引理和广义
KYP 引理发挥了非常重要的作用. 近年来, 各种有
效求解半定规划问题 (线性矩阵不等式只是一种特
殊的半定规划问题) 的计算机程序和软件包更是层
出不穷[50−51], 直接促进了线性矩阵不等式技术在控
制工程中的应用, 使这项技术也被越来越多的工程
技术人员所接纳. 值得指出的是, 作为广义 KYP 引
理的主要提出者, Iwasaki 教授也是推动线性矩阵
不等式技术在系统和控制理论中应用的主要学者之

一, 在应用线性矩阵不等式技术解决鲁棒性能分析、
控制器设计等问题上做出了许多重要的基础研究

工作[52]. 广义 KYP 引理的提出赋予了线性矩阵不
等式在控制和系统中新的生命力, 使这项数学工具
在今后依然是控制理论和系统理论研究的主流方法

之一.

3 广义KYP引理的研究进展

鉴于经典控制理论和有限频 Gramian 矩阵法
的局限性, 广义 KYP 引理在解决系统有限频域性
能分析和综合问题方面的优势和易用性很快便突现

出来. 由于成功统一了标准 KYP 引理, 广义 KYP
引理在控制和系统理论中的基础地位很快就得到

了认可, 越来越多的学者开始加入到广义 KYP 引
理及相关控制理论的研究中, 并积极地尝试将获得
的新结果应用于解决工程实际问题, 取得了一系列
有价值的研究成果, 逐渐形成了控制理论中有限频
域分析与设计问题一个新的研究方向. 在完整的广
义 KYP 引理[42−43, 45, 53] 建立起之后, Iwasaki 等继
续在广义 KYP 引理基础上进行相关控制理论的研
究[54−56], 推动广义 KYP 引理在系统和控制中的应
用[15, 57−58]. 目前, 在基于广义 KYP 引理的有限频
域分析与设计的新方向上, 主要的研究成果包括以
下几个方面.

3.1 保证有限频域输入输出性能的反馈控制

基本问题描述为: 设计反馈控制器使闭环系统
的某个或某些输入输出性能指标在有限频域内满足

指定的要求. 针对 KYP 引理, 具体的控制问题包括
有限频域 H∞ 控制、有限频域正实控制等. 这类问
题是一些标准的保证输入输出性能的反馈控制问题

向有限频域的拓展. 与一般的镇定问题或保性能控
制问题相比, 具有有限频域指标要求的反馈控制问
题难度更大, 因为在导出的矩阵不等式条件中, 控制
器增益矩阵与其他未知变量之间存在更强的耦合关

系, 导致一些常见的算法如锥补线性化[59] 失效.
Iwasaki等在提出了广义KYP引理之后进一步

研究了一般有限频域指标下的静态输出反馈控制问

题[54] 和动态输出反馈控制问题[55], 借助 Finsler 引
理和变量替换, 获得了一些特殊情形下保证控制器
存在的线性矩阵不等式条件.在应用广义KYP引理
解决系统综合问题方面, 他们的方法也成为寻找系
统综合结果的统一思路, 后来亦被其他大部分研究
人员所遵循. 遗憾的是, 尽管他们给出了满足给定有
限频域指标的控制器存在条件, 但是针对一般输出
反馈控制器特别是静态输出反馈控制器的设计问题,
这些条件并不是线性矩阵不等式, 而他们并未提供
有效的求解方法. 鉴于此, Li 等通过矩阵分离技术
引入松弛矩阵, 获得了新的控制器存在充要条件, 并
在此基础上根据 “两步法” 的思想提出了新颖的启
发式迭代求解算法[60]. 他们还在理论上揭示了一些
已有的同类静态输出反馈器设计结果[61−63] 之间的

联系. 此外, 他们还研究了具有多面体不确定性的鲁
棒有限频域控制问题[64−65] 和二维 FM (Fornasini-
Marchesini) 状态空间模型的有限频域正实控制问
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题[66−67]. 受文献 [60] 启发, Hao 等分别研究了具有
控制器结构约束的有限频域控制问题和时滞系统的

有限频域输出反馈控制问题[68−69]. 在 Iwasaki 等取
得的控制器设计结果基础上, Zhang 等考察了混合
频域小增益要求下线性连续系统的动态输出反馈控

制问题[70]; 梅平等基于广义 KYP 引理研究了奇异
摄动系统的分频控制设计问题[71]; 董全超研究了时
滞系统的基于观测器的有限频域状态反馈容错控制

问题[72]. 关于广义 KYP 引理框架下有限频域控制
方法的应用, 请参考第 3.7 节的文献回顾.

3.2 回路成形理论的精确量化

如前所述, 回路成形理论是控制器设计的一种
准则. 按回路成形的思想进行控制器设计的问题是
典型的有限频域问题[43]. 在经典控制理论中, 当使
用 PID 控制等控制方法对系统回路进行 “整形” 时,
由于缺乏精确易用的理论工具, 往往采用作图或者
试凑法, 但是其设计结果很难保证有限频域指标的
最优化. 借助广义 KYP 引理, Iwasaki 等将 “整形”
所需要的有限频域指标转化为线性矩阵不等式形式

的凸约束, 使性能指标和 PID 控制器的参数成为
凸优化问题的决策变量, 实现了控制系统设计的最
优化[43, 57]. 而且他们指出, 如果得到的线性矩阵不
等式条件无解, 那么将不存在满足相应性能要求的
PID 控制器. 该结论对检验系统指标要求的合理性
是有益的. 在取得的回路成形理论结果基础上, 他们
还开发了相应的基于 Matlab 的计算机辅助控制设
计软件[58]. 受 Iwasaki 等提出的 PID 控制器设计方
法启发, Li 等研究了多面体不确定系统的 “回路成
形” 问题, 并获得了参数依赖鲁棒 PID 控制器设计
方法[73]; Lim 等则研究了单输入单输出系统的 “闭
环敏感函数成形” 问题[3, 74], 并将提出的设计方法应
用于光盘驱动器的磁道跟踪控制器设计, 取得了良
好的控制效果[3]; Ishizaki 等采用回路成形技术研究
了电磁铸模机的控制问题,结合广义KYP引理给出
了 PI 控制器的凸优化设计方法[75].

3.3 广义H∞ 滤波

估计问题是系统和控制理论中一类非常重要的

问题. 状态估计的目的是利用可以测量的系统输出
信号对不可测量但是有用的信号进行估计. 考虑连
续系统, 假设从噪声到估计误差的系统模型为 G(s),
其标准 H∞ 性能和广义 H∞ 性能分别定义为

‖G‖∞ := sup
ω∈R∪{∞}

σmax[G(jω)]

‖G‖Ω

∞ := sup
ω∈Ω

σmax[G(jω)]

其中, σ[·] 表示矩阵奇异值, Ω 为如式 (1) 所示的频

率集合. 传统 H∞ 滤波理论以标准 H∞ 性能作为滤
波器性能的评价标准, 未能利用噪声可能具有的有
限频域特性. 广义 H∞ 滤波 (或有限频域 H∞ 滤波)
对滤波误差系统的广义 H∞ 性能进行优化, 针对特
定频率范围的噪声, 实现更好的滤波性能. 作为标准
H∞ 滤波向有限频域的扩展, 广义 H∞ 滤波问题也
成为有限频域分析和设计研究中的一个热点课题.

Wang 和 Yang 基于广义 KYP 引理研究了离
散线性定常系统的 H∞ 滤波问题, 获得了线性矩阵
不等式形式的滤波器设计方法[76]. Zhang 等研究了
具有状态时滞的离散系统的广义 H∞ 滤波问题, 获
得了时滞相关的滤波器设计方法[77]. Gao 等结合广
义 KYP 引理和时滞分割思想, 不仅分别针对连续
时滞系统和离散时滞系统提出了具有更低保守性的

广义H∞ 滤波器设计方法[77−79], 还分别从时域角度
和频域角度给出了时滞相关条件的推导方法[79−81],
为在广义 KYP 引理框架下处理复杂系统的有限频
域性能提供了一种有效的研究思路. 应用二维广
义 KYP 引理, 他们还分别得到了 Roesser 模型和
FM 模型下二维系统的鲁棒广义 H∞ 滤波器的参
数依赖设计方法[82−84]. 特别地, 即便针对标准 H∞
滤波问题, 文献 [82] 的设计方法依然具有较低保守
性. 上述结果仅仅考虑了全阶滤波器的设计问题.
最近, 受到有限频域控制器设计的 “两步法” 启发,
Li 等研究了离散线性定常系统的降阶广义 H∞ 滤
波问题, 提出了一种新颖的降阶滤波器迭代设计方
法, 并将结果应用于信道均衡问题[85]. 此外, 基于广
义 KYP 引理, 人们还研究了离散切换系统[86]、T-S
(Takogi-Sugeno)模糊非线性系统[87]、LPV (Linear
parameter-varying) 系统[88] 等多种系统模型下的

广义 H∞ 滤波问题.

3.4 广义H∞ 模型近似

基于频率加权函数和有限频 Gramian 矩阵的
模型降阶问题是一类典型的有限频域综合问题. 广
义 KYP 引理的提出为解决这类问题提供了新的工
具. 考虑连续系统, 令 G(s) 和 Gr(s) 分别表示原系
统模型及其近似系统模型, 广义 H∞ 模型近似的目
标是使误差系统的广义 H∞ 指标上界 γ 尽可能小:

‖G−Gr‖Ω

∞ ≤ γ (8)

特别地, 当频率集合 Ω 包含所有频率时, 广义 H∞
模型近似问题即退化为标准 H∞ 模型近似问题[89].
需要注意的是, 这里的模型近似问题并不特指模型
降阶问题— 后者只是前者在近似模型阶次小于原

始模型阶次时的特殊情况. 这一点请具体参考第 4
节关于广义 KYP 引理的一些注记.
借助广义 KYP 引理, Du 等研究了线性系统的
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有限频域模型降阶问题[90−91] 和线性状态时滞系统

的有限频域模型降阶问题[92−93]. 针对原系统是由离
散传递函数给出的单输入单输出模型, 文献 [94 – 95]
借助广义 KYP 引理导出了矩阵不等式形式的近
似模型系数参数化条件, 并应用上界约束技术进行
线性化处理, 进而提出一种计算近似模型的迭代算
法. 相比直接使用状态空间模型所得到的结果, 针
对传递函数得到的条件能极大地减少变量数量, 有
利于构建更高效的求解算法. 此模型近似方法在文
献 [95] 中被进一步用于求解无限脉冲响应 (Infinite
impulse response, IIR) 数字滤波器的设计问题, 所
得结果较一些最新的数字滤波器设计方法也具有一

定优势. 利用广义 KYP 引理, 文献 [96 – 97] 分别研
究了降阶模型具有无源性和降阶模型为正系统的广

义 H∞ 模型降阶问题, 给出了一种能够减小感兴趣
频率范围内逼近误差的迭代优化算法, 计算结果明
显优于文献 [90] 的方法. 此外, 借助二维广义 KYP
引理[67, 98], Li 等构建了二维系统广义H∞ 模型近似
问题的线性矩阵不等式求解方法[99]. 该方法与基于
有限频 Gramian 矩阵的平衡截断方法[39] 相比, 能
更有效地增强给定有限频率范围内的逼近效果. 其
他相关研究结果见文献 [100−101] 等.

3.5 基于广义KYP引理的故障检测

故障信号和噪声扰动往往具有不同的频率特

性, 比如常值故障可以看作低频信号, 而噪声则可
能是周期扰动信号. 因此, 就需要故障检测机制能
够适应并利用故障信号和噪声扰动各自的频谱特

点, 以正确、快速地识别故障发生的情况并提高对
噪声扰动的鲁棒性. 利用广义 KYP 引理, Wang 等
研究了线性系统的故障观测器和故障估计器设计

问题, 提高了残差信号对有限频域扰动的鲁棒性以
及故障信号的敏感度[102−104], 而且他们还应用广义
KYP 引理研究了故障检测器与控制器的集成设计
问题[105−106]; Yang 等分别研究了 T-S 模糊系统的
故障观测器设计问题[107] 和线性系统的有限频域故

障观测器在 δ 域的设计问题[108]; Zhang 等借助广义
KYP 引理给出了单一频率故障信号检测问题的最
优状态空间解[109]; Long 等则研究了网络环境下有
限频域故障的检测和隔离问题[110−111]; Zhang 等考
虑了残差系统满足给定极点分布和广义 H∞ 扰动抑
制水平的故障估计问题[112−114].

3.6 广义KYP引理的推广

在广义KYP引理提出之后, 许多学者亦分别从
引理的适用模型、引理的变形和引理的时域解释三

方面对其进行推广. 在模型范围方面, 文献 [98] 和
[67] 分别导出了 Roesser 模型和 FM 模型下的二维
广义 KYP 引理, 将原始的一维广义 KYP 引理推广

到了二维系统. 虽然得到的二维广义 KYP 引理的
线性矩阵不等式条件仅仅是充分的, 但是很好地保
持了一维版本简洁的形式及其易用性, 对研究二维
系统的有限频域性能分析和综合问题具有重要的价

值. 借助二维广义 KYP 引理, Li 等进一步研究了
二维系统的广义正实控制[67]、广义 H∞ 滤波[82, 84]

和广义 H∞ 模型降阶[99] 等有限频域分析与设计问

题. 文献 [115] 推导了线性时间 –空间模型的二维广
义 KYP 引理, 能够处理空间维度的非因果性. 文
献 [79 – 80] 得到了具有状态常时滞的线性时滞系
统的广义有界实引理 (有界实引理即 Bounded real
lemma是KYP引理针对H∞ 性能的特定形式). 该
引理能够处理时滞系统的广义 H∞ 性能, 并结合了
时滞分割思想以降低保守性, 被进一步用于求解时
滞系统的广义 H∞ 滤波问题[79−80] 和主动悬架系统

具有时滞输入的控制器设计问题[116].
在引理的变形方面, Xiong 等讨论了有限频域

负虚性质与有限频域正实性质之间的关系, 并给出
了分析有限频域负虚性质的充要条件[117]. 针对单
输入单输出线性定常系统, Hoang 等得到了一种特
殊形式的广义 KYP 引理[118−119]. 由于新结果不
包含 Lyapuanov 矩阵, 所以特别适合于高阶系统
的分析和综合. 针对具有实状态空间矩阵的系统,
Pipeleers 等研究了广义 KYP 引理的简化问题, 得
到了限定 Lyapuanov 为实对称矩阵不会带来保守
性的结论[120]. Pipeleers 等进一步将广义 KYP 引
理推广到多频率区间的情形[121]. 注意式 (5) 中的矩
阵 Θ 不含任何频率信息, Graham 等修订了连续系
统的广义KYP引理[122−123]. 新形式下的广义KYP
引理允许 Θ 仿射依赖于频率变量, 对于某些特殊
的问题很有益. Tanaka 等从 KYP 引理的对称性角
度重新考察了 S-procedure 的无损性, 给出了一种
基于Mutual losslessness 概念的系统适定性分析方
法, 为认识和理解多类系统的 KYP 引理结果提供
了一种新的统一工具[124].
广义 KYP 引理的时域意义也受到了人们的关

注. 针对广义 KYP 引理中的频域不等式, Iwasaki
等从信号角度出发推导出了等价的时域不等式条件,
为从时域角度研究系统的有限频域性能提供了一种

可能[125]. 特别地, 他们得到式 (5) 在低频情形的等
价时域关系为下述不等式

∫ ∞

0

[
xxx(t)
uuu(t)

]∗
Θ

[
xxx(t)
uuu(t)

]
dt ≤ 0 (9)

∫ ∞

0

[
ẋxx(t)ẋxx∗(t)− ω2

l xxx(t)xxx∗(t)
]
dt ≤ 0 (10)

对系统 ẋxx(t) = Axxx(t) + Buuu(t) 的所有解均成立, 其
中 uuu(t) ∈ L2[0,∞). 注意不是所有输入信号均能驱
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使系统状态满足时域不等式 (10). 他们将满足该不
等式的输入信号直观物理地解释为那些不会驱使系

统状态变化 “太快” 的输入信号. 根据 Iwasaki 等
的时域解释, 人们开始应用广义 KYP 引理研究非
线性系统和时变系统的有限频域性能分析和综合

问题[87, 107]. 此外, 受广义 KYP 引理的时域解释启
发, Kaizuka 等另辟蹊径, 在行为框架 (Behavioral
framework) 内对一般系统的有限频域性能的描述、
分析和处理方法进行了研究[126−128].

3.7 广义KYP引理的应用

保证有限频域输入输出性能的反馈控制方法最

重要和最直接的应用领域就是振动抑制. 这种控制
器设计方法对于具有有限带宽的扰动和振动的抑制

效果尤为突出. 根据地震产生的破坏力主要集中在
0.3∼ 8Hz 频带内的事实, Chen 等将广义 KYP 引
理应用于建筑物的振动控制, 直接优化状态反馈控
制器使闭环系统在 0.3∼ 8Hz 频率范围的广义 H∞
扰动抑制水平尽可能小, 从而获得了能够更好抑制
建筑物震动的控制器[2]. 在为悬架系统和座椅系统
设计主动控制器时, 针对人体敏感频率为 4∼ 8Hz
的事实, Sun 等将减小扰动对平台加速度输出影响
的目标转化为广义 H∞ 性能约束, 利用广义 KYP
引理有效地提升了控制器对该段频率扰动的隔离能

力, 获得不错的控制效果[10, 116, 129]. Du 等观察到机
械磁盘磁头定位误差信号在 8 kHz 和 10 kHz 周围
具有非常强烈的窄带频率成分. 根据这一事实, 他们
利用广义 KYP 引理对这两个频率带的系统敏感函
数进行优化, 实验结果验证了所提设计方法比传统
的频率加权方法更加简单有效[1]. 应用文献 [60] 提
出的基于广义 KYP 引理的控制器设计方法, Li 等
研究了海上浮式风机的主动结构控制问题, 通过分
析风机的振动模态信息并引入额外的有限频域约束,
获得了控制器增益与风机抗扰性能 (抵抗海浪扰动)
的一种折衷设计, 减小了风机在常规工作模式下的
结构振动及其承受的载荷[130].
广义 KYP 引理也适合于处理具有某种周期特

性的控制问题. 文献 [3, 74] 和 [75] 结合回路成形技
术和广义 KYP 引理分别研究了光盘驱动器的磁道
伺服跟踪控制问题和电磁铸模机的控制问题, 给出
了相应控制器的凸优化设计方法. Pipeleers 等研究
了具有周期输入信号的最优前馈控制问题和重复控

制中的最优控制问题,应用广义KYP引理将设计条
件转化为凸优化问题[5, 8]. 利用自行车踏板周期运动
特性, 文献 [6] 应用广义 KYP 引理为助力装置设计
重复控制器以提高能量利用效率.
除了系统和控制领域, 广义 KYP 引理也是处

理如通信、信号处理等其他领域中相关有限频域分

析和综合问题的一种重要工具. 在经典文献 [43] 中,
Iwasaki 等将数字滤波器设计列为广义 KYP 引理
的一个典型的应用领域, 并给出了相应的有限脉冲
响应 (Finite impulse response, FIR) 数字滤波器
设计例子. Nagahara 等考察了 Delta-sigma (D-S)
调制器中噪声传递函数的整形问题, 获得了 FIR 回
路滤波器存在的充要条件[131]. 需要指出的是, 对于
FIR 滤波器, 现成的广义 KYP 引理不需要任何变
换就直接给出了滤波器参数的线性矩阵不等式条件.
对于更一般的 IIR 滤波器, 直接应用广义 KYP 引
理只能获得非线性的矩阵不等式. 鉴于此, 基于广义
KYP 引理, Li 等结合矩阵分离技术和上界约束技
术提出了一种迭代算法来设计 IIR 数字滤波器, 每
一步只需求解一个凸优化问题[95]. 该迭代方法被进
一步用于求解 D-S 调制器中具有 IIR 回路滤波器的
噪声传递函数整形问题[132−133].

广义 KYP 引理的另外一个应用方向是复杂系
统的分析与设计. 针对线性时滞系统和二维系统, 文
献 [134 – 135] 提出了基于频率分割技术的稳定性分
析方法, 采用依赖于频率的分段常值 Lyapunov 函
数获得了这些复杂系统稳定性的充要条件, 并进一
步应用广义 KYP 引理将分析条件转化为等价的线
性矩阵不等式条件. 频率分割方法不仅能降低已有
充分条件的保守性, 同时与已有的充要条件相比, 易
于进一步扩展到其他系统综合问题.

4 广义KYP引理的一些注记

4.1 “水床效应”

实际控制系统的性能不可能无限制地提高. 控
制系统的性能极限既取决于系统各环节的物理约束

(如执行器的输出能力、控制器的计算速度等), 同
时也取决于被控对象自身的特点. 特别地, 由 Bode
灵敏度积分不等式可知[9], 控制系统的设计极限直
接依赖于被控对象的开环不稳定零点和极点. 因
此, 如我们在本文开始提到的, 一种控制方法在提
高某些频率范围内控制系统性能的同时, 有可能也
伴随着感兴趣频率范围之外系统性能的退化. 这就
是控制系统设计中著名的 “水床效应” (Waterbed
effect)[136]. 在用广义 KYP 引理对系统的有限频域
性能进行优化时, 很容易出现这种现象. 比如文献
[65] 的图 3 给出了一个汽车悬架主动控制例子的
闭环频率响应曲线, 可以看出广义 H∞ 控制器能明
显地压低 4∼ 8Hz 频率范围的闭环系统幅值, 同时
相应闭环系统在全频域的幅频响应峰值却高于一般

H∞ 控制器下的情形. “水床效应” 的存在意味着在
应用广义 KYP 引理时需要注意以下两点:

1) 实际问题中很少只优化单一的有限频域性能
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指标, 通常需要加入其他约束条件, 以保证系统的其
他性能满足指定要求或至少不会太差. 比如, 为了获
得文献 [65] 的图 3 汽车悬架例子的广义 H∞ 控制
器,除了一个 4∼ 8Hz范围的广义H∞ 性能指标,其
设计条件还包括一个全频域的标准 H∞ 性能约束.
另外一个考虑多重有限频域指标条件的典型例子是

数字滤波器, 需要分别针对通带、阻带和过渡带的滤
波器性能引入相应的有限频域性能约束条件[95].

2) 如何选取有限频域性能指标并构建相应的优
化问题需要具体问题具体分析. 广义 KYP 引理只
是提供了一种处理有限频域性能指标的理论和工具,
该结果本身并不能保证其求解的问题一定有解, 即
不能保证问题中所选取的性能指标的合理性. 在具
体应用时, 很可能需要反复修改指标条件并重新求
解才能找到有限频域分析和设计问题的合理描述,
从而利用广义 KYP 引理找到满意的答案.

上述两点表明, 控制系统设计的过程实质上是
在寻找各种指标约束下令人满意的折衷方法. 除了
广义 KYP 引理, 上述两点事实上也是应用其他有
限频域分析与设计方法需要注意的地方.

4.2 从光滑到分段光滑

尽管广义 KYP 引理在形式和内容上只是标准
KYP 引理向有限频域性能指标的扩展, 但是其应用
外延要超过标准 KYP 引理. 与某些传统的解决方
案相比, 基于广义 KYP 引理的方法甚至会有深层
观念上不同. 针对模型降阶问题, 为了增强降阶模型
在某个频率范围的逼近性能, 传统的方法如平衡截
断[25, 27]、H∞ 模型降阶[26, 137] 等均采用频率加权函

数的方案. 不管频率加权函数如何选择, 其原始模型
和降阶模型主要是以频率为变量的全局连续光滑的

有限阶有理函数模型. 另一方面, 对于第 3.4 节讨论
的广义 H∞ 模型降阶问题, 其被逼近的原始模型并
不要求满足全局光滑特性. 具体地说, 假设频率集合
Ω 由若干频率子区间组成, 即 Ω =

⋃n

i=1 Ωi, 则由式
(8) 定义的广义 H∞ 误差指标可写为

‖Gi −Gr‖Ωi

∞ ≤ γi, ∀ω ∈ Ωi, i = 1, 2, · · · , n

这里只要求 Gi 在每个频率子区间内是一个关于频

率的有理函数或多项式函数. 值得注意的是, 式中的
Gi 和 γi 在不同频率区间可以不同. 换句话说, 被逼
近的原始模型 G(s) = Gi(s), i = 1, 2, · · · , n 可以

是一个以频率为变量的分段光滑函数. 这也是第 3.4
节的标题使用了更一般的 “模型逼近” 而非 “模型降
阶” 的原因: 近似模型 Gr(s) 的阶次并不一定比原
始模型 G(s) 的阶次小. 传统的平衡截断、H∞ 模型
降阶等模型降阶方法并不适用于这类逼近问题.
频率加权函数本身就是一种滤波器, 任何有限

阶次的滤波器都不可能提供理想的高通/低通/带
通/带阻特性 (通带单位幅值、阻带零幅值). 以广义
H∞ 性能为例, 其效果就像是经过具有理想带通特
性的无限阶频率函数加权的标准 H∞ 性能. 广义
KYP 引理可以将这种具有无限阶频率加权函数的
系统性能转化为等价的线性矩阵不等式. 特别地, 广
义 KYP 引理甚至可以用于滤波器 (频率加权函数)
的设计[95], 而标准KYP 引理对此却无能为力. 这种
关于广义 KYP 引理与频率加权函数之间区别的思
考也可以延伸至其他有限频域分析与综合问题.
在模型逼近问题中, 待求目标是有限阶的连续

光滑数学模型. 就一些问题而言, 尽管人们知道存在
且期望找到某些连续光滑的参数依赖函数, 但是直
接求解这类问题可能很困难. 常用方法是将待求函
数限定为某类特别简单的函数 (比如常值函数), 从
而将问题化简. 但这种方法往往仅能得到充分条件.
为了减小甚至克服这种方法的保守性, 可以采用分
段光滑的特殊函数将原问题化简为若干子问题. 如
果分段内的子问题容易求解, 原问题就相应地得以
解决. 广义 KYP 引理提供了寻找分段光滑函数特
别是分段频率依赖函数非常有用的工具. 正是基于
该思路, 文献 [134 – 135] 提出了使用分段常值矩阵
逼近未知的连续光滑 Lyapunov 矩阵的想法, 进而
利用广义 KYP 引理将复杂的原问题简化为一系列
简单的小问题.广义KYP引理处理非光滑分析问题
的能力对于求解其他复杂的系统和控制问题非常有

用.

4.3 有限频域vs全频域

前文提到, 目前在获取基于广义KYP引理的系
统综合结果时所采用的思路大多都来自于 Iwasaki
等较早提出的反馈控制器实现方法[54−55]. 基本步骤
是利用 Finsler 引理或投影定理引入额外的松弛矩
阵, 从而解除系统矩阵与 Lyapunov 矩阵的乘积, 进
而通过选取具有合适结构的松弛矩阵实现控制器或

滤波器存在条件的线性化. 尽管他们已经采用一些
分析手段使选取的松弛矩阵尽量 “合理”, 但是一般
情况下, 松弛矩阵的结构特殊化必然会减小所求问
题的解空间, 从而导致系统综合结果具有较大的保
守性, 很难使系统性能达到最优. 虽然没有统一的标
准去衡量不同取值的优劣, 但是取值合理与否需要
考虑一个最基本的原则: 当标准KYP引理适用于
条件相同或条件更强的问题时, 以优化的有限频域
性能指标为准, 基于广义KYP引理的设计结果不
能差于基于标准KYP引理的情形. 如果该基本要
求得不到满足, 即广义 KYP 引理产生的结果甚至
比标准 KYP 引理更差, 那么人们自然会怀疑在该
问题中使用广义 KYP 引理的合理性. 需要指出的
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是, 这一点似乎并未引起研究人员的足够重视. 使用
或研究广义 KYP 引理的不少文献在对不同方法进
行数值比较时未设置全频域方法的对照组, 导致数
值结果缺乏说服力和可靠性.

5 展望与结语

综上所述, 广义 KYP 引理是近年来鲁棒控制
领域最为重要和令人激动的发现之一. 由于在理论
方面的创新性、重要性和易用性, 就在发表的次年,
Iwasaki 等的论文即获得 IEEE 控制系统协会颁发
的 “最佳论文奖”, 基于广义 KYP 引理的有限频域
分析与设计研究也成为近年来的研究热点, 受到许
多研究人员的关注. 通过第 3、4 节对现有研究成果
的梳理, 可以看出广义 KYP 引理的研究范围不仅
包括应用传统控制理论只能得到非常保守结果的老

问题 (比如应用鲁棒控制理论分析时滞系统和多维
系统稳定性[134−138]), 也有传统控制理论无法处理而
由广义 KYP 引理衍生出的新方向 (比如数字滤波
器的直接设计[43, 95]), 同时其学科范畴也不仅限于系
统和控制理论. 尽管如此, 现有结果仍有一些不足,
或保守性太大, 或缺乏充分的工程解释. 许多与广义
KYP 引理有关的关键问题亟待解决或值得进一步
研究. 这些问题包括但不限于:
如何选择或优化松弛矩阵? 在第 4.3 节我们指

出松弛矩阵的结构化处理使现有大多数基于广义

KYP 引理的系统综合结果具有一定保守性, 而该问
题之所以关键是因为松弛矩阵的取值直接关系到使

用广义 KYP 引理的合理性. 如何合理地选取松弛
矩阵是应用广义 KYP 引理进行系统综合的一个难
题. 注意到松弛矩阵本身是鲁棒控制理论中将经典
结果如标准 KYP 引理变形为参数依赖形式的一种
手段[80, 138]. 受此启发, 满足第 4.3 节所提基本要求
的一个选取方案就是直接采用与标准 KYP 引理情
形一样的松弛矩阵. 尽管这种取法不是最优的, 但是
非常简单易行. 一个更好的途径是另外构造算法对
这些松弛矩阵进行优化. 目前沿着该思路的大多数
研究结果都是基于线性矩阵不等式的启发式迭代算

法[60, 65, 85, 95, 97], 难以进行最优性分析. 如何利用数
学上的先进优化理论或技术构造松弛矩阵优化算法

并进行最优性分析是值得研究的课题.
如何得到有限频域性能指标的充要条件? 文献

[43] 给出的广义 KYP 引理建立了常规一维线性系
统的有限频域性能指标与线性矩阵不等式之间的

等价关系. 遗憾的是, 文献 [67, 98] 给出的二维广义
KYP 引理仅仅提供了二维系统有限频域性能指标
的线性矩阵不等式充分条件. 同样的问题也存在于
文献 [115] 中线性时间 –空间模型的广义KYP 引理
以及文献 [79, 81] 中线性时滞系统的有限频域有界

实引理. 目前为止, 关于这些比一般线性系统更加
复杂的动态系统的有限频域性能指标, 还未见易于
处理的广义 KYP 引理充要条件报道. 如何得到复
杂动态系统保守性更低或无保守性的广义 KYP 引
理是重要且具有挑战性的课题 (即便考察全频域性
能指标, 如何获得相应的充要条件也是开放问题).
在该问题上取得的基础理论成果不仅能丰富广义

KYP 引理的内容, 也将促进相关领域的发展.
如何更好地解释非线性/时变系统的有限频域

性能指标? 注意前面介绍的大多数结果的研究对象
都是线性时不变系统 (尽管可能是多维系统或含有
定常时滞等). 线性时不变系统可以用传递函数进行
描述, 其频域意义显而易见, 进而能够非常直观地理
解由式 (5)定义的有限频域性能指标的系统意义.由
于一般情况下传递函数并不适用于处理非线性/时
变系统, 所以就不能在非线性/时变系统中直接套用
类似式 (5) 的有限频域描述. 前面指出, Iwasaki 等
在文献 [125] 中推导出了频域不等式 (5) 的时域等
价关系 (参见式 (9) 和 (10)) 并从信号角度提供了式
(10) 一种直观的物理解释 (系统状态变化 “快慢”).
对于线性时不变系统, 状态变化的 “快慢” 可以简单
地认为由输入信号变化的 “快慢” 决定— 对于三角

函数形式的输入信号, 当系统稳定时, 状态的变化频
率与输入的变化频率相同. 对于非线性/时变系统,
状态的变化和输入的变化之间不再有这种简单的决

定关系. 因此, 就非线性/时变系统而言, 很难直观
地回答究竟怎样的输入信号才能使式 (10) 成立. 鉴
于此, 尽管已有不少文献直接使用与式 (10) 类似的
时域不等式进行非线性/时变系统的有限频域分析
与设计, 但是所得结果的物理意义并不明确. 未来
的工作有必要进一步理清有限频域性能指标在非线

性/时变系统中的定义、使用和解释等一系列基础问
题.
如何扩展广义KYP引理的应用外延? 开发一

项工具的终极目标都是将其用于解决所面临的问题.
拓展广义 KYP 引理的应用外延是一个宽泛和开放
的提问, 全面地回答该问题超过了笔者知识所能及
的范围. 下面简单地从两个方面进行说明. 1) 正如
我们在第 4.2 节指出的, 广义 KYP 引理事实上提供
了一种非光滑分析的工具. 基于这种理解, 有可能
将广义 KYP 引理用于处理其他更加复杂的理论问
题, 此为其在理论方面的作用. 这些复杂的理论问
题既有可能来自于系统和控制领域某些复杂系统的

分析与设计问题 (比如时滞无关稳定性分析和镇定
问题[134−135]), 也有可能来自于其他工程学科中的理
论问题 (比如信号处理中 D-S 调制器的优化设计问
题[131, 133]), 还有可能是应用数学中的优化问题 (比
如偏应用数学的原子分解的半定规划方法[139]) 等.
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2) 另一方面, 我们在第 4.1 节指出, 广义 KYP 引理
仅仅是提供了一种解决问题的工具. 如果不考虑问
题的具体工程背景, 就不清楚也很难保证在工程问
题中使用广义 KYP 引理的合理性. 尽管已有研究
成果很好地展现了广义 KYP 引理在解决一些实际
有限频域问题方面的良好效果, 但是如何将更多复
杂的工程实际问题转化为有限频域分析与设计问题

并最大限度地发挥广义 KYP 引理的实用性值得深
入研究. 这不仅仅是理论研究人员的责任, 也需要工
程技术人员的参与, 从而最终为工程界提供实用且
易于理解接受的控制系统分析和设计方法.
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versity, Sweden, 2012.

42 Iwasaki T, Meinsma G, Fu M Y. Generalized S-procedure
and finite frequency KYP lemma. Mathematical Problems
in Engineering, 2000, 6(2−3): 305−320

43 Iwasaki T, Hara S. Generalized KYP lemma: unified fre-
quency domain inequalities with design applications. IEEE
Transactions on Automatic Control, 2005, 50(1): 41−59

44 Rantzer A. On the Kalman-Yakubovich-Popov lemma.
Systems & Control Letters, 1996, 28(1): 7−10

45 Iwasaki T, Hara S. Generalization of Kalman-Yakubovic-
Popov lemma for restricted frequency inequalities. In: Pro-
ceedings of the 2003 American Control Conference. Den-
ver, Colorado, USA: IEEE, 2003. 3828−3833

46 Nesterov Y, Nemirovskii A. Interior-Point Polynomial
Algorithms in Convex Programming. Philadelphia, PA:
SIAM, 1994.

47 Boyd S, El Ghaoui L, Feron E, Balakrishnan V. Linear Ma-
trix Inequalities in System and Control Theory. Philadel-
phia, PA: SIAM, 1994.

48 Gao Hui-Jun. Analysis and Synthesis of Uncertain Dy-
namic Systems Based on Parameter-Dependent Lyapunov
Function [Ph.D. dissertation], Harbin Institute of Tech-
nology, China, 2005
(高会军. 基于参数依赖 Lyapunov 函数的不确定动态系统的分析
与综合 [博士学位论文], 哈尔滨工业大学, 中国, 2005)

49 Yu Li. Robust Control-Linear Matrix Inequality Method.
Beijing: Tsinghua University Press, 2002.
(俞立. 鲁棒控制 – 线性矩阵不等式处理方法. 北京: 清华大学出
版社, 2002.)

50 Toh K C, Todd M J, Tütüncü R H. SDPT3 — a mat-
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