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基于 3-UPS/RRR的并联踝关节康复机构及其性能分析

李剑锋 1, 2 徐成辉 1, 2 陶春静 3 季 润 3 李世才 1, 2 张兆晶 1, 2

摘 要 基于踝关节的生理解剖结构和运动特性分析, 提出了一种适用于踝关节康复的 3 自由度 3-UPS/RRR 并联机构. 该

机构采用三个主动支链倾斜布置避开了机构的奇异位形, 能满足踝关节康复运动需要, 同时约束支链和动平台的设计使机构

的转动中心与患者的踝关节转动中心重合. 应用解析法得到了机构的位置反解, 建立了速度雅可比矩阵和静力雅可比矩阵, 求

解了机构的工作空间. 基于雅可比矩阵, 仿真分析了机构的运动学性能和静力学性能. 结果表明在规定的工作空间内机构具有

良好的可操作性、运动灵活性、刚度特性和力矩传递性能. 最后运用牛顿 –欧拉法建立了机构的逆动力学方程, 得到了驱动力、

约束力与运动参数的关系, 并给出了仿真实例.
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A Parallel Ankle Rehabilitation Mechanism and Its Performance Analysis

Based on 3-UPS/RRR
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Abstract Based on the physiological anatomical structure and movement characteristics analysis of human ankle joint,

a 3 degree of freedom (DoF) 3-UPS/RRR ankle rehabilitation parallel mechanism is presented. Its three active branched

chain inclination arrangement avoids the singular configuration of the mechanism and meets the required ankle reha-

bilitation workspaces. By means of constraint branches and the moving platform, the mechanism center of rotations

matches the patient′s ankle center of rotations. Inverse kinematics is solved analytically velocity Jacobian matrix and

statics Jacobian matrix are established, and mechanism workspace is coped with. Moreover, in view of Jacobian matrix,

kinematics performance and statics performance of the mechanism are analyzed and simulated. The result shows that

the mechanism is of favorable operability, flexibility, and stiffness characteristics, and its torque transmission is within

the specified workspace. Lastly, inverse dynamics equations of the mechanism are modeled by Newton-Euler formulation;

the relationship among driving forces, constraint forces and motion parameters are obtained. A computational example

is provided.
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踝关节是人体下肢的三大关节之一, 是人体运
动的重要枢纽和承重关节. 在日常生活中, 踝关节直
接参与站立、跨步、跳跃等动作, 并吸收来自地面的
冲击, 起到保护关节的作用[1]. 但无法回避的是, 人
类是由四足行走的人猿进化而来的, 所以在进化成
两足直立行走后, 人类的足部关节存在着先天的缺
陷. 这种先天的缺陷使得人类的踝关节成为最容易
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受到损伤的人体关节之一. 若踝关节损伤未得到及
时、正确的治疗, 受损伤的本体感觉系统会加重踝
关节的不稳定状态, 导致再次损伤的发生几率上升,
甚至引起其他关节损伤, 出现不良连锁反应[2−3]. 因
此, 踝关节损伤后, 除了配合药物治疗, 还应该进行
康复训练, 以提高康复效率, 传统的康复训练由医务
人员一对一进行, 工作量大, 效率比较低, 所以随着
康复机构的快速发展, 相应的踝关节康复机构逐渐
进入研究人员视野. 踝关节康复机构的应用不仅可
以提高康复训练工作效率, 减轻医务人员的工作量,
还有利于对康复效果进行评估, 以此制定相应阶段
的训练内容, 具有良好的使用价值和应用前景.
目前, 国内外有关踝关节康复机构的研究已取

得了一定的成果. 文献 [4−5] 中基于 Stewart 平台
研制出六自由度的 Rutgers 踝关节康复系统, 采用
虚拟现实技术可实现人机交互, 医生还可根据存储
的康复数据指导训练, 但该系统结构复杂, 成本较
高. 文献 [6] 提出了由三条支链、一根中心支撑杆和
上下平台组成的两转动自由度的踝关节康复机器人,
采用冗余驱动来消除机构的奇异性, 仅能完成踝关
节背伸/跖屈和内翻/外翻康复运动. 文献 [7−8] 分
别讨论了 3-RSS/S 和 3-SPS/S 康复机构, 这两种
机构的共同点是采用中央约束球铰设计, 使机构只
有三个相互正交的转动自由度, 满足踝关节康复运
动需要, 但是机构的转动中心与踝关节转动中心不
重合, 康复过程中需要小腿配合随动, 一旦协调不一
致, 可能会对踝关节造成二次伤害. 文献 [9] 采用三
个转动轴线正交的转动副等效约束球铰, 提出了一
种 3-RUS/RRR 冗余驱动踝关节康复机构, 使机构
的转动中心与踝关节的转动中心重合, 且机构具有
良好的运动性能, 但是机构采用冗余驱动, 支链间易
引起干涉. 最后文献 [10] 提出了 4-UP(Pe)S/S 踝关
节康复机构, 其机构系统由简化为球副的踝关节和
机械本体共同构成, 能够实现以踝关节为转动中心
的康复训练, 但是需要踝关节承受限制三个移动产
生的作用力, 对康复效果不利.
综上所述, 现有踝关节康复机构各有优点, 但也

存在不同程度的问题: 机构自由度冗余或不足; 机构
转动中心与踝关节转动中心不重合; 结构复杂、成本
高等. 所以设计出具有三维转动自由度且机构转动
中心和踝关节转动中心重合, 结构简单、使用方便
的机构构型, 是研究踝关节康复机构的重点. 基于
上述分析, 本文提出了一种用于踝关节康复运动的
3-UPS/RRR 并联机构, 该机构有三个方向的转动

自由度, 机构转动中心与踝关节转动中心重合.

1 踝关节运动分析和机构简介

1.1 踝关节的运动分析

踝关节由小腿的胫骨和腓骨的远端与脚上的距

骨组成[11]. 踝关节日常运动的三种最基本的方式包
括: 背伸/跖屈、内翻/外翻和内收/外展, 由于性别、
年龄、身体状况的不同, 踝关节的运动范围不尽相
同. 经过查阅资料[12] 汇总得到, 正常情况下踝关节
的运动模式及其运动范围, 如图 1 所示.

图 1 踝关节运动模式及其运动范围

Fig. 1 Ankle movement patterns and their ranges of

movement

根据上述踝关节运动形式及特点可知, 可将踝
关节的运动简化为绕三个垂直轴 X、Y、Z 的旋转

运动[13], 如图 2 所示.
由以上分析, 所设计的踝关节康复机构在三个

正交方向的最大转动角度须满足图 1 的要求, 这是
踝关节康复机构设计的基础.

1.2 机构简介

与串联机构相比, 并联机构具有刚度大、运动精
度高、惯性小、载荷分布均匀、结构对称且具有各

向同性等特点, 而且设计制造和控制成本相对较低.
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结合踝关节康复运动的特点及要求, 将机构设计成
并联形式要优于串联形式. 如图 3 所示, 一种基于
3-UPS/RRR 的并联踝关节康复机构由底座、动平
台、三个并联支链和一个约束支链构成, 约束支链由
三个转动轴线相互正交的转动副 R1R2R3 (等效为
球副) 组成, 轴线相交于一点, 即为机构转动中心和
踝关节转动中心重合的点. 三个并联支链均是由一
个虎克副、一个移动副和一个球副组成.

图 2 脚踝运动

Fig. 2 Ankle joint movement

图 3 并联踝关节康复机构模型

Fig. 3 The model of parallel mechanism for

ankle rehabilitation

对于 3-UPS/RRR 三自由度并联机构, 动平台
运动过程中, 当出现两个或三个主动支链相互平行
时, 不难发现此时机构处于奇异位形, 表现为机构失
去稳定, 运动学、动力学性能瞬时发生突变, 不能正
常地传递运动和力. 对于该奇异性问题, 文献 [14]
提出通过约束或冗余驱动来消除奇异, 文献 [15−16]
提出规划路径的方法来规避奇异位形. 由于踝关节
康复运动所需工作空间有限, 故采取三个主动支链
以相同倾斜角布置于动平台和底座之间来避开奇异

位形. 根据人脚的尺寸范围初步确定动平台和定平
台底座圆盘的半径, 同时考虑结构的紧凑性, 设定两
平台间的高度; 通过改变动平台上均分点 Ai 的位

置, 定平台上均分点 Bi 位置不变, 也即改变如图 4

中 α 的角度值, 初选出工作空间大于图 1 中踝关节
运动范围的 α 角度值; 以可操作度小于 5 为目标函
数, 从初选的角度值中选取符合条件的位置, 从而确
定一个满足条件的较小的 α 角度范围, 最后从该角
度范围内选取较优的位置, 即为最终 Ai 点的位置,
文中选取的 α 角度值为 72◦. Ai 点的位置确定后,
支链的倾斜角也就确定了. 工作过程中使用电机驱
动这三条主动支链来实现机构的三个转动运动, 机
构没有冗余支链, 结构相对简单且在一定的工作空
间内减少了干涉的可能.

图 4 动平台在定平台上投影图

Fig. 4 The projection of moving platform on

the fixed platform

如图 5 所示, 动平台由两部分组成: 上平台和下
平台. 实际操作过程中, 患者将脚置于上平台上进行
康复训练, 通过调节螺钉改变上下平台间的相对位
置, 通过连接螺栓调节挡板在上平台上的位置, 这样
就能保证患者踝关节的转动中心与机构的转动中心

重合, 同时可通过挡板与弹性绑带将脚绑缚在上平
台上, 避免在康复运动中, 人脚与上平台出现较大的
相对位移, 造成不必要的损伤. 此种设计不仅能改善
人 (踝关节) 机 (康复机构) 之间的相容性, 而且能
使康复训练更加安全有效.

图 5 动平台机构模型

Fig. 5 The moving platform mechanism mode
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2 机构运动学分析

3-UPS/RRR 并联踝关节康复机构的机构简图
如图 6 所示. 符号定义如下: 定坐标系 O-XbYbZb

原点位于点 O, 动坐标系 T -xtytzt 原点位于旋转中

心点 T , 定坐标系方向如图 6 中所示沿三个转动副
轴线方向, 初始位置时两坐标系方向一致, O 与 T

重合. O′ 为轴 Zb 与底座的交点, Q 为轴 Zb 与动

平台的交点, QAi = O′Bi = d, OO′ = L3, 其中
Ai、Bi、Si (i = 1, 2, 3) 分别为球副中心、虎克副中
心和移动副的运动位移. 初始状态下, 虎克副的第一
根轴线与 Xb 平行, 第二根轴线与 Yb 平行. 图中转
动副 R2、R1、R3 的轴线正交于一点, 可等效为一个
连接动平台与定平台的球关节, 转过的角度依次记
为 α、β、γ.

图 6 3-UPS/RRR 并联机构简图

Fig. 6 The sketch of 3-UPS/RRR parallel mechanism

支链坐标系如图 7 所示, 原点在虎克副几何中
心点 Bi 的坐标系 Bi-XBi

YBi
ZBi

, 轴 XBi
与虎克副

的第一根轴线重合, 轴 YBi
与机构处于初始位形时

虎克副的第二根轴线重合, 轴 ZZZBi
= XXXBi

× YYY Bi
.

Ci-XCi
YCi

ZCi
是建立在杆 CiDi 上的坐标系,

原点为虎克副的几何中心点 Ci, 轴 YCi
与虎克副

的第二根轴线重合, 轴 ZCi
与杆 CiDi 重合, 轴

XXXCi
= YYY Ci

× ZZZCi
; Ai-XAi

YAi
ZAi

为原点在球副

几何中心点 Ai 的坐标系, 并与 Ci-XCi
YCi

ZCi
坐标

系平行. 其中第 i 支链上绕虎克副第一根轴线的旋

转角表示为 qi1, 绕虎克副第二根轴线的旋转角表示
为 qi2, 绕 Z 轴旋转的角度表示为 q3.
动平台姿态的表达有多种方法, 由于此处等效

球关节的特征, 选用 Z-X-Y 欧拉角描述. α 表示绕

X 轴的旋转角度 (X 欧拉角表示背伸/跖屈), β 为

绕 Y 轴的旋转角度 (Y 欧拉角表示内翻/外翻), γ

是绕 Z 轴的旋转角度 (Z 欧拉角表示内收/外展).
一旦角度给定, 动平台相对于固定底座的旋转矩阵
ROT 可以表示如下:

ROT =R(γ)R(α)R(β) =


cosγ −sinγ 0

sinγ cosγ 0

0 0 1







1 0 0

0 cosα −sinα

0 sinα cosα


×




cosβ 0 sinβ

0 1 0

−sinβ 0 cosβ


 =




cβcγ − sαsβsγ −cαsγ sβcγ + sαcβsγ

cβsγ + sαsβcγ cβcγ sβsγ − sαcβcγ

−cαsβ sα cαcβ




(1)

其中, c, s 分别为 cos、sin 的简称.

图 7 支链坐标简图

Fig. 7 Diagram of the branched coordinate

2.1 自由度计算

由踝关节康复机构简图 (图 6) 可知, 该机构由
底座、动平台、主动支链 AiBi (i = 1, 2, 3) 以及约
束支链 R1R2R3 组成, 约束支链 R1R2R3 可等效为

一个球关节, 即底座与动平台由三个 UPS 支链和一
个等效球关节连接. 根据 Kutzbach-Grübler 自由
度计算公式, 机构的自由度可表示为如下形式:

F = 6(n− g − 1) +
g∑

i=1

fi (2)
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机构由 3 个 UPS 支链与 1 个 RRR 支链组成,
杆件数 n = 8, 铰链数 g = 10, 分别是 4 个球副、3
个虎克副、3 个移动副, 则机构自由度 F 可由式 (2)
计算得到:

F = 6 (8− 10− 1) + (4× 3 + 3× 2 + 3× 1) = 3

3-UPS/RRR 机构具有 3 个自由度, 而约束支
链只能在三个正交方向转动, 故整个机构的运动为
绕 X、Y 和 Z 轴的转动, 能够提供踝关节康复所需
运动.

2.2 位置逆解

已知动平台绕固定坐标系的输出转角 α、β、γ,
求出 3 个主动支链的驱动器输入位移 S1、S2、S3,
就是该机构的运动学位置逆解. 球铰中心点 Ai 的位

置矢量可分别写为:

OAAAi = rrrT + ROT · rrrTAi
(3)

OAAAi = SiZZZCi
+ rrrTBi

= SiROCi
(0, 0, 1)T + rrrTBi

(4)
式中: ROCi

= ROBi
RBiCi

,

RBiCi
=




cosqi2 0 sinqi2

sinqi1sinqi2 cosqi1 − cosqi2sinqi1

− cosqi1sinqi2 sinqi1 cosqi1cosqi2




由式 (3) 及 (4) 求得支链移动副位移:

Si = |rrrT + ROT · rrrTAi
− rrrTBi

| (5)

再根据式 (3) 和 (4) 得:

R−1
OBi

(rrrT + ROTrrrTAi
− rrrTBi

)
|rrrT + ROTrrrTAi

− rrrTBi
| =




sinqi2

− sinqi1cosqi2

cosqi1cosqi2




(6)
令 ki1, ki2 及 ki3 为上式左矢量的三个分量, 代入得:

qi2 = arcsin ki1

qi1 =
1
2

arccos
(k2

i2 − k2
i3

1− k2
i1

)
(7)

其中, 由机构简图易知:

q3 = γ (8)

2.3 速度与加速度分析

球铰中心点 Ai 的速度可表示为:

vvvAi
= vvvT + ωωω × (ROTrrrTAi

) (9)

球铰中心点 Ai 的加速度可表示为:

v̇vvAi
= ṙrrT + ω̇ωω× (ROTrrrTAi

) +ωωω× (ωωω × (ROTrrrTAi
))

(10)
点 Ai 的速度分别向 Ai-XAi

YAi
ZAi

坐标系的

各坐标轴分解有:



vXAi

vY Ai

vZAi


 =




XT
Ai

Y T
Ai

ZT
Ai


vvvAi

(11)

式中: XAi
= XCi

= ROCi
(1, 0, 0)T, YAi

= YCi
=

ROCi
(0, 1, 0)T, ZAi

= ZCi
= ROCi

(0, 0, 1)T. 由支
链结构特点及式 (11) 得支链关节的速度 q̇qqi 为:



q̇i1

q̇i2

Ṡi


 = diag

{
(SiXXXBi

·XXXCi
)−1

, S−1
i , 1

}



vY Ai

vXAi

vZAi




(12)
支链关节的加速度 q̈qqi 为:



q̈i1

q̈i2

S̈i


= diag

{
SiXXXBi

·XXX−1
Ci

,S−1
i ,1

}



v̇Y Ai

v̇XAi

v̇ZAi
− Si(q̇2

i1 + q̇2
i1)




(13)
支链活塞质心 ui 和下缸体质心 di 的加速度按下式

确定:

iaaaui
= r̈rrui

=

v̇vvAi
+q̈qqi×(ROCi

rrrui
)+q̇qqi×(q̇qqi×(ROCi

rrrui
))

(14)
iaaadi

= r̈rrdi
=

q̈qqi × (ROBi
rrrdi

) + q̇qqi × (q̇qqi × (ROBi
rrrdi

))
(15)

2.4 速度雅可比矩阵

速度雅可比矩阵又称作机构的一阶影响系数,
是机构输入输出构件间的速度比例矩阵. 对于 3-
UPS/RRR 并联踝关节康复机构, 雅可比矩阵是对
机构进行运动性能分析和静力学分析的关键. 由式
(12) 可以得到, 驱动三个移动副时, 机构的雅可比矩
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阵[17] 满足:



Ṡ1

Ṡ2

Ṡ3


 =




ZT
A1

Q1

ZT
A2

Q2

ZT
A3

Q3


ωωω = J−1

0 ωωω (16)

Qi =




0




0

0

1




T

RT −




0

1

0




T

RT

−




0

0

1




T

RT 0




1

0

0




T

RT




0

1

0




T

RT −




1

0

0




T

RT 0




式中, RT = ROTrrrTAi
, 且雅可比矩阵 J0 描述了动

平台运动角速度与驱动线速度之间的映射关系. 由
式 (16) 知, 输入端含有三个线性运动, 而输出端为
三个旋转运动. 在评价机构运动性能时, 映射的放大
倍数会随着量纲的改变而改变. 为了正确合理地评
价机构运动学性能, 需要引入机构的无量纲雅可比
矩阵 J [18−19]:

J =




ZT
A1

Q∗
1

ZT
A2

Q∗
2

ZT
A3

Q∗
3




−1

(17)

其中

Q∗
i =




0




0

0

1




T

RT∗ −




0

1

0




T

RT∗

−




0

0

1




T

RT∗ 0




1

0

0




T

RT∗




0

1

0




T

RT∗ −




1

0

0




T

RT∗ 0




rrrO
TAi

= k
rrrTAi

R
,RT∗ = ROTrrrO

TAi
(18)

式中, rrrTAi
为铰链点 Ai 相对于动坐标系原点 T 的

矢量半径, rrrO
TAi
为动平台球铰无量纲矢径, R 为动

平台铰链点的分布半径, k 为比例因子, k 越大则旋

转量所占比重越大, 一般取 k = 1.

3 运动性能分析

3.1 工作空间分析

工作空间是并联机构动平台参考点可达范围的

集合, 其大小直接影响着并联机构的实际应用价值,
而且是衡量机构工作能力的一个重要指标. 本文研
究的踝关节康复机构的工作空间定义为: 满足驱动
与结构参数的条件下, 动平台所有位姿的集合, 机构
的结构参数列于表 1 中.

表 1 机构的结构参数

Table 1 The architectural parameters of the mechanism

参数 参数值

d d = 0.2 m

L3 L3 = 0.35 m

A1 rrrT A1 = (−d sin (π/15) , d cos (π/15) ,−0.05)T

A2 rrrT A2 = (−d cos (7π/30) ,−d sin (7π/30) ,−0.05)T

A3 rrrT A3 = (d sin (2π/5) ,−d cos (2π/5) ,−0.05)T

B1 rrrT B1 =
(√

3d/2, d/2,−L3

)T

B2 rrrT B2 =
(
−√3d/2, d/2,−L3

)T

B3 rrrT B3 = (0,−d,−L3)
T

在限定移动副的移动距离为 ± 0.55m, 虎克副
的转动角度为 ± 35◦ 的条件下, 借助 Matlab 软件
利用搜索法对机构的工作空间进行仿真分析, 结果
如图 8 所示, 通过对工作空间图投影可得机构动
平台的运动范围如表 2 所示. 将表 2 中的数据与
图 1 中的统计数据进行比较发现, 机构可达的工
作空间范围大于踝关节的运动范围, 故本文提出的
3-UPS/RRR 并联机构符合踝关节康复机构设计的
基本要求.

图 8 并联机构工作空间

Fig. 8 The working space of parallel mechanism
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表 2 康复机构的运动范围

Table 2 The movement range of rehabilitation

mechanism

运动类型 运动旋转角度极值 (◦)

背伸 65

跖屈 80

内翻 75

外翻 80

内收 45

外展 70

3.2 可操作度分析

可操作度是反映机构动平台在位移和姿态方面

可操作能力的一个度量, 也是评价机构在某位姿下
灵活性的一个指标[20]. 当机构处于奇异位形时, 可
操作度 w = 0, 此时机构将失去沿某一方向的活动
能力, 灵活性也最小, 因此, 应当尽量避免机构接近
奇异位形. 当机构处于非奇异位形时, 定义雅可比矩
阵与其转置矩阵乘积的行列式值的开方为机构的可

操作度[21]. 即:

w =
√

det(JJT) (19)

在规定工作空间内对机构的可操作度进行仿真

分析, 以 α、β 为连续变量, γ 取不同的角度值, 可
得到不同姿态下, 机构可操作度的分布情况, 通过 γ

取三个不同角度值 (一个中间点和两个边界位置点
(γ = −20◦, 0◦, 20◦)) 时, 机构可操作度的变化图像,
即可反映机构在整个康复运动范围内可操作度的分

布情况, 如图 9∼ 11 所示.

图 9 γ = −20◦ 时机构的可操作度

Fig. 9 The mechanism′s operation at γ = −20◦

由仿真图可知, 该机构的可操作度值在 1 到 3
之间变化, 没有零值, 且变化连续平稳, 说明在该结
构参数下, 工作空间内机构没有奇异位形, 可操作性

良好. 但在实际应用中, 可操作度只能表示机构在某
一时刻的操作性能, 对于灵巧性的评价也具有局限
性, 并不能描述当机构存在输入偏差时对输出偏差
的影响. 因此, 还需对 3-UPS/RRR 并联踝关节康
复机构的灵巧性作进一步的分析.

图 10 γ = 0◦ 时机构的可操作度

Fig. 10 The mechanism′s operation at γ = 0◦

图 11 γ = 20◦ 时机构的可操作度

Fig. 11 The mechanism′s operation at γ = 20◦

3.3 灵巧性分析

灵巧性分析反映的是机构的综合运动性能, Sal-
isbury 等提出采用雅可比矩阵的条件数作为机构的
灵巧性指标[22]. 设机构动平台的输出角速度矢量为
ωωω, 输入速度为 θ̇θθ, 则该机构的运动方程为 ωωω = Jθ̇θθ,
J 是机构的无量纲速度雅可比矩阵. 当输入速度的
偏差为 ∆θ̇θθ, 输出角速度偏差为 ∆ωωω 时, 运动方程可
写为:

ωωω + ∆ωωω = J(θ̇θθ + ∆θ̇θθ) (20)

将运动方程 ωωω = Jθ̇θθ 代入式 (20) 中得:

∆ωωω = J∆θ̇θθ (21)

根据矩阵论的范数理论有:

‖∆ωωω‖ = ‖J∆θ̇θθ‖ ≤ ‖J‖ · ‖∆θ̇θθ‖ (22)
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‖θ̇θθ‖ =
∥∥J−1ωωω

∥∥ ≤
∥∥J−1

∥∥ · ‖ωωω‖ (23)

由式 (22) 和 (23) 可得:

‖∆ωωω‖
‖ωωω‖ ≤ ‖J‖ · ∥∥J−1

∥∥ ‖∆θ̇θθ‖
‖θ̇θθ‖ (24)

令 K = ‖J‖ · ‖J−1‖, 则 K 即为雅可比矩阵 J
的条件数. 它是衡量雅可比矩阵的逆矩阵精确度的
一个度量, 取值范围是: 1 ≤ K < ∞. 若 K 值较

大, 则该矩阵的逆矩阵精度较低, 此时输入速度较
小的偏差将导致操作器较大的偏差. 所以在机构设
计时, 应使雅可比矩阵条件数在其操作范围内尽量
为较小的值. 当 K 等于 1 时, 机构处于最佳的传递
性能, 此时机构处于运动学各向同性[23]. 从条件数
的取值范围可知, 其变化范围很大, 所以为分析方
便起见, 定义雅可比矩阵条件数的倒数 1/K 为灵巧

性评价指标. 在规定的工作空间内对机构的条件数
倒数进行计算分析. 同可操作度分析, 分别绘制了
γ = −20◦, 0◦, 20◦ 时机构的条件数倒数分布, 如图
12∼ 14 所示.
观察图 12∼ 14 可知, 机构条件数倒数的最大值

为 0.71, 出现在中间位置, 随着机构转动到工作空间
的边界位置, 条件数倒数逐渐减小至最小值 0.25, 变
化趋势平缓, 没有突变. 对比文献 [13, 17] 中灵巧性
分析结果可知, 3-UPS/RRR 踝关节康复机构在中
间工作空间及整个工作空间内同样具有较好的灵巧

性能.

图 12 γ = −20◦ 时机构的条件数倒数

Fig. 12 The mechanism′s condition number reciprocal at

γ = −20◦

3.4 刚度分析

并联机构刚度是指末端动平台在外力作用下,
由于弹性元件的变形引起位移大小的度量, 产生变
形的有连杆本身、连接铰链及关节驱动装置. 对于多

数机构而言, 在假定连杆和铰链是刚性的前提下, 变
形的主要来源是传动、减速装置和伺服驱动系统[24].
为了简便起见, 通常将驱动关节的刚度 (包括传动减
速装置) 用一弹簧常数 ki 来表示, 即:

fi = ki∆qi (25)

式中, fi 为驱动力, ∆qi 为 fi 作用产生的附加变形

量.

图 13 γ = 0◦ 时机构的条件数倒数

Fig. 13 The mechanism′s condition number reciprocal at

γ = 0◦

图 14 γ = 20◦ 时机构的条件数倒数

Fig. 14 The mechanism′s condition number reciprocal at

γ = 20◦

忽略重力和关节摩擦力的影响, 根据雅可比矩
阵可得, 作用在动平台上的力矢量 FFF 与驱动力矢量

fff 满足:

fff = JTFFF (26)

再从微分运动分析可知, 由 fff 作用产生的附加变形

量 ∆qqq 引起的末端位移量 ∆θθθ 为:

∆θθθ = J∆qqq (27)
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其中, J 为机构速度雅可比矩阵.
机构有三个相同的驱动支链, 由结构的对称性,

可认为每个驱动支链的刚度相等, 则驱动系统刚度
为 k = diag {k1, k2, k3}, 其中 k1 = k2 = k3 = 1[25].
将式 (25) 写成矢量形式:

fff = k∆qqq (28)

综合式 (26)∼ (28) 可得:

FFF =
(
JT

)−1
k (J)−1 ∆θθθ (29)

J∗ =
(
JT

)−1
k (J)−1 (30)

式 (30) 中, J∗ 即为机构的刚度雅可比矩阵. 现
假设作用在动平台的力矢量 FFF 的模为单位 1, 即
‖FFF‖ = 1, 则可求得末端动平台位移量 ‖∆θθθ‖ 的极
值. 方法如下:
首先, 建立拉格朗日方程:

LG = FFFT
(
JJT

)T (
JJT

)
FFF − λG

(
FFFTFFF − 1

)
(31)

式中, λG 为拉格朗日乘子.
然后, 由条件极值求解需满足的条件得:

∂LG

∂FFF
= 000,即

(
JJT

)T (
JJT

)
FFF − λGFFF = 000 (32)

其中, λG 也是 (JJT)T (JJT) 的特征值.
最后, 由特征值求解可得到, 末端动平台位移量

‖∆θθθ‖ 的极大值和极小值:

‖∆θθθmax‖ =
√

λG max, ‖∆θθθmin‖ =
√

λG min (33)

机构沿位移极大值的方向, 其刚度最差, 沿极小
值的方向, 其刚度最好. 但在实际应用中很难出现最
小位移的情况, 因而最小位移量 (特征值极小值) 并
不能代表机构的刚度性能, 故取位移极大值来衡量
机构的刚度性能[24−25], 表达式如下:

‖∆θθθmax‖ =
√

λG max (34)

‖∆θθθmax‖ 表示机构动平台在受到单位力的作
用时最大的位移量. 因此, 机构在任意位形下,
‖∆θθθmax‖ 越小, 机构的刚度性能越好. 同可操作度分
析, 在工作空间内, 分别绘制了 γ = −20◦, 0◦, 20◦ 时
机构刚度性能的分布图, 如图 15∼ 17 所示.

由图 15∼ 17 分析可知, 机构在工作空间内,
‖∆θθθmax‖ 值越接近中间区域越小, 也即刚度性能越
好, 由图 1 中踝关节运动范围可以发现, 踝关节康复
运动也主要集中在中间区域, 也即刚度性能较好的
区域, 故机构适合用于踝关节康复训练.

图 15 γ = −20◦ 时机构的刚度性能

Fig. 15 The mechanism′s stiffness performance at

γ = −20◦

图 16 γ = 0◦ 时机构的刚度性能

Fig. 16 The mechanism′s stiffness performance at γ = 0◦

图 17 γ = 20◦ 时机构的刚度性能

Fig. 17 The mechanism′s stiffness performance at

γ = 20◦

4 静力学性能分析

4.1 静力雅可比矩阵

静力雅可比矩阵表征了机构驱动器输入力或力

矩与动平台静态操作力或力矩之间的映射关系[24],
是对机构进行静力学性能分析的重要依据, 可利用
速度雅可比矩阵通过虚功原理求得. 根据动平台的
运动特点, 假设动平台在外力矩M 的作用下, 动平
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台的虚转角为∆ϕϕϕ, 相应地输入端驱动关节在驱动力
矩 τττ 作用下虚转角为 ∆qqq, 则驱动力矩 τττ 及外力矩

M 所作虚功为:

W1 = τττ ·∆qqq (35)

W2 = MMM ·∆ϕϕϕ (36)

其中τττ =
(
τ1 τ2 τ3

)T

,MMM =
(
M1 M2 M3

)T

,

∆qqq =
(
∆q1 ∆q2 ∆q3

)T

, ∆ϕϕϕ =
(
∆ϕ1 ∆ϕ2

∆ϕ3

)T

.

由虚功原理知:

W1 −W2 = 0 (37)

代入式 (35) 及 (36) 整理得:

τττT ·∆qqq −MMMT ·∆ϕϕϕ = 0 (38)

其中, 虚转角 ∆qqq 与 ∆ϕϕϕ 满足的几何约束条件由机

构的速度雅可比矩阵确定, 即:

∆ϕϕϕ = J∆qqq (39)

代入式 (38) 得:

MMM =
(
JT

)−1
τττ (40)

Jf =
(
JT

)−1
(41)

所得 Jf 即为机构静力雅可比矩阵.

4.2 力矩传递性能分析

3-UPS/RRR 并联机构只有三个转动方向的自
由度, 运动过程中主要传递力矩. 故对静力雅可比矩
阵的关系式 (40) 取 2 范数, 代入式 (41) 得:

‖MMM‖2 = τττT · JT
f Jf · τττ (42)

设输入量为单位力矩矢量, 即:

‖τττ‖ = τττTτττ = 1 (43)

构造如下拉格朗日方程:

LM = τττTJT
f Jfτττ − λi

(
τττTτττ − 1

)
(44)

式中 λi 为拉格朗日乘子, 则输出力矩取极值的条件
为:

∂LM

∂τττ
= 000,即 JT

f Jfτττ − λiτττ = 000 (45)

其中, λi 也为矩阵 JT
f Jf 的特征值, 由此得输出力矩

M 的极值为:

‖MMM‖max =
√

λi max, ‖MMM‖min =
√

λi min (46)

机构在运动过程中只能在一个方向出现最大输

出力矩, 但在实际应用中很难出现最大输出力矩的
情况, 因此, 最大输出力矩并不能表征机构的力矩传
递性能. 故将驱动力矩为单位向量时, 输出力矩极小
值作为评价机构力矩传递性能 T (M) 的指标[25−26],
且极小值越大, 机构的力矩传递性能越好, 表达式如
下:

T (M) =
√

λi max (47)

根据式 (47) 分别绘制当 γ = −20◦, 0◦, 20◦ 时
机构力矩传递性能指标, 如图 18∼ 20 所示.
由图 18∼ 20 分析可知, 在工作空间内, T (M)

值主要集中在 0.6 到 0.8 之间, 且随着转动角度的增
大, 力矩传递性能逐渐减小且变化趋势比较平缓均
匀. 但是不难看出, 在中间区域力矩传递性能要优于
边缘部分, 而踝关节康复运动也主要集中在中间区
域, 因此满足踝关节康复训练要求.

图 18 γ = −20◦ 时机构的力矩传递性能

Fig. 18 The mechanism′s torque transmission

performance at γ = −20◦

图 19 γ = 0◦ 时机构的力矩传递性能

Fig. 19 The mechanism′s torque transmission

performance at γ = 0◦
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图 20 γ = 20◦ 时机构的力矩传递性能

Fig. 20 The mechanism′s torque transmission

performance at γ = 20◦

5 动力学分析

机构动力学分析的主要目的是研究机构运动参

数与驱动力之间的映射关系, 它是机构优化设计、
动态性能评价及运动控制的基础. 文献 [27] 运用牛
顿 –欧拉法建立了 Tricept 并联机构的逆动力学方
程, 并对驱动优化问题进行了研究. 文献 [28] 运用牛
顿 –欧拉法分析 2UPS-2RPS 机构的逆动力学问题,
在给定动平台的运动规律和外力后求解出所需驱动

力和约束力矩. 基于 3-UPS/RRR 并联踝关节康复
机构, 运用牛顿 –欧拉法, 对机构的逆动力学问题进
行分析.

5.1 主动支链动力学

如图 7 所示, 设在支链坐标系下第 i 支链作用

于动平台的三维力向量 ifffai = (faix faiy faiz)T, 在
定坐标系下重力加速度向量 ggg = (0 0 −g)T. 则相
对坐标原点 Ci, 运动支链合外力矩向量可表示为:

iMMMCi
= li

iSSSi ×
(−ifffai

)
+

[m1e1 + m2 (li − e2)]
(

iSSSi × iggg
)

(48)

合惯性力矩向量为:
iMMMCih =−m1e1

(
iSSSi × iaaadi

)−m2 (li − e2)×(
iSSSi × iaaaui

)− iId
iεεεi − iωωωi ×

(
iId

iωωωi

)−
iIu

iεεεi − iωωωi ×
(

iIu
iωωωi

)

(49)

根据欧拉方程, 得到力矩平衡方程:

iMMMCi
+ iMMMCih = 000 (50)

式中, li 为支链 i的长度, iSSSi 为支链坐标系下轴 ZCi

所在方向的单位向量; m1、m2 分别为下缸体和活塞

的质量; e1、e2 分别为下缸体质心 di 到 Bi 的距离

和活塞的质心 ui 到 Ai 的距离; iId、
iIu 分别为下缸

体和活塞在第 i 支链坐标系下关于质心的惯性矩阵;
iωωωi、

iεεεi 分别为支链坐标系下 i 支链的角速度和角加

速度, 且 iωωωi = q̇qqi, iεεεi = q̈qqi.

5.2 动平台动力学

对动平台进行分析, 由牛顿定理得:

3∑
i=1

Offfai + FFF ex + FFF C + mggg = maaaQ (51)

式中, Q 为动平台的质心; m 为动平台的质量;
Offfai = ROCi

ifffai 为定坐标系下支链 i 作用于动

平台的力; FFF ex 为作用于动平台的外力, FFF C =
(Fx Fy Fz)T 为约束支链对动平台的约束力, 由动
平台只有转动自由度知, aaaQ = (0 0 0)T m/s2.
由欧拉方程得到, 动平台在动坐标系下关于质

心的力矩平衡方程为:

TNNNQ +
3∑

i=1

Taaai × Tfffai + TnnnQ = 000 (52)

式中, TNNNQ 为动平台所受载荷力矩矢量在动坐标系

下的表示; Tfffai = ROT
Offfai 为动坐标系下第 i 支链

对动平台的作用力; Taaai 为球副中心 Ai 在动坐标系

下的位置向量; TnnnQ 为动平台关于质心的合惯性力

矩向量在动坐标系下的表示, 即

TnnnQ = −T JQ
Tεεε− Tωωω × (

T JQ
Tωωω

)
(53)

式中, T JQ 为动平台在动坐标系下关于质心的惯性

矩阵, Tεεε、Tωωω 为动平台的角加速度和角速度在动坐

标系下的表示.
联立式 (50), (52) 与 (53), 可求得 ifaix, ifaiy,

ifaiz (i = 1, 2, 3), 代入式 (51) 即可得到 FFF C , 另驱
动力可表示为:

Fi = ifaiz + m2g cos θi + m2
iauiz (54)

式中, θi 为支链 i 与定平台的夹角.

5.3 算例仿真

给定 3-UPS/RRR 并联机构的几何和物理参数
如下: m = 2 kg, m1 = m2 = 1 kg, e1 = e2 = 0.1m,
机构所受外载荷 FFF ex = (0 0 −100)T N, 动坐标系
下动平台所受载荷力矩矢量 TNNNQ = (10 10 10)T

N·m, 重力加速度 ggg = (0 0 −9.8)T m/s2,
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cos θi = 0.589.

T JQ =




0.01 0 0

0 0.01 0

0 0 0.02




iId = iIu =




0.0025 0 0

0 0.0025 0

0 0 0




考虑踝关节康复运动需要且不失一般性, 设动
平台初始姿态: (α0 β0 γ0) = (0 −π/9 −π/18); 初
始角速度: Tωωω0 = (0.1 0.1 0.1)T rad/s; 角加速度:
Tεεε = (0.02 0.02 0.02)T rad/s2.
令时间 t = 5 s, 经Matlab 编程计算, 可得三个

UPS 支链驱动力和约束支链的约束力, 分别如图 21
和图 22 所示.

图 21 三个 UPS 支链的驱动力

Fig. 21 The driving forces of three UPS branches

图 22 约束支链的约束力

Fig. 22 The constraint force of constraint branches

由图 21 可知, 驱动力在 –100∼ 100N 之间, 主
要用于实现动平台三个方向的转动, 由于给出的运
动轨迹是一条不规则的曲线, 三个驱动力的变化没

有规律性, 更具有一般性. 图 22 中, 约束力 Fx 与

Fy 在 0∼ 200N 之间, 主要用来平衡支链驱动力在
x、y 方向的分量和动平台的惯性力, Fz 比 Fx 和 Fy

大,是因为 Fz 需要平衡动平台的重力、施加的外力、

驱动力在 z 方向的分量和动平台的惯性力.

6 结论

本文结合踝关节的解剖结构及其运动特性, 在
分析现有踝关节康复机构的基础上, 提出一种 3-
UPS/RRR 并联踝关节康复机构. 该机构不仅能
满足踝关节康复所需的背伸/跖屈、内翻/外翻、内
收/外展三个方向的运动, 还能保证机构的转动中心
与踝关节的运动中心重合. 机构采用三个伸缩支链
驱动, 结构简单, 没有冗余支链, 且采用主动支链倾
斜布置避开机构的奇异位形, 通过搜索算法找到了
合适的倾斜角以满足踝关节康复运动需要. 机构位
置反解及工作空间的求解分析表明机构能很好地完

成踝关节康复训练. 基于速度雅可比矩阵的仿真分
析结果表明, 机构具有良好的运动学性能与静力学
性能, 适合用于踝关节康复训练. 利用牛顿 –欧拉法
建立机构的逆动力学方程, 求解出支链驱动力、约束
支链约束力与运动参数间的映射关系, 并通过实例
仿真为 3-UPS/RRR 机构的康复运动控制和驱动系
统的选取提供参考.
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