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针对一类非线性系统的多变量线性

扩张状态观测器及其收敛性分析

刘晓东 1

摘 要 针对一类非线性不确定系统, 构造了一种多变量线性扩

张状态观测器 (Multi-variable linear extended state observer,

MVLESO), 用于实时估计非线性系统的不确定动态. 采用频域分析

方法, 剖析了所构造的MVLESO 在非线性系统不确定动态估计方面的

收敛性, 并推导出不确定动态的频域估计误差模型. 仿真结果表明, 所设

计的 MVLESO 可以较为精准地估计出非线性系统当前的不确定动态,

该特性为基于MVLESO 鲁棒控制方案的有效实施奠定了基础.
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Multi-variable Linear Extended State

Observer for a Class of Nonlinear Systems
and Its Convergence Analysis

LIU Xiao-Dong1

Abstract For a class of nonlinear uncertain systems, a multi-

variable extended state observer (MVLESO) is constructed, and

it is employed to estimate the uncertain dynamics of nonlinear

system in real time. By means of the analysis method in fre-

quency domain, the convergence property with respect to the

estimation on uncertain dynamics of nonlinear system is ana-

lyzed. Furthermore, the estimation error model of uncertain

dynamics is deduced in the form of frequency domain. Simu-

lation results show that the as-built MVLESO can accurately

estimate the current uncertain dynamics in nonlinear systems.

This feature lays a foundation for the effective implementation

of MVLESO-based robust control scheme.
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在传统线性控制算法中, PID 控制器在工业控制中占有

重要的地位, 然而随着应用广泛性的增加以及现代工业对控

制性能要求的不断提高, 其存在的缺点不断地突显出来[1], 主

要体现在较弱的误差衰减能力和抗干扰能力方面. 为了克

服线性 PID 控制器的缺点, 韩京清提出了一种自抗扰控制

(Active disturbance rejection control, ADRC)技术[2−3], 这

是一种可以实时估计并补偿系统不确定动态的鲁棒控制技

术, 其不需要精确的对象模型信息, 也不需要假设不确定模
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型为参数线性化或者是有界的, 故而可以应对较大范围的不

确定系统. 目前, ADRC 技术已在许多领域得到广泛研究和

应用, 如高精度伺服系统控制[4−5]、机器人控制[6−7]、飞行器

制导与控制[8−11] 等, 并展示出传统控制方法不可比拟的效

果. 文献 [12−14] 已对 ADRC 的思想、研究现状和发展方向

进行了较为详细的综述和展望.

ADRC 控制器主要涉及三个部分的设计问题, 分别为

安排过渡过程、扩张状态观测器 (Extended state observer,

ESO) 设计以及误差反馈控制律设计, 而且我们可以根据工

程实际需求独立地研究和设计各个组成部分[2]. 其中, ESO

作为 ADRC 等非线性控制的重要组成部分, 可以较为精准

地估计出系统当前的未知不确定动态, 估计量将被补偿到控

制系统中, 从而使控制系统的鲁棒性能得到有效提高, 同时

补偿之后的控制系统结构简单易于进一步的设计与分析. 由

于 ESO 在不确定动态估计方面的收敛性将影响到整个闭环

控制系统的性能, 因此研究其在不确定动态估计方面的收敛

性是非常有必要的.

目前, 在研究 ESO 对非线性系统不确定动态估计方面

的收敛问题时, 大多数文献所选取的研究对象为某类单输入

单输出非线性系统[15−18], 其系统状态变量间存在微分关系

ẋxxn−1 = xxxn 且其扩展状态变量是单维的. 此类非线性系统的

结构相对简单, 故通过时域分析法证明所构建 ESO 的估计

收敛性是可行的. 但对于结构更为一般且较为复杂的多输入

多输出非线性系统 ẋxx = f(xxx) + g(xxx)uuu +ddd, yyy = xxx (xxx, yyy ∈ Rn,

uuu ∈ Rm), 例如典型的飞行器一体化制导控制系统[9]、高超

声速飞行器姿态运动系统[11]、航天器姿态动力学系统[19] 等,

将难以借助时域分析法完成 ESO 估计收敛性的证明, 而目

前尚有的时域分析方法和体系也难以发挥其作用, 因此针对

此类系统有必要从其他思路来探索 ESO 估计收敛性的分析

方法. 另一种控制系统的分析方法— 频率分析法, 可根据系

统传递函数得到相应的频率特性, 该频率特性具有较明确的

物理意义, 并可作为分析控制系统性能的依据. 当系统阶数

较高时, 频域分析法避免了直接求解高阶微分方程带来的困

难, 具有更优越的实用性和方便性, 故而在实际工程设计中

得到广泛的应用. 鉴于此, 本文借助于频域分析方法进行相

关问题的探索, 研究 ESO 在一类多输入多输出非线性系统

不确定动态估计方面的收敛性.

综合考虑估计精准性、控制平滑性以及算法易于实现

性[20], 本文构建一种多变量线性扩张状态观测器 (Multi-

variable linear extended state observer, MVLESO), 用于

实时估计非线性控制系统的多维不确定性向量. 为了减轻

MVLESO 的估计负担, 文中将系统已知的内部动态引入其

构造过程中. 同时, 本文研究了MVLESO 的估计能力问题,

分析了在非线性系统确切模型未知但有界的条件下, 所设计

的 MVLESO 对系统不确定动态的估计收敛情况, 并给出了

频域内的估计误差模型.

1 MVLESO 设设设计计计

针对具有如下形式的非线性系统

ẋxx = f(xxx) + g(xxx)uuu + ddd (1)

式中, xxx ∈ Rn 表示系统状态向量, 是可测的; uuu ∈ Rm 表示

系统控制输入向量, ddd ∈ Rn 表示系统等效干扰向量.

假设非线性系统 (1) 的一部分内部动态是可知的或可测

的, 且 g(xxx) 可以近似获得, 则式 (1) 可以改写为
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ẋxx = f0(xxx) + fu(xxx) + g(xxx)uuu + ddd (2)

式中, f0(xxx) 表示系统已知内部动态, fu(xxx) 表示系统未知动

态. 根据自抗扰控制的基本思想, 需要扩展的状态向量 (即不

确定性向量) 可以表示为

x̄xx = fu(xxx) + ddd (3)

于是, 针对非线性系统 (1), 构造一种MVLESO, 用于系统不

确定动态的实时估计.




eee1 = zzz1 − xxx

żzz1 = zzz2 + f0(xxx) + g(xxx)uuu− β0eee1

żzz2 = −β1eee1

(4)

式中, 向量 zzz1 是对非线性系统状态向量 xxx 的实时估计, 向量

zzz2 是对不确定性向量 x̄xx的实时估计,状态观测增益矩阵 β0 =

diag {β01 β02 · · · β0n}, β1 = diag {β11 β12 · · · β1n},
且 β0i > 0, β1i > 0 (i = 1, 2, · · · , n). 相比文献 [9] 中方法,

将已知的系统内部动态引入到 MVLESO 的构建中, 这样可

以从一定程度上减轻其估计负担[11]. 同时, 相比于文献 [9]

和文献 [11], 本文将两个增益变量由标量形式改写为矩阵形

式, 可使得多输入多输出系统各通道中的状态观测增益值不

同, 从而增强 MVLESO 设计的灵活性并提高其综合估计能

力. 图 1 给出含MVLESO 系统的结构示意图.

图 1 含MVLESO 系统结构图

Fig. 1 Structure diagram of MVLESO-based system

因此, 针对非线性系统 (1), 可以构造如式 (4) 所示的

MVLESO, 用于实时估计非线性系统中的多维不确定性向

量.

2 估计收敛性分析

本节通过求解传递函数并采用工程上较为实用的频域分

析方法, 重点分析设计的 MVLESO 在非线性系统不确定动

态估计方面的收敛性, 并给出相应的估计误差模型.

根据式 (2)∼ (4), 可以得到:

ėee1 = żzz1 − ẋxx = zzz2 − β0eee1 − x̄xx (5)

然后, 选取新的状态向量为 xxxa = [eee1; zzz2 ], 新的控制输入向

量为 uuua = [−x̄xx; 000n×1], 000n×1 表示 n 维零向量. 那么, 根据

式 (4) 和式 (5), 可以构造如下多变量线性系统:

ẋxxa = Aaxxxa + Bauuua (6)

式中, 矩阵表达式为

Aa =

[
−β0 In×n

−β1 0n×n

]
, Ba =

[
In×n 0n×n

0n×n In×n

]

而且, In×n 表示 n 阶单位矩阵, 0n×n 表示 n 阶零矩阵.

对具有状态空间方程形式的系统 (6) 进行拉氏变化, 可

以得到传递函数表达式

Xa(s) = (sI2n×2n −Aa)−1 BaUa(s) (7)

式中, Xa(s) 和 Ua(s) 分别为 xxxa 和 uuua 对应的拉氏变换向量,

I2n×2n 表示 2n 阶单位矩阵.

为了求取逆矩阵 (sI2n×2n −Aa)−1 的解析形式, 可以利

用如下的矩阵等式:
[

sIn×n + β0 −In×n

β1 sIn×n

] [
G11(s) G12(s)

G21(s) G22(s)

]
=

[
In×n 0n×n

0n×n In×n

]
(8)

即 (sI2n×2n −Aa)−1G = I2n×2n, 式中, G11(s), G12(s),

G21(s), G22(s) 均为 n 阶传递函数矩阵.

考虑到控制输入向量 uuua 的特殊形式, 不需要求取

G12(s) 和 G22(s) 的具体表达式, 只考虑如下方程组即可:
{

(sIn×n + β0) G11(s)−G21(s) = In×n

β1G11(s) + sG21(s) = 0n×n

(9)

通过求解式 (9), 可以得到G11(s) 和G21(s) 的解析表达

式, 即:
{

G11(s) =
(
In×ns2 + β0s + β1

)−1
s

G21(s) = −β1

(
In×ns2 + β0s + β1

)−1 (10)

不失一般性, 观测增益矩阵可取为 β0 = 2βs, β1 = βs
2,

其中 βs = diag {βs1 βs2 · · · βsn}, 且 βsi > 0 (i = 1, 2,

· · · , n), 将其带入上式可得:
{

G11(s) = (In×ns + βs)
−2s

G21(s) = −βs
2(In×ns + βs)

−2
(11)

根据式 (7) 和式 (11) 可得传递函数关系
{

E1(s) = −G11(s)X̄(s) = −(In×ns + βs)
−2sX̄(s)

Z2(s) = −G21(s)X̄(s) = βs
2(In×ns + βs)

−2X̄(s)

(12)

式中, E1(s), Z2(s) 和 X̄(s) 分别为 eee1, zzz2 和 x̄xx 对应的拉氏

变换向量, 各时域/频域向量定义形式如下:

eee1(t) =
[

e11(t) e12(t) · · · e1n(t)
]T

eee2(t) =
[

e21(t) e22(t) · · · e2n(t)
]T

zzz2(t) =
[

z21(t) z22(t) · · · z2n(t)
]T

x̄xx(t) =
[

x̄1(t) x̄2(t) · · · x̄n(t)
]T

E1(s) =
[

E11(s) E12(s) · · · E1n(s)
]T

E2(s) =
[

E21(s) E22(s) · · · E2n(s)
]T

Z2(s) =
[

Z21(s) Z22(s) · · · Z2n(s)
]T

X̄(s) =
[

X̄1(s) X̄2(s) · · · X̄n(s)
]T
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于是, 式 (12) 可以较为直观地展现出输入变量 (即实际不确

定性向量) 与输出变量 (即状态估计误差向量与不确定性估

计向量) 之间的传递关系, 它也可表示为如下标量形式:





Ḡ1i(s) =
E1i(s)

X̄i(s)
= − s

(s + βsi)
2

Ḡ2i(s) =
Z2i(s)

X̄i(s)
=

βsi
2

(s + βsi)
2

, i = 1, 2 , · · · , n

(13)

将 s = jω 带入上式, 可得:





Ḡ1i(jω) = − jω

(jω + βsi)
2 = −

jω
βsi

2(
jω
βsi

+ 1
)2

Ḡ2i(jω) =
βsi

2

(jω + βsi)
2 =

1(
jω
βsi

+ 1
)2

(14)

此时, 若假设非线性控制系统第 i 通道所包含动态特性

的最大频率为 ωmi (rad/s), 故当满足 βsi À ωmi 时, 有如下

关系式成立:

{
Ḡ1i(jω) ≈ 0

Ḡ2i(jω) ≈ 1
, ω ≤ ωmi (15)

上式说明在满足一定条件时, 构造的 MVLESO 对非线性系

统状态变量和不确定动态均具有精确的估计能力, 即验证了

MVLESO 在估计方面的收敛性. 值得注意的是, 参数 βsi 的

选取将决定着MVLESO 对第 i 通道的估计带宽. 与此同时,

因为在实际控制系统中难以绝对实现条件 βsi À ωmi, 因此

必然会存在一定的估计误差.

下面具体分析 MVLESO 对不确定动态的估计收敛情

况, 首先根据式 (12) 推导出系统不确定动态的频域估计误差

模型, 即

E2(s) = X̄(s)− Z2(s) =

s (In×ns + 2βs) (In×ns + βs)
−2 X̄(s) (16)

类似地, 式 (16) 可以表示为如下标量形式:

E2i(s) =
s (s + 2βsi)

(s + βsi)
2 X̄i(s), i = 1, 2 , · · · , n (17)

以系统第 i 通道为例, 下面给出不同 βsi 取值时, 频域估

计误差模型 (17) 中传递函数的幅频特性曲线图.

由图 2 可以得出, 对于特定取值的增益 βsi, 估计误差模

型传递函数的低频幅值衰减特性较好, 表明此时 MVLESO

的估计能力较强, 估计收敛性较好; 然而其高频段的幅值衰

减特性较差, 直至无幅值衰减, 此时MVLESO 的估计能力较

弱, 直至估计输出为零, 即估计收敛性较差. 与此同时, 当 βsi

值增大时, 估计误差模型传递函数的幅频特性衰减带宽也随

之增大, 意味着MVLESO 的估计能力增强, 估计收敛性也得

以改善.

在非线性系统 (1) 不确定动态有界的条件下, 则有

|X̄i(jω)| ≤ Msi (Msi > 0), 根据估计误差模型传递函数

的幅频特性可知, MVLESO 的估计误差也是有界的, 而且

随着 βsi 值的增大, 在一定频率范围内估计误差的界值也将

随之减小. 此外, 通过估计误差模型 (17) 及其传递函数幅

频特性曲线, 也可以获取一定频率范围内估计误差的界值水

平, 例如 βsi = 100 时, 假设所考虑的频率范围选取为 ω ∈
[0 20] rad/s, 则有 |E2i(jω)|< 0.4

∣∣X̄i(jω)
∣∣ ≤ 0.4Msi, 它将

为基于 ESO 闭环控制系统的设计与分析提供依据.

图 2 不同 βsi 取值时估计误差模型传递函数的幅频特性曲线

Fig. 2 Magnitude-frequency curves of transfer functions in

estimation error models with different βsi

下面以 x̄i(t) = A · 1(t) (A > 0) 为例, 给出基于频域估

计误差模型的时域分析结果. 此时, X̄i(s) = A/s, 将其带入

式 (17), 可得:

E2i(s) =
A (s + 2βsi)

(s + βsi)
2 =

Aβsi

(s + βsi)
2 +

A

s + βsi
(18)

对上式进行拉氏反变换, 可得到时域响应表达式

e2i(t) = L−1 [E2i(s)] = Aβsite
−βsit + Ae−βsit (19)

进一步, 可以得到时域响应的稳态误差为

e2i ss = lim
t→∞

e2i(t) = 0 (20)

由此可见, 对于阶跃型干扰信号, MVLESO 对其估计误

差将随时间趋于零.

3 仿真分析

本节通过计算机仿真验证本文构造的MVLESO 在非线

性系统不确定动态估计方面的有效性和精准性, 并通过方案

对比分析展现其设计和性能方面的优势.

仿真中, 选取的非线性系统如下所示:





ẋ1 = x2
2 + 2x4 + d1

ẋ2 = x3 + 2x2
1 + d2

ẋ3 = sin(x4) + 3x1u1 + d3

ẋ4 = cos(x3) + 2x2u2 + d4

(21)

针对所选取的非线性系统, 可构造形如式 (4) 所示的

MVLESO, 其中

xxx =
[

x1 x2 x3 x4

]T

, ddd =
[

d1 d2 d3 d4

]T

uuu =
[

u1 u2

]T
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f0(xxx) =




x2
2 + 2x4

x3 + 2x2
1

sin(x4)

cos(x3)




, g(xxx) =




0 0

0 0

3x1 0

0 2x2




仿真中, 对比方案选取为滑模干扰观测器 (Sliding mode

disturbance observer, SMDO), 其基本构造形式如下:




eee1 = zzz1 − xxx

żzz1 = f0(xxx) + g(xxx)uuu + vvv,

zzz2 = vvv

vvv = −Keee1 −Qsgn(eee1)

(22)

式中, 状态观测增益矩阵为 K = diag {k1 k2 · · · kn}, Q

= diag {q1 q2 · · · qn}, 且 ki > 0, qi > 0 (i = 1, 2, · · · , n),

向量函数 sgn 定义为

sgn(eee1) = [sgn(e11) sgn(e12) · · · sgn(e1n)]T (23)

不失一般性, 为了防止符号函数带来的估计量高频抖动

问题, 此处将采用饱和函数代替式 (23) 中的符号函数, 随之

式 (22) 中的向量函数 sgn 将替代为向量函数 sat, 其定义如

式 (24) 和式 (25) 所示.

sat(eee1, δδδ) = [sat(e11, δ1) sat(e12, δ2) · · · sat(e1n, δn)]T

(24)

sat(e1i, δi) =





1, e1i > δi

e1i

δi
, |e1i| ≤ δi

−1, e1i < −δi

, i = 1, 2, · · · , n (25)

式中, 边界层向量定义为 δδδ = [δ1 δ2 · · · δn]T. 这样, 原

始观测器 (22) 将转变为改进型滑模干扰观测器 (Improved

sliding mode disturbance observer, ISMDO), 它将作为另外

一种对比方案, 其构造形式如下:




eee1 = zzz1 − xxx

żzz1 = f0(xxx) + g(xxx)uuu + vvv,

zzz2 = vvv

vvv = −Keee1 −Qsat(eee1, δδδ)

(26)

为了验证 MVLESO 对时变干扰信号的估计效果, 对系

统施加控制量

u1 = 0.1 sin(2πt), u2 = 0.1 cos(2πt)

然后, 同时加入 4 个不同的时变干扰信号, 并分别选取为

d1 = 0.1× 1(t)

d2 = 0.1× 1(t) + 0.1 sin(2πt)

d3 = 0.1× 1(t) + 0.2 cos(3πt)

d4 = 0.1× 1(t) + 0.2 cos(4πt) + 0.2 sin(4πt)

此外, 仿真系统的采样步长为 0.001 s.

本文MVLESO 观测增益矩阵选取为

βs = diag {50 200 250 300} , β0 = 2βs, β1 = β2
s

对比方案 SMDO 观测增益矩阵选取为

K = diag {10 20 30 50}
Q = diag {0.05 0.05 0.10 0.15}

下面首先给出 SMDO 对 4 个时变干扰信号的估计曲线,

如图 3 所示.

从图 3 可以看出, 当 SMDO 中切换项增益取常值时, 其

对时变干扰的估计曲线中出现高频抖动现象, 直观表现出原

始 SMDO 的性能缺陷, 进一步体现出引入 ISMDO 方案的

必要性.

采用饱和函数替代符号函数之后, 为了从一定程度上降

低此处理方法造成的鲁棒性能下降问题, 可以适当地提高矩

阵 Q 的元素值, 令

Q = diag {0.1 0.2 0.3 0.5} , δδδ =
[

0.1 0.1 0.1 0.1
]T

下面将对比 ISMDO 和MVLESO 对 4 个时变干扰信号

的估计曲线, 如图 4 所示.

从图 4 可以看出, 相比原始 SMDO 方案, ISMDO 和

MVLESO 均可保证干扰估计信号的平滑性. 然而, 相比

ISMDO 方案, 本文设计的MVLESO 可以更为快速、精确地
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图 3 SMDO 对各干扰量的估计曲线

Fig. 3 Estimation curves of different disturbance variables by

using SMDO

图 4 ISMDO 和MVLESO 对各干扰量的估计曲线

Fig. 4 Estimation curves of different disturbance variables by

using ISMDO and MVLESO
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估计出当前的干扰信号值. 这样, 当采用基于MVLESO 干扰

补偿的控制策略时, 这种特性会大大增强非线性控制系统的

鲁棒性能, 从而确保控制方案的有效实施. 此外, 滑模干扰观

测器方案在设计时需要预先得知或估计不确定性的上界值,

其对干扰的估计精准性在很大程度上依赖于对真实上界值的

复现水平, 但实际上系统不确定性的上界值是很难预先得知

的, 采用估计策略实时获取该值也会进一步增加算法的复杂

程度和工程实现难度, 从而体现出本文 MVLESO 在设计和

性能上的双重优势.

根据之前的分析, 采用 MVLESO 的精准估计并非是绝

对的, 即势必会存在一定的估计误差, 各干扰量的估计误差

曲线如图 5 所示.

此外, 仿真还对 MVLESO 名义估计误差与实际估计误

差进行差值比较与分析. 对于施加的 4 种干扰信号, 两者的

差值结果属于 10−15∼ 10−14 量级, 说明名义估计误差与实

际估计误差是完全一致的, 进一步体现出不确定动态估计误

差模型的正确性. 名义估计误差是指直接通过估计误差模型

(17) 解算出的值, 实际估计误差指真实值与估计值之间的差

值.

图 5 各干扰量的估计误差曲线

Fig. 5 Estimation error curves of different

disturbance variables

4 结论

本文针对一类多输入多输出非线性系统, 利用系统部分

内部动态构建一种 MVLESO, 用于实时估计非线性系统的

多维不确定性向量. 然后, 分析其在不确定动态估计方面的

有界收敛性, 同时推导出频域估计误差模型. 计算机仿真结

果体现出构造的MVLESO 对非线性系统不确定动态的估计

精准性, 同时验证了本文推导出的频域估计误差模型的正确

性. ESO 对不确定动态估计误差的有界性, 将作为基于 ESO

闭环控制方案稳定性分析的前提条件. 此类 MVLESO 的构

造是在非线性系统 (1) 状态可测的条件下进行的, 当其部分

状态不可测时, 还需要进一步研究仅基于系统输出信息的

MVLESO, 关于其构造方法及估计收敛性分析可作为后续研

究内容.
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