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时变线性切换系统的指数镇定

王兴平 1

摘 要 研究满足驻留时间条件的时变线性切换系统的指数镇定问题.

在一致完全可控条件下, 引入带权可控性格拉姆矩阵设计出参数化的反

馈控制器, 利用比较原理给出状态转移矩阵的超调估计. 针对驻留时间已

知和未知两种情况, 通过选择设计参数消除切换产生的超调影响, 建立了

两个指数镇定结论. 最后以仿真实例验证本文结论.
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Abstract The paper considers the exponential stabilization

problem for switched time-varying linear systems with dwell

time. Under the uniformly complete controllability condition,

parameterized feedback controllers are designed by introducing

the weighted controllability Gramian. Furthermore, an estima-

tion of overshoots of the state transition matrix is derived using

the comparison principle. By choosing the parameters to absorb

the resulting overshoots, two exponential stabilization results

are given for the cases of known and unknown dwell time. Fi-

nally, the effectiveness of the results is illustrated by a numerical

example.
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切换系统由一组有限个子系统和一个描述子系统如何切

换的切换规则组成. 工程中有许多系统, 如化工系统、机电系

统、多智能体系统等, 在不同阶段或不同条件需以不同的系

统模型来描述, 它们都可归结为切换系统. 由于这些工程应

用背景的推动, 近年来, 切换系统的研究在控制理论领域备

受关注.

共同二次 Lyapunov 函数方法是切换系统研究最基本的

方法[1−4]. 这一方法与一般系统的 Lyapunov 函数方法平行,

思路最为简明, 得到的结果可以适用于任意切换规则, 但这

一方法对系统有相当高的要求, 文献 [5] 利用 Lie 代数理论

给出共同二次 Lyapunov 函数存在的条件. 对一般切换系统,

共同二次 Lyapunov 函数并不总是存在[6]. 在文献 [7] 中, 作

者针对切换系统的特点引入多 Lyapunov 函数方法, 这一方

法扩展了 Lyapunov 函数方法应用的范围, 是切换系统研究

的重要方法[8−10]. 文献 [11] 将 LaSalle 不变原理推广到一类

线性切换系统, 对多 Lyapunov 函数方法作出进一步的补充
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完善. 还有一些文献不使用 Lyapunov 函数方法研究切换系

统[12−14], 其中文献 [12] 的方法比较富有启发性. 切换系统

在系统切换时会出现超调现象, 它能使一个由稳定子系统组

成的切换系统变得不稳定. 文献 [12] 对切换超调做出估计并

给出消除超调的方法, 建立了线性切换系统指数镇定的结论.

本文在驻留时间假设下研究时变线性切换系统的指数镇

定问题. 在现有文献中, 关于这一问题的结论尚不多见. 在时

变系统中应用 Lyapunov 函数方法往往会牵涉复杂的数学处

理, 本文的研究方法追随文献 [12]. 切换系统不同于一般系统

的一个特点是系统在切换时会发生超调, 这会使由稳定子系

统组成的切换系统变得不稳定. 所以, 实现切换系统的镇定

除实现子系统的镇定外, 还需消除切换超调的不利影响. 本

文引入带权格拉姆可控性矩阵, 对满足一致完全可控性条件

的时变线性系统设计出含设计参数的状态反馈镇定控制器,

然后利用微分方程的比较原理给出系统状态转移矩阵在切换

时的超调估计. 在驻留时间已知和未知两种情况下, 通过选

择适当的设计参数消除超调的不利影响, 给出两个时变线性

切换系统的指数镇定结论. 这两个结论可看作文献 [12] 中的

结果在时变情景下的推广. 本文结论证明使用基于状态转移

矩阵的矩阵分析技术比基于 Lyapunov 函数的分析方法更简

洁, 同时这一方法建立在对系统状态的直接分析上, 相同的

条件下可以得到更直接的结果.

1 基本概念和问题叙述

考虑时变连续线性系统

ẋxx(t) = A(t)xxx(t) + B(t)uuu(t) (1)

这里 xxx(t) ∈ Rn 是系统状态, uuu(t) ∈ Rm 是系统输入, 矩阵

A(t) ∈ Rn×n, B(t) ∈ Rn×m 的元素是定义在 [0,∞) 上的分

段连续函数. 称矩阵微分方程

Ẋ(t) = A(t)X(t), X(s) = I (2)

的解为系统 (1) 的状态转移矩阵, 记为 Φ(t, s). 系统 (1) 的可

控性格拉姆矩阵 (简称格拉姆矩阵) 定义为

G(t, s) =

∫ s

t

Φ(t, σ)B(σ)BT(σ)ΦT(t, σ)dσ (3)

称时变线性系统 (1) 是完全可控的 (Completely control-

lable), 如在任意时刻 t0, 任给初值 xxx0, 都存在定义在某一

区间 [t0, tf ] 上的控制输入 uuu(t), 将系统状态在 tf 时刻驱动

至 0[15]. 系统 (1) 是完全可控的一个充要条件是: 对任给

t0 ≥ 0, 都存在 tf > t0 使得 G(t0, tf ) > 0 是正定的[15]. 进

一步如存在 ε2 > ε1 > 0, δ > 0 使对所有 t ≥ 0 都成立

ε1I ≤ G(t, t + δ) ≤ ε2I (4)

就称系统 (1) 关于完全可控性是一致的 (Uniform with re-

spect to complete controllability)[16].

考虑包含 N 个 n 维时变线性系统的切换系统

ẋxx(t) = Aσ(t)(t)xxx(t) + Bσ(t)(t)uuu(t) (5)

其中切换函数 σ(t) : [0,∞) → {1, 2, · · · , N} 是一个右连续
的分段常值函数, 对 k = 1, · · · , N , 所有矩阵 Ak(t), Bk(t) 的

元素都是分段连续的. 切换函数 σ(t) 的切换时刻 0 = t0 <

t1 < · · · 定义为
tk+1 = inf{t > tk : σ(t) 6= σ(tk)}, k = 0, 1, 2, · · ·
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记 τk = tk+1 − tk. 在本文我们对切换函数 σ(t) 提出驻留时

间假设.

假设 1. 切换函数 σ(t) 的驻留时间 τ = infk τk > 0.

本文研究时变线性切换系统 (5) 的指数镇定问题. 在切

换函数 σ(t) 满足假设 1 的条件下, 分别就 τ 已知和 τ 未知

两种情况设计具有时变增益阵的状态反馈控制器

uuu(t) = Kσ(t)(t)xxx(t) (6)

指数镇定时变线性切换系统 (5).

2 主要结论

2.1 基本引理

仿照文献 [16], 引入带权格拉姆矩阵

G(α, t, s) =

∫ s

t

2e4α(t−σ)Φ(t, σ)B(σ)BT(σ)ΦT(t, σ)dσ

(7)

如存在 δ > 0, 使得对所有 t ≥ 0 系统 (1) 的格拉姆矩阵

G(t, t + δ) > 0, 则对任意 t ≥ 0,

G(α, t, t + δ) > 2e−4αδG(t, t + δ) > 0

取反馈增益阵

K(α, δ, t) = −BT(t)G−1(α, t, t + δ) (8)

将反馈控制 uuu(t) = K(α, δ, t)xxx(t) 作用到系统 (1) 得到

ẋxx(t) = (A(t) + B(t)K(α, δ, t))xxx(t) (9)

以 Φ(α, δ, t, s) 表示系统 (9) 的状态转移矩阵, 下面引理

给出一个 Φ(α, δ, t, s) 的范数估计.

引理 1. 如果存在 ε2 > ε1 > 0, δ > 0 使得系统 (1) 的格

拉姆矩阵 G(t, s) 对所有 t ≥ 0 满足式 (4), 则对任意 α > 0

和任意 t ≥ s ≥ 0 都有

‖Φ(α, δ, t, s)‖ ≤
√

ε2ε
−1
1 e2αδe−2α(t−s) (10)

从引理 1 的结论可以推出, 当 α > 0 时, 控制器 (8) 可以

指数镇定系统 (1). 另外, 当 t → s 时, 状态转移矩阵会出现

瞬态超调[12]. 引理 1 对这一超调也给出估计, 这一超调具有

上界
√

ε2ε
−1
1 e2αδ. 超调现象对切换系统的稳定控制有着不

利的影响, 它能使由稳定子系统组成的切换系统经切换变为

不稳定, 实现切换系统的稳定必须要消除超调的影响. 从引

理 1 可以看出, 当 t > s 时, 只要选取充分大的 α, 自 t 时刻

之后超调对转移矩阵的影响就会被指数衰减项 e−2α(t−s) 任

意抵消. 这一事实是后面主要结论证明的基础. 引理的证明

在附录中给出.

2.2 主要定理

以 Φi(t, s), Gi(t, s) 分别表示切换系统 (5) 的第 i 个子系

统

ẋxx(t) = Ai(t)xxx(t) + Bi(t)uuu(t), i = 1, 2, · · · , N (11)

的状态转移矩阵和格拉姆矩阵, 相应的带权格拉姆矩阵

Gi(α, t, s) 定义为

Gi(α, t, s) =

∫ s

t

2e4α(t−σ)Φi(t, σ)Bi(σ)BT
i (σ)ΦT

i (t, σ)dσ,

i = 1, 2, · · · , N

(12)

定理 1. 假定时变线性切换系统 (5) 的切换函数 σ(t) 满

足假设 1 且 τ 已知. 如果存在 δ < τ 和 ε2 > ε1 > 0 使对所

有 i = 1, 2, · · · , N 和所有 t ≥ 0 都有

ε1I ≤ Gi(t, t + δ) ≤ ε2I (13)

则当

α ≥ 1

2

ln ε2 − ln ε1

τ − δ
(14)

时, 状态反馈控制器

uuu(t) = −BT
σ(t)(t)G

−1
σ(t)(α, t, t + δ)xxx(t) (15)

指数镇定时变线性切换系统 (5).

证明.记

Kσ(t)(α, δ, t) = −BT
σ(t)(t)G

−1
σ(t)(α, t, t + δ) (16)

将反馈控制器 (15) 作用到切换系统 (5) 得到

ẋxx(t) =
(
Aσ(t)(t) + Bσ(t)(t)Kσ(t)(α, δ, t)

)
xxx(t) (17)

下面证明如 α 满足条件 (14), 系统 (17) 是指数渐近稳定的.

设 σ(t) 具有切换时刻 0 = t0 < t1 < t2 < · · · , 系统 (17)

可以写成分段形式

rẋxx(t) =
(
Aσ(ti)(t) + Bσ(ti)(t)Kσ(ti)(α, δ, t)

)
xxx(t),

ti ≤ t < ti+1, i = 0, 1, 2, · · ·
(18)

记系统 (18) 在初始 0 时刻的初值为 xxx0, 并令 k = max{i :

ti < t}, 系统 (18) 的状态 xxx(t) 可以表示为

xxx(t) = Φσ(tk)(α, δ, t, tk)
(k−1∏

i=0

Φσ(ti)(α, δ, ti+1, ti)
)
xxx0 (19)

其中 Φi(α, δ, t, s) 是系统

ẋxx(t) = (Ai(t) + Bi(t)Ki(α, δ, t))xxx(t), i = 1, 2, · · · , N

的状态转移矩阵. 于是, 由式 (19), 得

‖xxx(t)‖ ≤ ∥∥Φσ(tk)(α, δ, t, tk)
∥∥×

(k−1∏
i=0

∥∥Φσ(ti)(α, δ, ti+1, ti)
∥∥
)
‖xxx0‖ (20)

利用条件 (14) 可以推出两个不等式,

2ατi − 2αδ − ln

√
ε2ε

−1
1 =

α
τ + δ + τ − δ

τ
τi − 2αδ − ln

√
ε2ε

−1
1 ≥

ατ − αδ + α
τ − δ

τ
τi − ln

√
ε2ε

−1
1 ≥

1

2

ln ε2 − ln ε1

τ
τi

(21)

和

2α(t− tk) ≥ 1

2

ln ε2 − ln ε1

τ
(t− tk) (22)

根据引理 1, 得到 (20) 中状态转移矩阵的估计

∥∥Φσ(tk)(α, δ, t, tk)
∥∥ ≤

√
ε2ε

−1
1 e2αδe−2α(t−tk)

∥∥Φσ(ti)(α, δ, ti+1, ti)
∥∥ ≤ e−(2ατi−2αδ−ln

√
ε2ε−1

1 )

(23)
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将式 (23) 代入式 (20), 并应用式 (21)、(22) 化简整理可

得

‖xxx(t)‖ ≤
√

ε2ε
−1
1 e2αδe−

1
2

ln ε2−ln ε1
τ

t ‖xxx0‖ (24)

此即闭环系统 (17) 是指数渐近稳定的. ¤
下面考虑切换函数 σ(t) 满足假设１但驻留时间 τ 未知

这一情况. 由于定理 1 中的 τ 和 δ 需要满足条件 δ < τ , 在

τ 未知时, 这一条件是无法验证的, 所以, 定理 1 的结论在这

一情况下是不可用的. 下面我们给出新的反馈控制设计方法.

这一方法是在每一切换时刻 tk 给出 τ 的估计值 τ̄k, 根据估

计值 τ̄k 选择满足 δk < τ̄k 的 δk 及合适的 αk, 再由选定的

αk 和 δk 分别按式 (12)、(16) 计算 Gσ(tk)(αk, t, s) 及反馈增

益矩阵Kσ(tk)(αk, δk, t).

为保证 Kσ(tk)(αk, δk, t) 的计算对所有可能的 τ > 0

都有意义, 这里提出条件, 要求对任意小的 δ > 0 都存在

ε1, ε2 > 0 使式 (13) 成立, 也即存在定义在正实数集上的

非负连续函数 ε2(δ) > ε1(δ) > 0, 使对所有 i = 1, 2, · · · , N ,

t ≥ 0 和 δ > 0 都有

ε1(δ)I ≤ Gi(t, t + δ) ≤ ε2(δ)I (25)

定义函数

h(δ) = max
δ≤s≤1

√
ε2(s)ε

−1
1 (s), 0 < δ ≤ 1

则 h(δ) > 1 且在 (0, 1] 上是连续单调下降的.

依照上面描述的思路, 下面给出在每一切换时刻设计状

态反馈控制器的递归步骤.

初始化. 在系统初始时刻 t0 = 0, 直接取 τ̄0 = 2 作为 τ

的估计值, 然后定义

δ0 = 1, α0 = 1

按式 (12) 和式 (16) 分别计算格拉姆矩阵 Gσ(t0)(α0, t, s) 和

反馈增益矩阵 Kσ(0)(α0, δ0, t), 定义 t0 = 0 时刻状态反馈控

制器为

uuu(t) = Kσ(0)(α0, δ0, t)xxx(t) (26)

步骤 1. 在切换时刻 t = t1, 取 τ̄1 = min{τ̄0, τ0} 作为 τ

的估计值并定义

δ1 = min{1

2
τ̄1, 1}, α1 =

ln h(δ1)

δ1

按式 (12) 和式 (16) 分别计算格拉姆矩阵 Gσ(t1)(α1, t, s) 和

反馈增益矩阵Kσ(t1)(α1, δ1, t), 定义 t1 时刻状态反馈控制器

为

uuu(t) = Kσ(t1)(α1, δ1, t)xxx(t) (27)

步骤 k. 在切换时刻 t = tk, 取 τ̄k = min{τ̄k−1, τk−1} 作
为 τ 的估计值并定义

δk = min{1

2
τ̄k, 1}, αk =

ln h(δk)

δk

按式 (12) 和式 (16) 分别计算格拉姆矩阵 Gσ(tk)(αk, t, s) 和

反馈增益矩阵 Kσ(tk)(αk, δk, t), 定义 tk 时刻状态反馈控制

器为

uuu(t) = Kσ(tk)(αk, δk, t)xxx(t) (28)

按这样的递归程序, 我们在每一切换时刻都设计出状态

反馈控制器. 下面证明, 如条件 (25) 成立, 这样递归设计的

状态反馈控制器可以在 τ 未知时实现切换系统 (5) 的指数镇

定.

定理 2. 假定时变线性切换系统 (5) 的切换函数 σ(t) 满

足假设 1 但 τ 未知. 如果存在定义在正实数集上的非负连续

函数 ε2(δ) > ε1(δ) > 0, 使得式 (25) 对所有 i = 1, 2, · · · , N ,

t ≥ 0 和 δ > 0 都成立, 则按以上递归步骤设计的状态反馈控

制器指数镇定时变线性切换系统 (5).

证明. 在每一切换时刻将如上递归设计的状态反馈控制

器作用于切换系统 (5), 其闭环系统可以写成分段形式

ẋxx(t) = [Aσ(ti)(t) + Bσ(ti)(t)Kσ(ti)(αi, δi, t)]xxx(t),

ti ≤ t < ti+1, i = 0, 1, 2, · · · (29)

令 k = max{i : ti < t} 并记系统 (29) 在初始 0 时刻的初值

为 xxx0, 闭环系统 (29) 的状态 xxx(t) 可以表示为

xxx(t) = Φσ(tk)(αk, δk, t, tk)
(k−1∏

i=0

Φσ(ti)(αi, δi, ti+1, ti)
)
xxx0

其中 Φσ(ti)(αi, δi, t, s), i = 0, 1, · · · 是系统

ẋxx(t) = [Aσ(ti)(t) + Bσ(ti)(t)Kσ(ti)(αi, δi, t)]xxx(t),

i = 0, 1, 2, · · ·

的状态转移矩阵.

利用引理 1 并注意
√

ε2(δ)ε
−1
1 (δ) ≤ h(δ), 可得

∥∥Φσ(ti)(αi, δi, ti+1, ti)
∥∥ ≤ h(δi) e2αiδie−2αiτi

∥∥Φσ(tk)(αk, δk, t, tk)
∥∥ ≤ h(δk)e2αkδke−2αk(t−tk)

利用这两个不等式估计 ‖xxx(t)‖ 则有

‖xxx(t)‖ ≤
( k∏

i=0

h(δi)
)
e
2

k∑
i=0

αiδi−2αk(t−tk)−2
k−1∑
i=0

αiτi ‖xxx0‖ =

h(δ0) e

k∑
i=1

ln h(δi)+2
k∑

i=0
αiδi−2αk(t−tk)−2

k−1∑
i=0

αiτi ‖xxx0‖
(30)

由 τ̄k 定义, τ̄k = min{2, τ0, · · · , τk−1} 单调下降, 且极

限为

τ0 = lim
k→∞

τ̄k = inf{2, τ0, · · · , τk, · · · } = min{2, τ}

由定义, δk 满足 0 < δk ≤ 1 且是单调下降的, 其极限为

δ = lim
k→∞

δk = min{1,
1

2
τ}

进一步, 由定义函数 h(δ) 在区间 0 < δ ≤ 1 连续单调下降,

所以 h(δk) 单调上升收敛到 h(δ) > 1. 再由 αk 定义, αk 单

调上升且具有极限

lim
k→∞

αk = δ−1 ln h(δ) > 0

于是, 根据极限定义可知, 存在正整数 k0, 当 k ≥ k0 时, 下面

三个不等式同时成立

δ ≤ δk <
7

6
δ, 1 ≤ h(δk) ≤ h(δ),

6

7

ln h(δ)

δ
< αk ≤ ln h(δ)

δ
(31)
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利用式 (31), 首先有

k∑
i=0

αiδi =

k0∑
i=0

αiδi +

k∑

i=k0+1

αiδi ≤ C1 +
7

6
k ln h(δ)

其中 C1 =
∑k0

i=0 αiδi − 7
6
k0 ln h(δ). 再利用式 (31), 又有

k−1∑
i=0

αiτi =

k0−1∑
i=0

αiτi +

k−1∑

i=k0

αiτi ≥ C2 +
6

7

ln h(δ)

δ
tk

其中 C2 =
∑k0−1

i=0 αiτi − 6
7δ

ln h(δ)tk0 .

因为 t ≥ kτ 及 2δ ≤ τ , 所以 k ≤ t/τ ≤ t/(2δ). 于是, 利

用上面两个不等式可以得到

k∑
i=1

ln h(δi) + 2

k∑
i=0

αiδi − 2αk(t− tk)− 2

k−1∑
i=0

αiτi ≤

C3 +
20

6
k ln h(δ)− 12

7

ln h(δ)

δ
t ≤

C3 +
10

6

ln h(δ)

δ
t− 12 ln h(δ)

7δ
t =

C3 − 1

21

ln h(δ)

δ
t

其中 C3 = 2C1 − 2C2. 将此不等式代入式 (30) 即有

‖xxx(t)‖ ≤ h(1)eC3e−
1
21

ln h(δ)
δ

t‖xxx0‖
此即当 t →∞ 时, 闭环系统 (29) 的状态 xxx(t) 指数收敛到 0.

¤

3 仿真实例

下面给出一个仿真实例验证定理 2 的结论. 取

A1(t) =

[
(1 + t)−1 −1

0 −(1 + t)−1

]
, B1(t) =

[
0

1

]

A2(t) =

[
−(2 + t)−1 0

1 (2 + t)−1

]
, B2(t) =

[
1

0

]

考虑二阶时变线性切换系统

ẋxx(t) = Aσ(t)(t)xxx(t) + Bσ(t)(t)uuu(t) (32)

其中切换函数 σ(t) 如下定义: 在 [0, 1] 随机选取一个数 a, 然

后在 [a, 2a] 中重复独立随机选取数列 τ0, τ1, · · · . 令
t0 = 0, tk+1 = tk + τk, k = 0, 1, 2, · · ·

定义

σ(t) =

{
1, t2k ≤ t < t2k+1

2, t2k+1 ≤ t < t2k+2

这样, σ(t) 的驻留时间 τ = infk τk ≥ a 且以概率 1 大于 0,

但 τ 不能提前预知. 对任意 t ≥ 0, δ > 0, 可验证两个子系统

的格拉姆矩阵都满足一致完全可控性条件 (25).

按定理 2 中给出的步骤设计反馈控制器并应用于切换系

统 (32). 在平面区域 [−10, 10] × [−10, 10] 内随机选取系统

初值, 然后运行仿真. 为显示控制策略的有效性, 仿真程序独

立运行两次, 两次仿真中随机产生的驻留时间 τ 以概率 1 是

不同的, 每次运行系统执行四次切换. 仿真结果如图 1 及图 2

所示.

图 1 第一次仿真运行结果

Fig. 1 Simulation results in the first run

图 2 第二次仿真运行结果

Fig. 2 Simulation results in the second run

4 结语

切换系统与一般系统的一个不同之处就是切换动作对系

统行为的影响, 其中最为常见的就是超调的影响. 超调会使

由稳定子系统组成的切换系统经切换变为不稳定, 所以实现

系统镇定需消除超调对系统的不利影响. 本文研究一类具有

一致完全可控性的时变线性切换系统的指数镇定问题. 通过

引入带权格拉姆可控阵, 设计出含有设计参数的状态反馈镇

定控制器, 并利用比较原理给出闭环系统状态转移矩阵的超

调估计. 在切换规则满足驻留时间假设的前提下, 对驻留时

间已知和未知两种情况分别选择设计参数消除切换超调的影

响, 建立了两个时变线性切换系统指数镇定的结论. 这两个

结论将驻留时间条件下的定常线性切换系统的镇定结论推广

至时变情形.
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附录引理 1的证明

证明. 在 s 时刻任意给定 xxx(s) = xxx0, 然后考虑带有初值

的微分方程

ẋxx(t) =
(
A(t)−B(t)BT(t)G−1(α, t, t + δ)

)
xxx(t), xxx(s) = xxx0

(A1)

令 Q(t) = G−1(α, t, t + δ), 定义函数

V (t) = xxxT(t)Q(t)xxx(t)

式中 xxx(t) 是方程 (A1) 的解. 计算 V (t) 对时间 t 的导数, 有

V̇ (t) = xxxT(t)
(
[A(t)−B(t)BT(t)Q(t)]TQ(t)+

Q(t)[A(t)−B(t)BT(t)Q(t)] + Q̇(t)
)
xxx(t)

再根据 Q(t) 的定义表达式计算 Q̇(t) 得到

Q̇(t) = −Q(t)
[ d

dt
G(α, t, t + δ)

]
Q(t) =

−Q(t)
[
2e−4αδΦ(t, t + δ)B(t + δ)BT(t + δ)ΦT(t, t + δ)−

2B(t)BT(t) + 4αQ−1(t)+

A(t)Q−1(t) + Q−1(t)AT(t)
]
Q(t)

将 Q̇(t) 代入 V̇ (t) 整理得到：

V̇ (t) ≤ −4αxxxT(t)Q(t)xxx(t) = −4αV (t)

对这一微分不等式应用比较定理[17], 得出

V (t) ≤ e−4α(t−s)V (s) (A2)

根据 G(α, t, t + δ) 定义及 e4α(t−σ) 的单调性, 有

2ε1e
−4αδI ≤ G(α, t, t + δ) ≤ 2ε2I

所以

(2ε2)
−1I ≤ Q(t) ≤ (2ε1)

−1e4αδI

于是

V (t) = xxxT(t)Q(t)xxx(t) ≥ (2ε2)
−1 ‖xxx(t)‖2

V (s) = xxxT(s)Q(s)xxx(s) ≤ (2ε1)
−1e4αδ ‖xxx0‖2

代入式 (A2) 整理可得

‖xxx(t)‖ ≤
√

ε2ε
−1
1 e2αδe−2(t−s)α ‖xxx0‖ (A3)

因为 Φ(α, δ, t, s) 是系统 (A1) 的状态转移矩阵, 所以 xxx(t) =

Φ(α, δ, t, s)xxx0, 代入式 (A3) 并利用矩阵范数定义就可得到

‖Φ(α, δ, t, s)‖ ≤
√

ε2ε
−1
1 e2αδe−2(t−s)α

¤
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