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具有双重不确定性系统的联合滤波算法

江 涛 1 钱富才 1 杨恒占 2 胡绍林 1

摘 要 卡尔曼滤波在高斯白噪声的假设下是一种最优滤波, 基于区间数学理论的集员滤波 (Set-membership filter, SMF)

能够有效处理有界噪声假设下的滤波问题. 然而, 随机噪声和有界噪声在许多情况下会同时干扰控制系统. 由于两种滤波算法

都受到各自适用范围的限制, 使用单一滤波算法难以得到理想的估计结果. 本文通过建立具有双重不确定性系统的模型, 提出

了一种基于贝叶斯估计联合滤波算法. 该算法用卡尔曼滤波处理系统的随机不确定性, 用集员滤波处理系统的有界不确定性,

得出一个易于实现的滤波器. 最后通过对雷达跟踪系统的仿真, 结果表明, 较单一滤波算法, 联合滤波具有更强的噪声适应性

和有效性.
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A New Combined Filtering Algorithm for Systems with Dual Uncertainties
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Abstract Kalman filter is optimal under the assumption of Gaussian white noise, while the set-membership filter (SMF),

which is based on interval mathematics, can deal with bounded noise efficiently. However, in many situations, the actual

control system is usually interrupted by both random noises and bounded noises simultaneously. It is not easy to obtain

expected results by using only one single filter, due to the limited application fields of the two filtering algorithms. In this

paper, according to the established system model with dual uncertainties, a new kind of filter named combined filter is

proposed, which is based on Bayesian estimation. This algorithm can deal with random uncertainties by applying Kalman

filter, and can deal with bounded uncertainties by applying set-membership filter. Accordingly, a new kind of easy filter

is produced. The effectiveness of the new filtering algorithm is verified in a radar tracking simulation system. From the

simulation results, the combined filter algorithm can produce better adaptability and effectiveness than any one single

filter.
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随机噪声与有界噪声同时干扰自动控制系统的

现象普遍存在, 例如, 在雷达跟踪系统中, 接收系统
的热噪声以及天线受到阵风的影响是典型的随机噪

声[1], 而加速度的物理特性、外界未知环境不确定干
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扰等噪声因素的影响, 相比其随机统计特性获得边
界是更加可行的[2]; 单晶在生长控制过程中, 一方面
受到随机对流的作用, 另一方面温度场按偏微分方
程演化, 而在用有限元方法求解偏微分方程时, 需要
对不规则区域用三角形进行分割, 对于分割接近边
界邻域的狭小部分通常会忽略, 忽略的这部分是有
界不确定性; 对于非线性随机系统, 在用扩展卡尔曼
滤波 (Extended Kalman filter, EKF) 时, 线性化过
程中同样也忽略了高阶余项. 这些实例都表明, 系统
存在两种不确定性, 一种是概率统计特性已知的随
机不确定性, 而另一种是已知边界的有界不确定性,
当两种不确定性同时存在时, 本文称之为双重不确
定性.

系统的不确定性分析存在两种方法[3], 概率方
法和非概率方法, 而选择采用哪种方法往往取决于
样本统计数据的多少及其性质. 概率方法需要知
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道随机变量的概率统计特性, 而区间分析理论 (非
概率方法) 解决不确定问题需要已知有界不确定参
数或变量所在范围的边界. 概率方法适合解决随
机不确定, 而非概率方法适合解决有界不确定. 在
不确定系统的状态估计问题中, 卡尔曼滤波是一种
典型的概率方法, 集员滤波 (Set-membership filter,
SMF)[4−7] 是一种典型的非概率方法. 两种滤波方
法中, 卡尔曼滤波以贝叶斯推理为基础, 解决了高斯
白噪声假设下线性系统状态的最优估计问题; SMF
以包含系统真实状态的外定界椭球集合为基础, 只
要求系统噪声有界, 且噪声界已知, 而不需要知道边
界内噪声的统计特性. 相比卡尔曼滤波在每一步估
计得到的是一个状态值, SMF 得到的是一个椭球集
合, 且此集合内的值都是可行解. 因此, 两种滤波方
法有各自的适用范围, 且都在工程实践中得到广泛
的应用[8−10]. 对于存在两种不确定性的混合噪声系
统, 非高斯白噪声的存在使单一卡尔曼滤波的估计
结果往往过分乐观[11], 甚至收敛性也不能保证; 高
斯白噪声的存在导致单一 SMF 选取的噪声边界会
过分保守, 估计精度下降. 总之, 现有方法一般都是
假设一种噪声的存在, 意味着人为地排除了另一种
噪声. 为克服这些单一滤波算法的局限性, 研究具有
双重不确定性系统的滤波问题有重要的理论价值和

实际应用前景.
然而处理双重不确定性噪声模型问题的研究

还处于起步阶段, 如何将随机不确定性和有界不确
定性整合成一个混合的数学描述, 是一个挑战性问
题[12]. 面对这个难题, 相关文献已经提出的能够结
合两种不确定的数学形式有: 随机集合、集合概率
密度以及其他不精确概率描述方法. Hanbeck 等[13]

利用随机集合提出的统计和集合论信息 (Statistical
and set-theoretic information, SSI)滤波器,其特点
是传统单一的滤波方法得到的值只是 SSI 滤波器的
边界情况, 即当随机噪声为零时, 收敛于集合估计;
当有界误差为零时, 收敛于贝叶斯估计, 该方法的
局限性在于只能解决线性标量状态. Noack 等[14]采

用集合密度的概念来描述双重不确定性, 即用适
合描述不确定集合的集合概率密度取代了单一概

率密度函数. Klumpp 等[15] 比较了基于随机集合

的 SSI 滤波器和基于集合概率密度的 CS (Credal
state) 滤波器, 得出 CS 滤波器具有更加保守的特
点. Henningsson[16] 用椭球包含混合噪声中有界集

合部分的估计误差, 通过线性矩阵不等式得到最优
滤波增益, 该算法的性能受到一个权系数的影响, 而
该系数的取值取决于实际系统总体噪声中随机不确

定和有界不确定的某种权重关系, 且这种权重关系
并没有定量地给出. Liu 等[17] 提出的椭球集合滤波

算法在解决纯方位机动目标的跟踪问题时, 在集员
椭球更新的过程中考虑了随机不确定性, 得到了跟
踪性能优于单一 EKF 的结论.

本文根据随机不确定性和有界不确定性对估

计结果影响的各自特点, 将统计特性未知但有界的
(Unknown but bounded, UBB) 噪声引入到卡尔曼
滤波模型中, 得到一组包含集合运算的卡尔曼滤波
方程. 其中的 UBB 噪声应用 SMF 的思想进行处
理, 而随机噪声应用卡尔曼滤波的思想进行处理, 实
现了两种滤波方法的联合处理. 文章的最后将该算
法推广到非线性系统中.

1 数学基础

1.1 数学模型

为了处理包含随机噪声和 UBB 噪声系统, 需要
建立能够正确描述该系统的数学模型, 因此, 系统状
态方程可写成如下形式

xxxk = fk(xxxk−1,wwwk, dddk) (1)

式中 xxxk 为 k 时刻 n 维状态向量, wwwk、dddk 为过程噪

声,其中wwwk ∼ N(0, Qk)属于零均值高斯白噪声, Qk

为过程噪声的非负定协方差矩阵, dddk ∈ Dk ⊂ Rn 为

UBB 噪声, Dk 为边界已知的有界集合.
测量方程

yyyk = hk(xxxk, vvvk, eeek) (2)

式中 yyyk 为 k 时刻 m 维测量输出, vvvk、eeek 为测量噪

声, 其中 vvvk ∼ N(0, Rk) 属于零均值高斯白噪声, Rk

为测量噪声的正定协方差矩阵, eeek ∈ Ek ⊂ Rm 为

UBB 噪声, Ek 为边界已知的有界集合.
这时, 我们得到了包含高斯白噪声和 UBB 噪声

的双重不确定性非线性系统. 在解决非线性模型的
滤波问题中, 非线性模型可以通过线性化来近似表
示, 为了易于说明, 首先考虑系统是线性的式 (1) 和
式 (2) 写成如下形式

xxxk = Akxxxk−1 + Bk(wwwk + dddk) (3)

yyyk = Hkxxxk + vvvk + eeek (4)

假设在模型中 UBB 噪声 dddk = 0、eeek = 0, 即典型的
随机模型, 此时该模型满足经典卡尔曼滤波条件, 其
一步状态预测方程为

x̂xxk,k−1 = Akx̂xxk−1 (5)

预测估计协方差矩阵

Pk,k−1 = AkPk−1A
T
k + BkQkB

T
k (6)
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滤波增益

Kk = Pk,k−1H
T
k [HkPk,k−1H

T
k + Rk]−1 (7)

更新状态估计值

x̂xxk = x̂xxk,k−1 + Kk[yyyk −Hkx̂xxk,k−1] =

(I −KkHk)x̂xxk,k−1 + Kkyyyk (8)

更新估计协方差矩阵

Pk = [I −KkHk]Pk,k−1 (9)

如果考虑 UBB 噪声项, 由于高斯白噪声一阶矩为常
数, 不会引起系统变量均值的变化, 而 UBB 噪声会
引起均值的偏移, 因此均值不再是唯一值, 定义如下
集合

δk = {dddk|dddk ∈ Dk} (10)

ψk = {yyyk − eeek|eeek ∈ Ek} (11)

式中 δk 为 UBB 噪声均值集合, ψk 为测量输出均值

集合. 当系统包含 UBB 噪声集合后, 可以将点运算
变为集合运算. 那么类似于式 (5) 和式 (8), 状态的
一步预测和更新分别可写成集合运算的形式

χk,k−1 = Akχk−1 ⊕Bkδk (12)

χk = (I −KkHk)χk,k−1 ⊕Kkψk (13)

χk 称为条件均值集合, 符号⊕ 表示椭球的闵可夫斯
基 (Minkowski) 和. 在随后的内容中, 我们通过适当
的方法参数化这些集合, 推导出一个能够处理线性
系统的估计方法.
如果考虑系统是非线性的, 滤波过程中就需要

对非线性系统线性化, 然而在这类混合噪声模型中,
此时估计的并不是一个值, 而是一个状态集合, 因
此, EKF 中用的线性化方法在处理该问题时并不适
用, 如何找到一种合适的近似方法将在第 2.2 节中
讨论.
这里建立的双重不确定性模型, 都是假定合理

有效的. 然而由于实际系统中噪声的复杂性, 建立合
理有效的模型并不容易. 事实上, 随机和有界很难严
格地划分, 并且也可以近似地相互转换. 例如, 高斯
白噪声, 如果用有界的形式表示, 可以采用 3σ 置信

区间, 选取的噪声边界为高斯白噪声方差 σ 的 3 倍,
那么噪声在 3σ 区间的概率为 99.73%. 对于有些情
况下定义的有界噪声, 并非是指边界内噪声的统计
特性完全未知, 可能的情况是统计特性已知但属于
非高斯分布, 当非高斯程度较小时, 这时完全可以根
据有界噪声的期望和方差来转化为近似高斯分布的

随机噪声. 因此, 只有对实际噪声的合理划分, 才能

建立合理有效的双重不确定性模型, 但这需要对系
统进行大量的分析和实践.

1.2 椭球集合及其运算性质

在给出的双重不确定性模型中, 我们已经分离
出模型的有界部分, SMF 是一种基于集合论的估计
方法, 解决了有界集合如何被椭球近似包含的问题,
以及滤波过程中的集合运算问题. 下面介绍集员相
关的定义与定理.
假设线性动态模型存在 UBB 噪声, 在此条件

下, 状态估计由点估计变为一个状态可行集合的估
计问题, UBB 噪声集合和状态可行集均可以用椭球
集合来近似描述.

定义 1. 椭球集合 F (aaa, S) 可以表示为

F (aaa, S) = {xxx ∈ Rn|
(xxx− aaa)TS−1(xxx− aaa) ≤ 1} (14)

式中 aaa 为椭球中心, S ∈ Rn×n 为对称正定矩阵, 度
量椭球的形状大小.
定义 2. 椭球 F (aaa, S) 的支持函数[5] 可表示为

η(F (aaa, S)) = ηβββ(ααα) = max
βββ∈F (aaa,S)

βββTααα =

αααTaaa + (αααTSααα)
1
2 , ααα ∈ Rn (15)

这里注意 η(·) 与 ηβββ(·) 的区别, η(·) 的自变量为椭球
集合, ηβββ(·) 的自变量为向量.
去掉上式中 max 函数, 得到不等式形式

βββTααα ≤ ηβββ(ααα) = αααTaaa + (αααTSααα)
1
2 , (16)

βββ ∈ F (aaa, S), ααα ∈ Rn

引理 1. 支持函数存在如下运算性质:
椭球集合 F (aaa1, S1), F (aaa2, S2) ⊆ Rn, 其支持函

数的Minkowski 和存在以下性质

η(F (aaa1, S1)⊕ F (aaa2, S2)) =

η(F (aaa1, S1)) + η(F (aaa2, S2)) (17)

根据引理 1 中支持函数的性质, 假设式 (12) 中
条件均值集合 χk−1 和 UBB 噪声的边界集合 δk 包

含在椭球集合 (闭凸集) 内, 将式 (12) 写成如下支持
函数计算形式

η(χk,k−1) = η(Akχk−1 ⊕Bkδk) =

η(Akχk−1) + η(Bkδk) (18)

由于集合的线性运算保留集合 “凸” 的特性, 那么预
测条件均值集合 χk,k−1 为凸集.
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同样假设测量输出集合 ψk 也包含在椭球集合

内, 那么式 (13) 可写成

η(χk) = η((I −KkHk)χk,k−1 ⊕Kkψk) =

η((I −KkHk)χk,k−1) + η(Kkψk) (19)

同理, 计算得到的更新条件均值集合 χk 也是凸集.
可以看出, 支持函数将椭球集合运算中 Minkowski
和转换为加法.
根据上面的内容可知, 滤波模型中加入了有界

集合, 有界集合可以用椭球集合来包含. 定义 1 给
出了椭球集合的描述, 但该描述下的两个椭球集合
不能直接进行运算, 因此, 定义 2 给出了椭球集合的
支持函数, 引理 1 给出了支持函数的运算性质. 虽
然引理 1 中的 F (aaa1, S1) 和 F (aaa2, S2) 的Minkowski
和求出的是一个凸集, 但并不意味着该凸集是一
个确定形状大小的集合. 也就是说, 两个椭球集合
的 Minkowski 和不会产生一个新的椭球, 例如式
(18) 中的凸集 χk,k−1 形状大小就不能确定. 一般可
行的方法就是找到包含两个椭球集合 F (aaa1, S1) 和
F (aaa2, S2) Minkowski 和的外定界椭球 F (aaa, S), 如
图 1 所示.

图 1 外定界椭球

Fig. 1 Outer bounding ellipsoid

下面通过如下定理, 找到某种最优准则下的外
定界椭球 F (aaa, S).
定理 1. F (aaa, S) 为椭球集合, A 为已知 n 维方

阵, 则

AF (aaa, S) = F (Aaaa,ASAT) (20)

证明. F (aaa, S) 用支持函数形式表示, 那么

AF (aaa, S) = A[αααTaaa + (αααTSααα)
1
2 ] =

AαααTaaa + (αααTATSAααα)
1
2 =

F (Aaaa,ASAT) (21)

¤
定理 2. 已知椭球 F (aaa1, S1)、F (aaa2, S2), 包含

两个椭球集合 Minkowski 和的外定界椭球 F (aaa, S)

可以表示为

F (aaa, S) = F (aaa1, S1)⊕ F (aaa2, S2) =

F (aaa1 + aaa2, S(p)) (22)

式中

aaa = aaa1 + aaa2

S(p) = (1 + p−1)S1 + (1 + p)S2, p > 0

证明. 考虑两个椭球 F (aaa1, S1)、F (aaa2, S2),

F (aaai, Si) = {xxx ∈ Rn|(xxx− aaai)TS−1
i ×

(xxx− aaai) ≤ 1}, i = 1, 2 (23)

假定一个椭球

F (aaa, S) = {xxx ∈ Rn|(xxx− aaa)TS−1(xxx− aaa) ≤ 1}
(24)

如图 1 所示, 由于两个椭球的Minkowski 和并不能
直接表示为一个椭球, 为了使椭球 F (aaa, S) 能够包
含椭球 F (aaa1, S1) 和 F (aaa2, S2) 的Minkowski 和, 则
必须满足不等式[5]

η(F (aaa, S)) ≥ η(F (aaa1, S1)) + η(F (aaa2, S2)) (25)

式中 η(·) 为支持函数, 根据支持函数的定义, 则

αααTaaa + (αααTSααα)
1
2 ≥ αααTaaa1 + (αααTS1ααα)

1
2 +

αααTaaa2 + (αααTS2ααα)
1
2 (26)

取外定界椭球中心

aaa = aaa1 + aaa2 (27)

取正定矩阵 S 为 S1 与 S2 的线性组合

S = γS1 + ρS2 (28)

那么式 (26) 可以表示为

γαααTS1ααα + ραααTS2ααα ≥ αααTS1ααα+

2(αααTS1ααα)
1
2 (αααTS2ααα)

1
2 + αααTS2ααα (29)

令 g2
1 = αααTS1ααα, g2

2 = αααTS2ααα, 并乘以因子 γ − 1, 则
上式变为

[(γ − 1)g1 − g2]2 + [(γ − 1)(ρ− 1)− 1]g2
2 ≥ 0

(30)

显然, 当满足下式时, 不等式 (30) 必然成立

(γ − 1)(ρ− 1) ≥ 1 (31)
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令可行标量 p 满足 γ − 1 = p−1, ρ− 1 ≥ p, 则

γ = 1 + p−1 (32)

ρ = 1 + p (33)

即 S(p) 可以表示为

S(p) = (1 + p−1)S1 + (1 + p)S2, p > 0 (34)

¤
已知椭球集合描述中的S表征椭球的形状大小,

通过定理 2 可以看出, 包含两个椭球的 Minkowski
和的外定界椭球是关于形状大小矩阵 S(p) 的函数,
p 为引入的可行标量, 不同的 p 对应不同的矩阵 S,
不同的 S 又对应不同形状大小的外定界椭球, 在所
有这些外定界椭球中, 希望找到某种优化意义下的
封闭椭球.
定理 3. 外定界椭球 F (aaa, S(p)) 中的最优椭球,

可在如下两种不同最优意义下获得

1) 容积最小意义下的最小容积椭球可由如下方
程计算

n∑
i=1

1
λi(S1S

−1
2 ) + p

=
n

p(p + 1)
, p > 0 (35)

其中, λi(S1S
−1
2 ) 为矩阵 S1S

−1
2 的特征值, n 为状态

维数.
2) 半轴平方和最小意义下的最小迹椭球可由如

下方程计算

p =

√
tr(S1)
tr(S2)

(36)

证明. 最小化椭球 F (aaa, S) 的容积等价于求取
椭球形状大小矩阵的最小行列式[18]

f(p) = det(S(p)) =

det((1 + p−1)S1 + (1 + p)S2), p > 0 (37)

即等价于求取方程 (35) 特征值.
最小化椭球 F (aaa, S) 的最小迹等价于求取如下

函数的最小值

f(p) = tr(S(p)) =

tr((1 + p−1)S1 + (1 + p)S2), p > 0 (38)

即等价于求取式 (36). ¤
可以看出, p 可以在不同的最优意义下计算得

到. 获得最小容积椭球的计算需要求解方程 (35), 需
要较大的计算量, 而通过式 (36) 获得最小迹椭球计
算简单. 此外, 迹是更加适当的标准, 因为半轴的最
大长度等价于一个有界误差的最大边界.

2 联合滤波算法

基于前面集员的知识, 本文提出一种包含椭球
集合运算, 且同时能够处理随机和有界噪声的滤波
算法该算法将噪声的随机部分和有界部分分别处理,
随机部分的处理运用卡尔曼滤波的思想, 而有界部
分的处理运用 SMF 的思想, 由于该算法结合了两种
滤波思想, 我们将其称之为联合滤波. 下面将线性系
统和非线性系统分别展开讨论.

2.1 线性系统

时间更新

线性系统状态方程见式 (3), 式中, 状态向量
xxxk−1 ∈ χk−1 ⊆ F (aaak−1, Sk−1), 其中 F (aaak−1, Sk−1)
为椭球集合, 且其协方差矩阵为 Pk−1. 系统被零均
值高斯白噪声 wwwk 和 UBB 噪声 dddk 同时污染, 其中
wwwk 的协方差矩阵为 Qk, 且 dddk ∈ δk ⊆ F (0, Dk). 由
于高斯白噪声的均值和 UBB 噪声的中心都为零, 那
么将两种噪声结合在一起, 其均值的集合也包含在
椭球集合 F (0, Dk) 内, 其协方差矩阵记为 Qk.

状态集合一步预测

χk,k−1 = Akχk−1 ⊕Bkδk ⊆
F (aaak,k−1, Sk,k−1) (39)

此时的状态用椭球集合表示. 由于椭球集合 δk 中心

为 0, 依据定理 1 及定理 2, 包含状态集合 χk,k−1 的

外定界椭球 F (aaak,k−1, Sk,k−1) 的中心值 aaak,k−1 为

aaak,k−1 = Akaaak−1 (40)

表征椭球形状大小的矩阵 Sk,k−1 为

Sk,k−1 = (1 + p−1)AkSk−1A
T
k +

(1 + p)BkDkB
T
k (41)

式中 p 的选择依据定理 3 的结论.
协方差矩阵一步预测

Pk,k−1 = AkPk−1A
T
k + BkQkB

T
k (42)

测量更新

线性系统测量方程见式 (4), 同样, 式中包含两
种测量噪声, vvvk 为高斯白噪声, 其均值为 0 且协
方差矩阵为 Rk. eeek 为 UBB 噪声, 其包含在椭球
F (0, Yk) 内. 可以得出 (yyyk − eeek) ∈ ψk 包含在椭球

集合 F (yyyk, Yk) 内.
状态估计集合

χk = (I −KkHk)χk,k−1 ⊕Kkψk (43)
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滤波增益

Kk = Pk,k−1H
T
k (HkPk,k−1H

T
k + Rk)−1 (44)

类似预测步骤, 包含状态集合 χk 的外定界椭球

F (aaak, Sk) 的中心 aaak 为

aaak = (I −KkHk)aaak,k−1 + Kkyyyk (45)

表征椭球形状大小的矩阵为

Sk = (1 + q−1)(I −KkHk)Sk,k−1(I −KkHk)T+

(1 + q)KkYkK
T
k (46)

同样, 式中 q 的选择依据定理 3 的结论.
估计误差方差阵

Pk = Pk,k−1 −KkHkPk,k−1 (47)

对于受到随机和有界两种噪声影响的线性系统,
为了描述统计特性未知的有界噪声, 引入均值集合
的概念: 零均值的高斯白噪声不会引起均值的偏移,
而 UBB 噪声会引起均值的偏移, 将这些所有可能的
偏移用集合的形式表达, 即均值集合. 因此, 相比传
统的卡尔曼滤波, 当利用椭球边界来描述有界噪声
时, 需要多考虑一个参数. 椭球中心均值的计算 (式
(40) 和式 (45)) 和协方差矩阵的计算 (式 (43) 和式
(47)) 都是基于卡尔曼滤波方程实现, 而描述椭球
形状大小的矩阵利用集员滤波的思想实现 (式 (41)
和式 (46)), 且时间更新和测量更新步骤都涉及椭球
Minkowski 和的计算, 并产生一组条件均值. 本文在
计算外定界椭球时采用定理 3 中的最小迹椭球, 当
然, 相比较传统的卡尔曼滤波, 相应地增加了计算
量.

2.2 非线性系统

EKF 在处理非线性滤波问题时, 通过线性化逼
近非线性函数, 其中所述的线性化是在该点 (预测
值) 的一阶泰勒级数展开获得. 然而, 这类双重不确
定性系统预测的已不再是唯一的点, 当然不能再以
相同的方式实现系统模型的线性化. 因此, 我们需要
找到一种能够线性化均值集合的方法. 为了完成这
个目的, 将采用文献 [19] 中提出的方法.
我们需要选择一组近似点, 近似点的选择依据

是: 对状态方程和测量方程仿射映射近似时参数的
计算, 以尽量减少非线性函数的函数值和那些选择
适当近似点的线性化值的加权平方误差和. 选择近
似点的方法依赖于估计椭球集合的形状大小. 在文
献 [19] 中, N 维椭球建议选择 4N + 1 个近似点, 且
这些点等间距的分布在椭球的轴上, 如图 2 所示. 在

随后讨论的时间更新和测量更新过程中, 将采用该
方法来实现非线性函数的线性近似.

图 2 椭球集合近似点

Fig. 2 Ellipsoid set approximate points

非线性系统的近似仿射可写成如下形式:
状态方程

xxxk = fk(xxxk−1) = Akxxxk−1 + fff0
k (48)

测量方程

yyyk = hk(xxxk) = Hkxxxk + hhh0
k (49)

线性化的实现需要解得 Ak, fff
0
k 和 Hk,hhh

0
k. 令

xxx0
k, xxx1

k, · · · , xxxN
k 为椭球集合 χk(χk∈ F (aaak, Sk))

滤波的近似点; 令 xxx0
k,k−1, xxx1

k,k−1, · · · ,xxxk,k−1
N 为

χk,k−1(χk,k−1 ∈ F (aaak,k−1,Sk,k−1)) 预测的近似点.
令 dddN

k 为真实状态方程和在 xxxN
k 点线性化近似计算

的误差

dddi
k = fk(xxxi

k)−Akxxx
i
k−1 − fff0

k (50)

同样, 令 eeeN
k 为真实测量方程和在 xxxN

k,k−1 点线性化

近似计算的误差

eeei
k = hk(xxxi

k,k−1)−Hkxxx
i
k,k−1 − hhh0

k (51)

要求选择的 Ak, fff
0
k 和 Hk,hhh

0
k, 使得各自的误差和最

小, 我们分别在近似点计算加权动态平方误差与测
量平方误差

[Ak, fff
0
k] = arg min

Ak,fff0
k

N−1∑
n=0

lNk [dddn
k ]T[dddn

k ] (52)

及

[Hk,hhh
0
k] = arg min

Hk,hhh0
k

N−1∑
n=0

lNk [eeen
k ]T[eeen

k ] (53)

其中 lNk 为第 n 个近似点的权系数. lNk 选取可以通

过加权最小二乘求取.
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定义如下矩阵

Lk = diag{l0k−1, · · · , lN−1
k−1 }

Fk =

[
xxx0

k · · · xxxk
N

1 · · · 1

]

Gk =

[
xxx0

k,k−1 · · · xxxN
k,k−1

1 · · · 1

]

βk =




(fff0
k)

T

...
(fffN−1

k )T


 , αk =




(hhh0
k)

T

...
(hhhN−1

k )T




通过加权最小二乘, 可解得线性化后的参数
[

AT
k

(fff0
k)

T

]
= (FkLkF

T
k )−1FkLkβ

T
k (54)

及
[

HT
k

(hhh0
k)

T

]
= (GkLkG

T
k )−1GkLkα

T
k (55)

至此, 包含椭球集合的非线性系统完成了线性化.
时间更新

椭球集合 F (aaak,k−1, Sk,k−1) 的中心通过计算非
线性方程获得

aaak,k−1 = fk(aaak−1) (56)

由于线性化已得到矩阵 Ak, 则其余步骤与第 2.1 节
的时间更新一致.
测量更新

预测得到的状态集合 F (aaak,k−1, Sk,k−1) 和测量
集合 F (yyyk, Yk) 融合, 得到椭球 F (aaak, Sk) 的中心

aaak = aaak,k−1 + Kk[yyyk − hk(aaak,k−1)] (57)

同样, 由于线性化已得到矩阵Hk, 其余步骤与第 2.1
节的测量更新一致. 至此, 实现了非线性系统的联合
滤波.
本节中线性化是通过最小二乘拟合的方法实现

的, 与 EKF 计算雅可比矩阵不同, 该方法线性化近
似的精度取决于系统的阶数和选取近似点的数量,
对于高阶系统, 这将导致矩阵 Lk, Fk, Gk, βk, αk 维

数较大和最小平方和的计算变得复杂. 在这种情况
下, 可以选择以牺牲精度为代价, 选取较少的近似点
来减少运算量.

3 仿真实验

3.1 实验场景

二维平面内, 观测雷达建立在坐标原点, 设定飞
行目标在平面内做匀速直线运动, 给出非线性系统
描述如下:

xxxk = Akxxxk−1 + Bk(wwwk + dddk)

式中

Ak =




1 T 0 0
0 1 0 0
0 0 1 T

0 0 0 1




Bk =




T 2

2
0

T 0
0 T 2

2

0 T




其中状态方程为线性,状态向量xxx = [x1 ẋ1 x2 ẋ2],
x1 与 x2 表示由 X1 轴和 X2 轴组成的直角坐标系

下的位移分量, ẋ1 与 ẋ2 表示速度分量. 系统过程噪
声分为两部分, wwwk 为高斯白噪声, dddk 为 UBB 噪声.

yyyk =

[
rk

θk

]
=

[ √
(x1)2k + (x2)2k
tan−1 (x2)k

(x1)k

]
+ vvvk + eeek

雷达系统的测量值用极坐标表示, 因此测量方程为
非线性. yyyk 为测量向量, 分量 rk 表示斜距, 分量 θk

表示方位角, 测量噪声 vvvk 和 eeek 分别表示高斯白噪

声和 UBB 噪声.
仿真设定的采样时间为 T = 1 s, 过程噪

声 wwwk 为零均值高斯白噪声, 其协方差阵 Qk =
diag{0.52, 0.52}; dddk 为 UBB 噪声, 其包含在椭
球 F (0,diag{0.82, 0.82}) 内; 状态初始值为 xxx0 =
[200 12 200 10]T, 设定初始状态椭球 χ0 =
F (xxx0, S0), S0 为初始椭球形状大小矩阵. 测量

噪声 vvvk 为零均值高斯白噪声, 其协方差阵 Rk =
diag{202, 0.012}; eeek 为 UBB 噪声, 其包含在椭球
F (yyyk,diag{302, 0.0152}) 内.
由于系统状态方程为线性, 而测量方程为非线

性, 仿真中预测步骤按照第 2.1 节中的时间更新, 校
正步骤按照第 2.2 节中的测量更新.

3.2 仿真结果

由于实验场景中系统存在噪声, 目标实际运动
只能是近似匀速直线运动. 下面分别采用 EKF、
扩展集员滤波 (Extended set-membership filter,
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ESMF)[20] 及本文提出的联合滤波算法对目标运
动轨迹进行跟踪.
单独一次实验中, 三种算法跟踪结果如图 3 所

示, 与 EKF 相比, 联合滤波算法和 ESMF 算法估计
得到的是一个集合. 仿真中, 为了显示联合滤波估计
集合, 选取若干等间距椭球中心 (∗ 号表示) 并画出
其表示的椭球集合. 同样, ESMF 估计出的也是一个
边界集合, 这里为了方便显示, 图中只给出了 ESMF
估计集合的中心. 为了测试滤波算法的性能, 进行
100 次蒙特卡罗仿真, 图 4 和图 5 分别给出了位移
分量和速度分量的均方根误差 (Root mean square
error, RMSE).

图 3 目标轨迹跟踪

Fig. 3 Target trajectory tracking

图 4 位移均方根误差

Fig. 4 Root mean square error of displacement

由图 4 和图 5 以及表 1 可以看出, 对于本仿真
设定的混合噪声, 联合滤波算法的均方根误差好于
ESMF, 接近 EKF 算法. 相比 EKF, 新算法没有获
得更好的估计结果是由于 SMF 算法是一种以保守
性换取鲁棒性的算法, 而联合滤波中处理有界部分
采用了 SMF 的思想. 虽然联合滤波目前在精度上不

存在优势, 但该算法有如下特点: 1) 对有界噪声的
区别处理, 避免了卡尔曼滤波在非高斯假设下导致
的滤波性能下降, 因此, 同 SMF 一样, 联合滤波得
到的估计结果也是一种边界保证估计, 即边界内的
值都是可靠的. 如图 3 中, 真实值 (实线) 保证在椭
球区域内. 2) 联合滤波算法不但具有较强的鲁棒性,
而且未来通过进一步建模分析系统未建模误差以及

线性化误差边界, 使得选取的噪声边界尽量的 “紧”,
从而进一步提高系统的估计精度[21]. 3) 允许我们从
更深入的视角分析系统对非随机噪声的敏感度.

表 1 RMSE 均值对比

Table 1 Comparison of RMSE means

算法
RMSE 均 值

位移 (m) 速度 (m/s)

EKF 11.2541 1.9795

ESMF 17.7999 3.3716

New filter 13.5249 2.1869

图 5 速度均方根误差

Fig. 5 Root mean square error of velocity

4 结论

本文根据混合噪声中随机部分和有界部分的特

性, 提出的联合滤波算法解决了线性系统和非线性
系统存在混合噪声情况下的滤波问题. 由于高斯白
噪声一阶矩阵为常数, 而 UBB 噪声会引起误差均
值发生偏移, 因此, 该算法得到估计结果可以理解为
是具有一定误差边界的卡尔曼滤波值, 且边界内的
值都是有效的. 然而, 联合滤波在处理过程中, 在传
统卡尔曼滤波的基础上增加了椭球集合的相关运算,
非线性系统选取近似点线性化的过程中更进一步增

加了计算量, 尤其是在系统维数较高以及近似点的
选取数量较多时. 这类非线性系统在线性化过程中,
如何能够提高近似精度和减少计算量是需要关注的

问题. 另外, 状态估计椭球中 “点” 的选取值得考虑,
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目前一般都是选取椭球中心点作为估计值. 那么选
取中心点与可行椭球集合中其他点的区别以及对滤

波性能的影响也是未来需要研究的重点.
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