
第 42 卷 第 9 期 自 动 化 学 报 Vol. 42, No. 9

2016 年 9 月 ACTA AUTOMATICA SINICA September, 2016

全变差图像恢复的自适应步长梯度投影算法

张本鑫 1, 2 朱志斌 3, 4

摘 要 针对图像去噪问题, 本文基于全变差对偶公式提出一个新的梯度投影算法. 算法采用改进的非单调线搜索和自适应

BB (Barzilai-Borwein) 步长, 有效地改善了 Chambolle 梯度投影算法收敛慢的缺点. 数值结果表明新算法优于一些已有的梯

度投影算法.
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Gradient Projection Algorithm for Total Variation Image Restoration by

Adaptive Steplength Selection Rules

ZHANG Ben-Xin1, 2 ZHU Zhi-Bin3, 4

Abstract We propose a new gradient projection algorithm for image denoising based on the dual of total variation.

The new method exploits nonmonotone line-search and adaptive steplength selection based on strategies for alternation

of the well-known Barzilai-Borwein rules. The proposed method is much faster than the Chambolle′s gradient projection

algorithm. Numerical results illustrate the efficiency of this method.
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自从 Rudin, Osher 和 Fatemi (ROF) 第一次
提出全变差 (Total variation, TV) 去噪模型[1], TV
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模型已经成为图像处理领域中非常成功的技术, 在
图像恢复、去模糊、重建、修复等[2−5] 方面得到广泛

应用. ROF 模型可以保留图像的不连续边界同时用
下面的最小化函数去除噪音:

min
u

P (u) :=
∫

Ω

|∇u(x)|dx +
λ

2
‖u− f‖2

2 (1)

其中 ∇ 是梯度算子,
∫
Ω
|∇u(x)|dx 表示 u 的全变

差. Ω 是图像的定义域, 一般情况下 Ω 是 R2 上的

矩形. f : Ω → R 是降质的图像. 通过求解问题 (1)
得到最优点 u 是恢复的图像. λ 为正则化参数, 用于
调节数据拟合项与正则项之间的权重. ‖ · ‖ 表示R2

上的欧式范数. u 的全变差有如下的对偶形式:∫

Ω

|∇u|dx = max
|ω|≤1

∫

Ω

∇u · ω =

max
|ω|≤1

∫

Ω

−u∇ · ω (2)

其中 ω : Ω → R2 是对偶变量. ∇· 是散度算子. 最
近许多学者提出一些关于对偶ROF公式的算法. 由
于在对偶的情况下, 不需要进行光滑化处理. 因此可
以直接得到原问题的最优解. Chan等提出对偶的想
法[6], 并用牛顿法求解对偶形式的 ROF 模型. 因此
他们的方法具有局部二次收敛速度. 但算法需要计
算矩阵的逆. Chambolle 提出了梯度投影下降算
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法[7−8], 它能快速收敛于中等精度而被广泛应用. 随
后许多学者提出了基于 Chambolle 全变差最小化算
法. 基于二阶广义全变差正则项, 文献 [9] 提出了模
糊图像恢复的分裂 Bregman 算法. 二阶全变差可
能需要较多的计算这会导致算法的 CPU 时间增多.
文献 [10] 提出了一个结合 BB (Barzilai-Borwein)
步长的谱共轭梯度投影算法求解图像去噪问题, 该
算法使用了单调线搜索, 这可能会限制 BB 步长的
数值表现. Xiao 等提出了一个求解 l1 非光滑问题

的非单调 BB 梯度算法[11], 数值结果表明可以和比
较著名的算法相媲美. 文献 [12−13] 将交替使用
BB 步长的投影梯度算法应用到压缩感知和非负矩
阵的分解上, 并取得了较好的效果. 文献 [14] 在子
算法中结合 BB 步长, 有效地求解了核范数极小化
问题. 文献 [15] 提出了求解全变差图像恢复问题的
非单调梯度投影算法. 将 Chambolle 的最小化全变
差方法拓展到非单调下降方法, 先用 BB 步长代替
Chambolle 投影算法的常数步长, 再用 Dai 等提出
的自适应非单调线搜索[16] 保证算法的全局收敛性.

在高精度要求时, 数值试验表明, 交替使用 BB
步长比单独使用某一个 BB 公式的效果更好. 因此,
本文提出了一个基于全变差图像恢复自适应步长选

择的 BB 梯度投影算法. 为了保证算法的收敛性, 给
出一个修正的非单调线搜索. 这个线搜索可以得到
一个较大的步长以及较少的计算函数值次数, 因而
减少算法迭代的时间.

1 自适应 BB步长投影算法

Chambolle 在文献 [7] 中得到问题 (1) 的解 u

表示如下:

u = f + π 1
λK(−f) (3)

其中 π 1
λK(·) 是在凸集 1

λ
K 上的正交投影,

K := {∇ · ω : ω ∈ Y , |ωi,j| ≤ 1, ∀i, j = 1, · · · , N}

上式中散度算子 ∇· : X → Y 定义为 ∇· = −∇∗,
即对任意的 ω ∈ Y 和 u ∈ X, 〈−∇ · ω, u〉 =
〈ω, ∇u〉. 因此求取式 (1) 的解取决于计算非线性映
射 π 1

λK(−f), 即等价于求解下面的约束优化问题:

min
ω∈K

‖f +
1
λ
∇ · ω‖2

X

s.t. K := {ω : ω ∈ Y , |ωi,j| ≤ 1,∀i, j = 1, · · · , N}
(4)

对偶问题 (4)的KKT (Karush-Kuhn-Tucker)条件
为:

−(∇(∇ · ω + λf)i,j) + αi, jωi,j = 0

其中当 |ωi,j| = 1 时, αi,j > 0. 当 |ωi,j| < 1 时,
αi,j = 0. 在后一种情况下, (∇(∇ · ω + λf))i,j = 0.
故, 综合可知拉格朗日乘子 α ∈ X 满足

αi,j = |(∇(∇ · ω + λf))i,j| , ∀i, j = 1, · · · , N

由上述分析可知问题 (4) 的欧拉–拉格朗日公式为

−(∇(∇ · ω + λf))i,j + |(∇(∇ · ω + λf))i,j|ωi,j = 0
(5)

因此, Chambolle 提出了一个半隐式梯度下降算法:

ωk+1 = ωk − τ(−∇(∇ · ωk + λf)+∣∣∇(∇ · ωk + λf)
∣∣ ωk+1) (6)

或

ωk+1
i,j =

ωk
i,j + τ(∇(∇ · ωk + λf))i,j

1 + τ |(∇(∇ · ωk + λf))i,j| (7)

其中 τ > 0 是一个时间步长. 显然, 在 Chambolle
的投影算法中只要初始条件满足 |ω| ≤ 1, 那么在迭
代过程中 ω 自然满足约束条件. 为了保证算法 (7)
的收敛性, Chambolle 给出了下面的充分条件.
定理 1. 假设参数 0 < τ ≤ 1/8. 那么当 k →∞

时, 1
λ
∇ · ωk 收敛于 π 1

λK(−f).
在文献 [8] 中, Chambolle 建议用一个简单的投

影梯度下降方法代替式 (7), 即

ωk+1
i,j =

ωk
i,j + τ(∇(∇ · ωk + λf))i,j

max
{
1,

∣∣ωk
i,j + τ(∇(∇ · ωk + λf))i,j

∣∣}
(8)

应用梯度投影算法的基本结果, 文献 [17] 证明了当
0 < τ ≤ 1/4 时, 式 (8) 是收敛的. 试验表明当
τ = 0.248 时会有更好的数值表现. 不管是半隐式梯
度下降算法 (7) 还是梯度投影算法 (8) 都需要函数
值在每次迭代时单调下降. 但当目标函数病态时, 收
敛到最优值的速度常常会变慢. 这可以解释为用最
速下降法求解无约束优化问题, 初始的几步收敛得
比较快, 这是为什么 Chambolle 梯度投影算法能快
速地收敛于中等精度的原因. 但当接近于最优解时,
算法会出现 “锯齿” 现象, 导致收敛速度变慢. 采用
BB 步长可以有效地解决上述问题. 特别是对于二
次函数, 在问题病态时, 交替使用 BB 步长会克服
问题的病态性, 更快地收敛于最优解, 详细分析见文
献 [18]. 许多文献表明, 在高精度要求时采用自适应
BB 步长会有更好的数值表现, 本文数值试验部分也
验证了这一点.
本节提出一个求解问题 (4) 的非单调自适应步

长梯度投影算法,它有效地改进上述算法中式 (7)和
(8) 收敛慢的缺点. 问题 (4) 可以看作是在闭凸集上
求解一个可微凸函数的最小化问题. 首先考虑无约
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束优化问题minω∈Rn F (ω), 梯度方法的迭代过程为
ωk+1 = ωk − µkgk, k = 0, 1, · · · , gk = ∇F (ωk), 其
中步长 µk > 0 通过合适的选择规则确定.

Barzilai 等提出一个独创性的梯度方法[19], 步
长 µk

BB (k > 0) 由下面两式决定:

µk
BB1 =

〈
sk−1, sk−1

〉

〈yk−1, sk−1〉 (9)

µk
BB2 =

〈
sk−1, yk−1

〉

〈yk−1, yk−1〉 (10)

其中 sk−1 = ωk − ωk−1, yk−1 = gk − gk−1. 实际上,
µk

BB 是以下两个近似割线方程

µk
BB1 = arg min

µ∈R
‖µsk−1 − yk−1‖

和

µk
BB2 = arg min

µ∈R
‖sk−1 − µ−1yk−1‖

的最优解. 它是投影拟牛顿法的一种快速逼近算法.
由于其形式简单以及数值表现突出, 故在工程应用
中得到了极大的关注.
令 ω ∈ Y , F (ω) := 1

2
‖λf + ∇ · ω‖2

X . 那
么 gk := ∇F

(
ωk

)
= −∇ (∇ · ωk + λf

)
. 所以有

yk−1 = −∇(∇ · sk−1) 和
〈
yk−1, sk−1

〉
Y

=
〈−∇ (∇ · sk−1

)
, sk−1

〉
Y

=〈− (∇ · sk−1
)
,− (∇ · sk−1

)〉
X

因此 µk
BB 有如下形式:

µk
BB1 =

〈
sk−1, sk−1

〉

〈yk−1, sk−1〉 =
‖sk−1‖2

Y

‖∇ · sk−1‖2
X

(11)

µk
BB2 =

〈
sk−1, yk−1

〉

〈yk−1, yk−1〉 =
‖∇ · sk−1‖2

X

‖∇(∇ · sk−1)‖2
X

(12)

用式 (11) 和 (12) 代替 Chambolle 算法中的时
间步长 τ , 得到两个相应的非单调 Chambolle 投影
算法. 即非单调 Chambolle 半隐式梯度投影算法:

ωk+1
(
ωk, µk

BB, gk
)

:=
ωk − µk

BBgk

1 + µk
BB|gk| (13)

和非单调 Chambolle 梯度投影算法:

ωk+1
(
ωk, µk

BB, gk
)

:=
ωk − µk

BBgk

max{1, |ωk − µk
BBgk|}

(14)
令 p

(
gk

)
定义如下

p
(
gk

)
= ωk+1

(
ωk, 1, gk

)− ωk (15)

ωk+1
(
ωk, 1, gk

)
由式 (13) 和 (14) 定义. 如果

‖p (
gk

) ‖ = 0, 那么 ωk 是一个约束稳定点. 因此, 得
到下面的性质.
引理 1. 如果 ‖p (

gk
) ‖ = 0, 那么 ωk 满足欧

拉 –拉格朗日方程 (5).
证明. 当 ωk+1

(
ωk, 1, gk

)
由式 (13) 计算, 有

ωk
i,j−gk

i,j

1+|gk
i,j |

− ωk
i,j = 0, ∀i, j. 所以, 欧拉 –拉格朗日方

程 (5) 成立. 当 ωk+1
(
ωk, 1, gk

)
由式 (14) 计算, 那

么有

ωk
i,j − gk

i,j −max{1, |ωk
i,j − gk

i,j|}ωk
i,j = 0, ∀i, j

当 |ωk
i,j − gk

i,j| ≤ 1 时, 可以得到 gi,j = 0. 否则,
|ωk

i,j − gk
i,j| > 1 且 gi,j 6= 0. 因此可以推导出下式

ωk
i,j =

−gk
i,j

|ωk
i,j − gk

i,j| − 1

令 1
|ωk

i,j−gk
i,j |−1

= t, 则有 ωk
i,j = −tgk

i,j 和 t(t +

1)|gk
i,j| − t = 1. 又因为 gk

i,j 6= 0 和 t > 0, 推出
t = 1/|gk

i,j|. 所以, gk
i,j + |gk

i,j|ωk
i,j = 0. 因此等式 (5)

成立. ¤
下面给出改进的非单调线搜索梯度投影算法的

具体步骤, 记为算法 1.

算法 1.改进的非单调线搜索梯度投影算法
步骤 1. 给定 ω0 ∈ Y , M ≥ 1, θ ∈ (0, 1), ε ∈ (0, 1),

k := 0, 0 < ρmin < ρmax.

步骤 2. 如果 ‖p(gk)‖ = 0, 停止.

步骤 3. 限制 µk
BB ∈ [ρmin, ρmax].

步骤 4. dk := ωk+1
(
ωk, µk

BB , gk
)− ωk.

步骤 5. 改进的非单调线搜索:

令 γ ∈ [0, −θε〈gk, dk〉
‖dk‖2 ], 如果

F
(
ωk+1

(
ωk, µk

BB , gk
))

≤

max
0≤j≤min{k,M−1}

F (ωk−j) + θ
〈
gk, dk

〉
+ γ‖dk‖2 (16)

ωk+1 := ωk+1
(
ωk, µk

BB , gk
)
, 转步骤 6. 否则 σ ∈ (0, 1),

µk
BB = σµk

BB , 转步骤 5.

步骤 6. 令 k = k + 1,转步骤 2.

步骤 3 中的自适应 BB 步长选择算法:

步骤 3.1. 若 k = 0, 令 µ0 ∈ [ρmin, ρmax], τ1 ∈
(0, 1), Mµ 为一正整数.

步骤 3.2. 若 sT
k−1y

k−1 ≤ 0, 令 µk
BB = ρmax, 转步骤

3.6, 否则转步骤 3.3.

步骤 3.3. 求

µk
BB1 = max{ρmin, min{ ‖sk−1‖2Y

‖∇ · sk−1‖2X
, ρmax}}

µk
BB2 = max{ρmin, min{ ‖∇ · sk−1‖2X

‖∇(∇ · sk−1)‖2X
, ρmax}}

步骤 3.4. 若
µk

BB2
µk

BB1
≤ τk, 求 µk

BB = min{(µk
BB2)j , j =

max{1, k −Mµ}, · · · , k}, τk+1 = 0.4τk, 否则转步骤 3.5.
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步骤 3.5. µk
BB = µk

BB1, τk+1 = 1.5τk, 转步骤 3.4.

步骤 3.6. 求得 µk
BB , 结束.

定义 gs(ω) = ω (ω, µBB, g) − ω, 其中 s ∈
[ρmin, ρmax]. 由文献 [20] 中的引理 2.1 可知,

〈g(ω), gs(ω)〉 ≤ −1
s
‖gs(ω)‖2 ≤ − 1

ρmax

‖gs(ω)‖2

(17)
如果 ωk 不是稳定点, 那么 〈gk, dk〉 < −‖dk‖2/ρmax,
因此搜索方向是下降方向. 如果 γ = 0, 式 (16) 就是
标准的非单调线搜索. 再由文献 [20] 中的定理 2.3
知, 只要 µk

BB ∈ [ρmin, ρmax], 算法 1 是收敛的. 下面
给出一般情形下算法 1 的收敛性.

定理 2. 算法 1 是适定的, 且序列 {ωk} 的任意
聚点 ω∗ 是式 (4) 的约束稳定点.

证明. 由文献 [20] 中的引理 2.2 (ii) 知, 对任
意 αk

BB ∈ [ρmin, ρmax] 有

F
(
ωk+1

(
ωk, µk

BB, gk
))− max

0≤j≤min{k,M−1}
F (ωk−j) ≤

F
(
ωk+1

(
ωk, µk

BB, gk
))− F (ωk) ≤ θ〈gk, dk〉

故

F
(
ωk+1

(
ωk, µk

BB, gk
))− max

0≤j≤min{k,M−1}
F (ωk−j) ≤

θ〈gk, dk〉+ γ‖dk‖2

再由 γ 的取值可得

θ
〈
gk, dk

〉
+ γ‖dk‖2 < 0

所以式 (16) 是非单调下降, 步长可以有限步得到.
因此, 算法 1 是适定的.
令 ω∗ 是 {ωk} 的聚点. 考虑下面两种情况:
情况 1. 如果 inf αk

BB = 0, 那么存在一个子序
列 {ωk}K 使得

lim
k∈K

αk
BB = 0

在这种情况下, 存在充分大的 k̄, 使得当 k ≥ k̄, k ∈
K, 存在 σk ∈ (0, 1), ψk = αk

BB/σk 不满足式 (16),
即

F
(
ωk+1

(
ωk, ψk, gk

))
>

max
0≤j≤min{k,M−1}

F (ωk−j) + θ〈gk, dk〉+ γ‖dk‖2 ≥

F (ωk) + θ〈gk, dk〉
剩下的证明类似于文献 [20] 中定理 2.3, 此处不再详
细给出, 有兴趣的读者可以参考文献 [20]. 因此, ω∗

是一个约束稳定点.
情况 2. 假设 inf αk

BB ≥ β > 0. 反证法.
ω∗ 不是一个约束稳定点, 那么对所有的 k > 0

〈gk, dk〉 ≤ −ζ, ζ > 0. 由文献 [21] (p.709) 知, 可
以得到一个单调非增的序列 {f(ωl(k))}. 其中 l(k)
是使得 k −min{k, M − 1} ≤ l(k) ≤ k 和

F (ωl(k)) = max
0≤j≤min{k,M−1}

f(ωk−j)

成立的整数. 再由式 (16) 可得, 对于 k > M − 1 (见
文献 [21]),

F (ωl(k)) ≤ F (ωl(l(k)−1)) + θ〈g(xl(k)−1), dl(k)−1〉+
γ‖dl(k)−1‖2

又因为 γ ∈ [0, −εθgkdk

‖dk‖2 ], 故可推出

F (ωl(k))− F (ωl(l(k)−1)) ≤
θ〈g(xl(k)−1), dl(k)−1〉+ γ‖dl(k)−1‖2 ≤
θ〈g(xl(k)−1), dl(k)−1〉−
εθg(xl(k)−1)Tdl(k)−1

‖dl(k)−1‖2
‖dl(k)−1‖2 ≤

θ(1− ε)〈g(xl(k)−1), dl(k)−1〉 ≤
− θ(1− ε)ζ

当 k →∞ 时, F (ωl(k)) → −∞, 与 F (ω) 有界矛盾.
因此, ω∗ 是一个约束稳定点. ¤
定理 3 是文献 [22] 中的命题 1, 该性质说明由

对偶问题的解可以得到原问题的解.
定理 3. 令 {ωk} 是任意的序列, ωk ∈ K, k =

1, 2, · · · , K = {ω : |ω| ≤ 1} 且 {ωk} 的所有聚
点是式 (4) 的稳定点. 那么当 k → ∞ 时, 序列
uk := f + 1

λ
∇ · ωk 收敛于式 (1) 的唯一解 ū.

2 数值结果

本节给出算法 1 的数值表现. 仿真实验在内存
为 2GB 处理器为 i3 的个人电脑上进行. 在两个实
验中, Matlab 版本为 R2011a, 高斯噪音由 Matlab
中的加噪函数 imnoise 产生, 方差是 0.01. 采用均方
根误差 (Root mean square error, RMSE) 评价算
法恢复的效果, 定义如下

RMSE =
‖u− uk‖2

‖u‖2

其中 u 是真实的图像, uk 是算法得到的图像.

2.1 和 Chambolle梯度投影算法比较

本节将算法 1 和文献 [7 – 8] 中的方法进行对
比. 在算法 1 中, 参数设置如下, α0 = 1, M = 5,
θ = 10−5, ρmax = 1010, ρmin = 10−10, σ = 0.5. 保
真项 λ = 0.053.
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表 1 数值结果

Table 1 Numerical results

Image Algorithm Niter Time (s) RMSE

Shape (128× 128) Chambolle 737 2.06 0.0739

Chambolle1 592 1.86 0.0738

MChambolle 196 0.81 0.0412

GPSSABB 182 0.70 0.0414

MGPSSABB 130 0.61 0.0414

Lena (256× 256) Chambolle 352 5.79 0.0829

Chambolle1 272 4.73 0.0827

MChambolle 129 3.62 0.0221

GPSSABB 152 4.13 0.0214

MGPSSABB 85 2.34 0.0214

Peppers (512× 512) Chambolle 389 35.80 0.0525

Chambolle1 298 26.27 0.0520

MChambolle 124 19.77 0.0520

GPSSABB 124 19.67 0.0079

MGPSSABB 92 15.79 0.0079

Boat (1 024× 1 024) Chambolle 388 141.80 0.0078

Chambolle1 300 117.05 0.0078

MChambolle 140 101.66 0.0078

GPSSABB 156 107.90 0.0078

MGPSSABB 97 67.16 0.0078

测试如下算法:
1) 文献 [7] 算法: 半隐式梯度下降算法, τ =

0.248, 记为 Chambolle.
2) 文献 [8] 算法: 梯度投影下降算法, τ =

0.248, 记为 Chambolle1.
3) MChambolle: 算法 1 中自适应步长选择算

法, ωk+1(·) 由式 (13) 计算, γ = 0.5.
4) GPSSABB: 算法 1 中自适应步长选择算法,

ωk+1(·) 由式 (14) 计算, γ = 0.
5) MGPSSABB: 算法 1 中自适应步长选择算

法, ωk+1(·) 由式 (14) 计算, γ = 0.5. 五种方法的停
止准则为

‖p(gk)‖ ≤ 10−6‖p(g0)‖

为了公平测试算法的速率, 每幅图像进行 10 次
试验, 表 1 给出迭代步数和 CPU 时间 (秒) 的 10 次
平均数值结果. 可以看出, 四种方法恢复的 RMSE
值相差不大, 但算法 1 有效地改善了 Chambolle 算
法的收敛速度. 图 1 给出了 Boat (1 024× 1 024) 恢
复的结果. 图 2 说明非单调下降算法有效地改善原
始算法的数值表现, 特别是对高精度要求和大尺寸
的图像效果更好.

图 1 Boat (1 024× 1 024) 去噪结果

Fig. 1 Denoising results of Boat (1 024× 1 024)

2.2 和梯度投影类算法比较

文献 [22] 给出求解式 (4) 的一系列 BB 梯度投
影算法且在基于对偶间隙的基础上给出算法的一个

停止准则. 下面给出文献 [22] 中基于对偶间隙的停
止准则.
由 TV 范数的定义, ROF 模型有如下形式:

min
u

max
|ω|≤1

∫

Ω

−u∇ · ω +
λ

2
‖u− f‖2

利用文献 [23] 中命题 2.4 的 min-max 定理, 问题
(1) 可转化为:

max
|ω|≤1

min
u

∫

Ω

u∇ · ω +
λ

2
‖u− f‖2 (18)
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图 2 Boat (1 024× 1 024) 梯度投影的相对范数 vs. CPU

时间 (秒)

Fig. 2 Relative norm of projected gradient vs.

CPU time (s) of Boat (1 024× 1 024)

式 (18) 中内层最小化问题的精确解为:

u = f +
1
λ
∇ · ω (19)

将式 (19) 代入式 (18) 中, 可得对偶问题:

max
|ω|≤1

D(ω) :=
λ

2

[
‖f‖2 − ‖f +

1
λ
∇ · ω‖2

]
(20)

对偶间隙定义如下:

G(u, ω) = P (u)−D(ω) =∫

Ω

|∇u|+ λ

2
‖u− f‖2−

λ

2

[
‖f‖2 − ‖f +

1
λ
∇ · ω‖2

]
=

∫

Ω

(|∇u| − ∇u · ω) +
λ

2
‖ 1
λ
∇ · ω + f − u‖2

如果 u 和 ω 是可行解, 那么

0 ≤ P (u)−O ≤ G(u, ω)

0 ≤ O −D(ω) ≤ G(u, ω)

其中 O 为原对偶最优值. 如果 (u, ω) 是原对偶问题
的最优解, 那么

G(u, ω) =
∫

Ω

(|∇u| − ∇u · ω)

下面具体分析当 ω = ωk 满足如下停止准则时

G(u, ω)
|P (u)|+ |D(ω)| ≤ Tol (21)

由算法 1 得到的 u 逼近最优解 ū, 其中 Tol 是很小

的正整数. 从式 (3), 可以推出

u−ū = (f+
1
λ
∇·ω)−(f+

1
λ
∇·ω̄) =

1
λ

(∇·ω−∇·ω̄)

又因为 |∇ū| = ∇ū · ω̄ 和 |∇u| ≥ ∇u · ω (|ω| ≤ 1)
故

λ‖u− ū‖2
2 =

∫

Ω

(u− ū)(∇ · ω −∇ · ω̄) =
∫

Ω

u∇ · ω −
∫

Ω

u∇ · ω̄ −
∫

Ω

ū∇ · ω +
∫

Ω

ū∇ · ω̄ =
∫

Ω

−∇u · ω +
∫

Ω

∇u · ω̄ +
∫

Ω

∇ū · ω −
∫

Ω

|∇ū| ≤
∫

Ω

−∇u · ω +
∫

Ω

|∇u|+
∫

Ω

|∇ū|(|ω| − 1) ≤
∫

Ω

(|∇u| − ∇u · ω) = G(u, ω)

所以

‖u− ū‖ ≤
√

G(u, ω)
λ

≤
√

Tol(|P (u)|+ |D(ω)|)
λ

本节给出算法在停止准则 (21) 下的数值表现,
并与文献 [22] 中一些梯度投影算法比较. 测试图像
为 Cameraman (256× 256), Barbara (512× 512).
在试验中, 保真参数 λ = 0.045, ρmax = 105, ρmin =
10−5, M = 5, θ = 10−4, α0 = 1, σ = 0.5, Mµ = 2.

测试如下算法.
1) 文献 [7] 算法: 半隐式梯度下降算法, τ =

0.248, 记为 Chambolle.
2) 文献 [22] 的一些梯度投影算法: GPCL,

GPLS, GPBBM, GPBBM(3), SQPBBM, GPBB-
safe, GPBBNM, GPABB.

3) GPSSABB: 算法 1 中自适应步长选择算法,
ωk+1(·) 由式 (14) 计算, γ = 0.

4) MGPSSABB: 算法 1 中自适应步长选择算
法, ωk+1(·) 由式 (14) 计算, γ = 0.5.
图 3 分别给出 Tol = 10−4 时 Cameraman 和

Tol = 10−6 时 Barbara 图像恢复的结果. 可以看
出, 算法 1 能够有效地去除噪音得到清晰的图像. 表
2 和 3 给出 Tol = 10{−2,−3,−4,−6} 的数值结果. 其中
GPBBNM表示在标准非单调线搜索下仅使用µk

BB1

的梯度投影算法. GPABB 是另一种形式的交替使
用 BB 步长梯度投影算法. GPBBNM 和 GPABB
算法是文献 [22] 中表现最好的算法, 具体形式可以
参考文献 [22]. 从这两个表中可以发现, Tol ≤ 10−4

时, 新算法优势并不明显, 甚至稍微慢于其他算
法, 如 GPABB 和 GPBBNM. 但 Tol = 10−6 时,
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表 2 Cameraman (256 × 256) 迭代步数和 CPU 时间 (秒)

Table 2 Number of iterations (Iter) and CPU time (s) of Cameraman (256 × 256)

Tol = 10−2 Tol = 10−3 Tol = 10−4 Tol = 10−6

Algorithms Iter Time (s) Iter Time (s) Iter Time (s) Iter Time (s)

Chambolle 27 0.45 163 3.18 822 16.04 14 625 271.89

GPCL 32 0.59 114 1.98 549 10.19 10 116 187.28

GPLS 18 0.53 132 5.38 607 26.22 12 100 550.32

GPBBM 20 0.56 128 3.24 596 16.99 11 032 295.31

GPBBM(3) 20 0.58 72 1.78 292 7.53 3 186 79.15

SQPBBM 14 0.50 43 1.95 167 7.66 2 532 105.18

GPBBsafe 16 0.33 47 1.05 165 4.23 2 398 73.68

GPBBNM 16 0.34 48 1.06 162 3.42 2 974 62.19

GPABB 16 0.45 47 1.23 179 4.68 2 276 49.45

GPSSABB 13 0.41 48 1.36 146 4.31 1 372 38.50

MGPSSABB 13 0.37 47 1.33 129 3.67 678 18.90

表 3 Barbara (512 × 512) 迭代步数和 CPU 时间 (秒)

Table 3 Number of iterations (Iter) and CPU time (s) of Barbara (512 × 512)

Tol = 10−2 Tol = 10−3 Tol = 10−4 Tol = 10−6

Algorithms Iter Time (s) Iter Time (s) Iter Time (s) Iter Time (s)

Chambolle 27 3.04 131 14.27 536 60.47 8 583 939.73

GPCL 24 2.78 79 9.31 331 37.10 5 854 641.63

GPLS 36 6.61 90 20.90 319 77.84 5 532 1 316.20

GPBBM 20 3.03 84 13.32 340 52.10 6 096 872.62

GPBBM(3) 20 2.89 74 11.31 229 34.94 2 588 365.88

SQPBBM 14 2.75 33 7.71 106 23.20 1 530 325.25

GPBBsafe 15 2.09 40 5.76 118 18.75 1 494 290.38

GPBBNM 15 2.42 41 5.55 116 15.69 1 467 194.15

GPABB 14 2.43 35 5.91 125 21.23 1 123 180.51

GPSSABB 12 2.03 34 5.97 104 19.25 878 159.95

MGPSSABB 14 2.39 37 6.26 90 15.55 431 86.31

图 3 Cameraman (Tol = 10−4) 和 Barbara

(Tol = 10−6) MGPSSABB 的去噪结果

Fig. 3 Denoising results of MGPSSABB of Cameraman

(Tol = 10−4) and Barbara (Tol = 10−6)

MGPSSABB 的优势明显地表现出来, 迭代步数和
时间比 GPABB 和 GPBBNM 大大减少. 图 4 给出
了对偶间隙随时间变化的曲线. 在算法满足停止准
则终止时, 从图 4 可以看出新算法 CPU 时间远少

于 GPABB 和 GPBBNM 算法的 CPU 时间. 这也
证实了算法 1 在采用自适应 BB 步长和改进的线搜
索下, 能够更快地收敛于最优解, 特别是精确恢复大
尺寸图像和高精度要求时.

(a) Cameraman

(a) Cameraman
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(b) Barbara

(b) Barbara

图 4 四个算法的对偶间隙 vs. CPU 时间 (秒) (Tol = 10−6)

Fig. 4 Duality gap vs. CPU time(s) for four algorithms

(Tol =10−6)

通过图 2 和图 4 发现, 相对范数和对偶间隙在
迭代过程中不是单调下降. 而这个非单调性是文献
[16] 指出的一个重要特征, 它可能使算法更快地收
敛于最优解.
最后, 这两节的数值试验表明新提出的自适应

步长梯度投影算法是有效的, 优于其他几种梯度投
影算法.

3 结论

针对全变差图像去噪问题, 本文提出了一个自
适应 BB 步长梯度投影算法, 用著名的 BB 步长代
替 Chambolle 梯度投影算法中的时间常数步长, 并
在改进的非单调线搜索下证明算法的全局收敛性.
数值结果表明, 新提的算法有效地改善了原始方法.
从表 1 中数值结果可以看出, 特别是对于大尺寸图
像, 新算法运行的 CPU 时间大约是 Chambolle 半
隐式梯度投影方法的 CPU 时间的一半. 并与其他梯
度投影方法做比较, 其数值表现也有明显优势.
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