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基于平衡截断法的离散时间线性

时滞系统的低频域模型降阶

杜 鑫 1 丁大伟 2

摘 要 研究在系统工作频率范围为低频区间情形下的离散时间线性时

滞系统模型降阶问题. 首先根据时滞系统在零频点处传递函数的性质, 构

造了一类匹配其零频响应的带有可调参数的扩展线性时滞系统, 进而在

其基础上结合已有的时滞系统平衡截断法给出了新的低频模型降阶算法.

通过调节其中的设计参数, 新方法所得降阶时滞系统模型能够以任意精

度逼近原系统的零频响应特性, 进而可以用于改善低频范围内的模型逼

近性能. 数值算例验证了所提方法的有效性和优越性.
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Abstract This paper deals with model′s order reduction of

discrete-time linear delay systems over low frequency ranges. By

introducing a class of parameterized linear systems matching the

given delay system at zero frequency, a new balanced truncation

based model reduction method is proposed. It is shown that the
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example is included to show the effectiveness and superiority of
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模型降阶是一个在许多工程技术系统分析中必不可少

的模型后处理环节[1−2], 许多实际系统如柔性结构系统、电

路系统等的数学模型通常采用有限元分析、机理分析等手段

建立[3], 其模型的阶数 (即状态的维数) 通常比较高. 直接采

用高阶模型来进行后续的仿真、分析及综合会带来计算和实
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现上的困难, 要解决这一难题就需要对高阶模型进行降阶处

理[4], 即寻找一个低阶的系统模型来替代已有的高阶模型来

描述系统输入输出信号之间的动力学特性.

作为一个广泛存在于多个学科领域的研究方向, 在过去

的 30 多年里已有众多学者从不同角度提出了一系列类型不

同的模型降阶理论和方法[5]. 在自动控制领域也存在许多相

关的结果, 其中平衡截断法是一个得到广泛认可的经典模型

降阶方法[6], 此外常见的还有一些基于各类数值优化技术的

模型降阶方法. 平衡截断法最早由Moore 在文献 [7] 中提出,

其核心思想在于通过合理的坐标变换来对系统状态进行重新

排序, 然后保留其中的 “主要状态” 来获得一个和原系统逼

近程度较高的降阶系统. 该方法所得降阶模型可以在全频范

围内都较好地逼近原系统的频率响应特性, 同时在还可以保

持原系统的某些特性如稳定性、耗散性等, 此外这类方法通

常仅需要求解一些简单的等式或者不等式, 以及进行一些基

本的矩阵分解运算, 具有较低的计算复杂度. 因此, 平衡截断

法得到了众多学者和工程技术人员的青睐和关注, 并已广泛

地应用在包括电路系统、机械系统等众多工程领域. 在过去

的 30 年中, 基于平衡截断的模型降阶理论不断完善, 并逐步

推广和应用到一些复杂动力学系统如随机系统、切换系统等

的模型降阶问题. 与平衡截断法这种以 “构造性” 算法来获

得理想的先验误差界的策略不同, 数值优化类的模型降阶方

法通常直接以某种意义下的逼近误差指标函数作为优化目

标[8−9], 通过迭代优化计算来求得降阶模型的参数矩阵, 其

误差界只有在优化过程完全结束才能明确. 从方法论上来看

数值优化类方法和平衡截断法是本质不同的. 平衡截断法在

算法复杂度上要明显优于数值优化类方法, 但在逼近误差指

标设计的灵活性上则要稍逊一些.

时滞系统是一类常见的动力学系统, 多出现于网络控制

系统、传输线系统、化工过程系统等实际工程系统中. 对

时滞系统的各类问题研究在过去 20 年中得到了广泛的关

注[10−11], 其中时滞系统的模型降阶问题有着重要的工程应

用背景, 如 RLC 电路内部链接传输线系统的建模与仿真等,

因此关于时滞系统的模型降阶研究已成为时滞系统研究领

域的一个重要分支[12−15]. 在平衡截断理论框架下探讨时滞

系统的模型降阶问题也有若干研究结果, 如在文献 [16] 中,

Jarlebring 等针对连续时间线性时滞系统, 通过对其 “时滞

格拉姆矩阵” 进行定义和分块, 给出了一类 “位置平衡” 的时

滞系统平衡截断法; 在文献 [17] 中, Wang 等从 “时滞格拉姆

矩阵” 快速数值计算的角度出发给出了相应的时滞系统平衡

截断法. 针对离散时间线性时滞系统, Suh 在文献 [18] 中从

离散时滞项的性质出发, 给出了一类基于对角时滞格拉姆矩

阵的 “对角平衡截断法”. 与标准线性系统情形下的相关结果

类似, 这些现有的时滞系统平衡截断法通常可以在全频域内

得到相对较好的模型逼近性能. 在许多实际系统中, 系统工

作频率范围即输入信号的频率范围往往是一个已知的较窄的

有界区间[19−21], 其中低频区间为最常见的情形, 甚至在一些

情况下输入信号为频率为零的阶跃信号. 另一方面, 模型降

阶问题的本质就在于使得降阶模型尽可能好地模拟和逼近在

相同输入信号激励下原系统的输出响应曲线. 因此对于输入

信号为低频信号的情形, 仅需考虑在低频范围内对原系统进

行逼近. 标准的平衡截断法虽然能使得整个频域上的逼近误

差都相对较小, 但大量例子显示该方法在低频域内的逼近误

差往往是较大的, 而且通常最大的逼近误差就出现在零频处,

这一性质对低频模型降阶问题而言是不够理想的. 针对标

准线性系统的低频模型降阶问题, 可以通过采用与标准平衡
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截断法同源共生的 “奇异摄动平衡截断法” 来进行很好的求

解[22−25], 这类方法通过使降阶模型和原模型在零频处的响

应完全匹配, 进而改善了低频范围内的模型逼近性能. 遗憾

的是, 针对线性时滞系统, 目前还没有类似于 “奇异摄动平衡

截断法” 的解决方案来处理其低频模型降阶问题. 文献 [26]

中给出的方法试图采用无时滞项的标准线性系统来逼近时滞

系统的低频响应特性, 但遗憾的是由于忽略掉时滞项对系统

结构造成了过大的改变, 使得其难以获得零频点之外的低频

区域上的良好逼近效果, 同时无法根据降阶系统模型来设计

和原系统具有相同物理结构的简化实际系统.

本文考虑离散时间线性时滞系统的低频模型降阶问题.

与解决标准线性系统低频模型降阶问题的 “奇异摄动平衡截

断法” 不同, 这里引入了一类具有特殊构造形式的参数化扩

展时滞系统, 这类扩展时滞系统在任意给定的设计参数下都

具有和原系统相同的零频响应, 且其可控/可观 Lyapunov 方

程 (不等式) 的解随设计参数的不断减小而渐近趋近于零. 基

于这样的参数化扩展时滞系统和已有的时滞系统 “对角平衡

截断法”[23], 本文提出了一类新的针对时滞系统低频模型降

阶问题的平衡截断法, 新方法给出了一个降阶系统与原系统

在零频处的可调误差上界, 而且该误差上界可随着设计参数

的不断减小而趋近于零, 因此可通过选择合适的设计参数来

调整低频范围内的模型逼近性能. 仿真算例说明了该方法的

有效性, 并指出了在实际算法中调节参数的选取原则.

1 问题描述

考虑下列差分方程描述的离散时间线性时滞系统

xxx(k + 1) = Axxx(k) + Adxxx(k − d) + Buuu(k)

yyy(k) = Cxxx(k) + Duuu(k)

xxx(k) = 0, k ∈ [−d, 0] (1)

其中, xxx(k) ∈ Rn 为系统状态向量, uuu(k) ∈ Rl 为系统输入向

量, yyy(k) ∈ Rm 为系统输出向量, d > 0 是未知的时延长度.

该系统在频域的表现形式为

ejθX(ejθ) = AX(ejθ) + Ade−jθdX(ejθ) + BU(ejθ)

Y (ejθ) = CX(ejθ) + DU(ejθ) (2)

其中, U(ejθ), X(ejθ) 和 Y (ejθ) 分别为信号 u(t), x(t) 和 y(t)

经傅里叶变换后的频域表达形式. 输入输出信号之间的关系

可在频域表达为 Y (ejθ) = G(ejθ)U(ejθ), 其中 G(ejθ) 为系统

的传递函数:

G(ejθ) = C
(
ejθI −A−Ade−jθd

)−1

B + D (3)

考虑到在许多实际系统中, 系统输入信号通常是频率为

零的阶跃信号, 或者是一些频率不太高的慢变 (周期) 信号,

本文的主要目标是求解一个如下式所示的低阶线性时滞系

统:

xr(k + 1) = Arx(k) + Adrxr(k − d) + Bru(k)

yr(k) = Crx(k) + Dru(k)

xr(k) = 0, t ∈ [−d, 0] (4)

来很好地逼近原系统在低频域内特别是零频时的动态响应特

性, 其中 xxxr(k) ∈ Rr 是降阶系统的低维状态向量, uuur(k) ∈
Rr 为和原系统相同的输入向量, yyyr(k) ∈ Rm 是降阶系统

输出向量, Ar, Adr, Br, Cr, Dr 为待求参数矩阵. 同样, 降阶

系统也可以在频域上进行描述, 其输入输出的频域关系为

Yr(e
jθ) = Gr(e

jθ)U(ejθ), 其中 Gr(e
jθ) 为降阶系统的传递函

数:

Gr(e
jθ) = Cr

(
ejθI −Ar −Adre

−jθd
)−1

Br + Dr (5)

本文中假设系统工作频率区间的上下界未知, 即仅知系

统工作频率范围为零频的一个领域. 在这种情况下, 一个合

适的刻画降阶模型逼近性能的指标函数为

σmax(G(ejθ)−Gr(e
jθ)) (6)

显然, 该指标函数的大小反应了原系统和降阶系统在零频处

的逼近误差. 由误差传递函数的连续性可知, 该指标函数越

小, 相应的在零频附近频率上的逼近误差也越小, 也即意味

着越好的低频模型逼近性能.

注 1. 指标函数 (6) 为原系统和降阶系统所组成的误差

系统在零频处的最大奇异值, 事实上, 用误差传递函数的奇

异值函数来作为模型逼近性能的指标函数有着明确的物理

意义. 对系统工作频率信息完全未知的情况下, 通常采用全

频域内的传递函数最大奇异值作为指标函数 (如经典的平衡

截断法[7]); 对系统工作频率为有限区间且其上下界已知的情

形, 则可以采用给定频率区间内传递函数的最大奇异值作为

指标函数[21−24].

2 基于零频扩展时滞系统的平衡截断模型降阶法

本节将给出本文的主要结果, 首先, 给出一类具有特殊

构造形式的参数化扩展线性时滞系统; 然后以此为基础给出

了相应的平衡截断算法及其在逼近性能上的性质.

定义 1. 给定线性时滞系统 (1), 则称下列由系统 (1) 中

参数矩阵以及设计参数 ε > 0 所构造的时滞系统:

x(k + 1) = Aεx(k) + Adεx(k) + Bεu(k)

y(k) = Cεx(k) + Dεu(k) (7)

为系统 (6) 的零频扩展时滞系统, 其中

Aε = I − ε(εI + I −A−Ad)−1(I −A)

Adε = ε(εI + I −A−Ad)−1Ad

Bε = ε(εI + I −A−Ad)−1B

Cε = εC(εI + I −A−Ad)−1

Dε = D + C(εI + I −A−Ad)−1B (8)

以式 (7) 和 (8) 中给出的特殊构造下的扩展时滞系统为

基础, 并结合文献 [18] 中给出的时滞系统对角平衡截断法,

这里给出一类用于解决离散时间时滞系统低频模型降阶问题

的平衡截断算法.

算法 1. 参数化时滞系统低频平衡截断法

输入. 原系统参数矩阵 A, Ad, B, C, D 以及设计参数 ε.

输出. Ar, Adr, Br, Cr, Dr.

步骤 1. 根据式 (8) 中给出的扩展系统参数矩阵构造方
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程, 求解满足下列 Lyapunov 不等式

[
Aε Adε

I 0

] [
Wcε 0

0 Xε

] [
Aε Adε

I 0

]T

−
[
Wcε 0

0 Xε

]
+

[
BεB

T
ε 0

0 0

]
< 0

[
Aε Adε

I 0

]T [
Woε 0

0 Yε

] [
Aε Adε

I 0

]T

−
[
Woε 0

0 Yε

]
+

[
CT

ε Cε 0

0 0

]
< 0 (9)

步骤 2. 在求解式 (9) 所得矩阵Wcε 和Woε 的基础上,

通过奇异值分解 (Singular value decomposition, SVD) 变换

求得使矩阵Wcε 和Woε 实现同时对角化的坐标变换矩阵 Tε,

即

T−1
ε WcεT

−T
ε = TT

ε WoεTε = Σε (10)

其中

Σε = diag{Σε1, Σε2}
Σε1 = diag{σε1, σε2, · · · , σεr}
Σε2 = diag{σε(r+1), σε(r+2), · · · , σεn}

步骤 3. 根据式 (11) 对时滞系统进行坐标变换, 以得到

其低频平衡实现:

Abε = T−1
ε AεTε, Abdε = T−1

ε AdεTε, Bbε = T−1
ε Bε

Cbε = CεTε, Dbε = Dε (11)

步骤 4. 根据下列截断方程求解降阶模型参数矩阵

Ar = [I 0]M−1
r Nr

Adr = [I 0]M−1
r Nr

Br = ε−1(εI + I −Ar −Adr)ZrBbε

Cr = ε−1CbεZ
T
r (εI + I −Ar −Adr)

Dr = Dbε − Cr(εI + I −Ar −Adr)
−1Br (12)

其中

Mr =

[
ZrAbεZT ZrAdbεZT

r

ZrAbεZT − I ZrAdbεZT
r + I

]

Nr =

[
(ε + 1)ZrAbεZT

r − I

(ε + 1)ZrAdbεZ
T
r

]

Zr = [Ir, 0(r,n−r)]

定理 1. 通过算法 1 得到的降阶系统 (4) 和原系统 (1)

在零频处的逼近误差满足:

σmax

(
G(ejθ)−Gr(e

jθ)
)
≤ 2

n∑
i=r+1

σεi (13)

其中, 误差上界可由参数 ε 来进行调节, 当 ε → 0 时, 误差界

趋近于零, 即

σεi
ε→0

= 0 (14)

证明. 首先证明零频点处模型逼近误差界 (13) 成立, 由

定义 1 中给出的零频扩展时滞系统的参数矩阵构造形式可

证:

G
(
ejθ

)−Gε

(
ejθ

)
=

C(ejθI −A−Ad)
−1

B + D−
Cε(e

jθI −Aε −Adε)
−1Bε + Dε ={

C(ejθI −A−Ad)−1B + D
}−

Cεε
−1(εI + I −A−Ad)(I −A−Ad)−1Bε −Dε =

C(ejθI −A−Ad)
−1

B + D−
C(I −A−Ad)−1(εI + I −A−Ad)−1εB−
C(εI + I −A−Ad)−1B −D =

C(ejθI −A−Ad)
−1

B − C(I −A−Ad)−1B =

C(I −A−Ad)−1B − C(I −A−Ad)−1B = 0

(15)

类似地, 我们可按照式 (8) 的构造方式, 对由式 (15) 求得的

降阶系统来构造类似的扩展降阶时滞系统:

x̂r(k + 1) = Arεx̂r(k) + Adrεx̂r(k) + Brεu(k)

yr(k) = Crεx̂r(k) + Drεu(k) (16)

其中

Arε = I − ε(εI + I −Ar −Adr)
−1(I −Ar)

Adrε = ε(εI + I −Ar −Adr)
−1Adr

Brε = ε(εI + I −Ar −Adr)
−1Br

Crε = εCr(εI + I −Ar −Adr)
−1

Drε = Dr + Cr(εI + I −A−Adr)
−1Br

(17)

该扩展降阶时滞系统的传递函数可表示为

Crε(e
jθI −Arε −Adrεe

−jθd)−1Brε + Drε (18)

与式 (15) 的证明方式相同, 我们可以证明

Grε

(
ej0

)
−Gr

(
ej0

)
= 0. (19)

另一方面根据式 (15) 和式 (19) 可推出:

Arε = ZrAbεZ
T
r , Adrε = ZrAbdεZ

T
r , Brε = ZrBbε

Crε = CbεZ
T
r , Drε = Dbε

(20)

结合文献 [14] 中 “对角平衡截断法” 的分析结果可知:

σmax

(
Gε(e

jθ)−Grε(e
jθ)

)
≤ 2

n∑
i=r+1

σiθ, ∀θ ∈ [−π, +π]

(21)

综合式 (15)、式 (19) 和式 (21), 以及矩阵奇异值的基本性质,
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可知

σmax

(
G

(
ejθ

)−Gr

(
ejθ

))
=

σmax

{ (
G(ejθ)−Gε(e

jθ)
)

+ (Gε(e
jθ)−

Grε(e
jθ)) +

(
Grε(e

jθ)−Gr(e
jθ)

)
}
≤

σmax

(
G

(
ejθ

)−Gε

(
ejθ

))
+

σmax

(
Gε

(
ejθ

)−Grε

(
ej0

))
+

σmax

(
Grε

(
ejθ

)−Gr

(
ejθ

))
=

σmax

(
Gε

(
ejθ

)−Grε

(
ejθ

)) ≤
2

n∑
i=r+1

σεi

(22)

接下来我们进一步证明误差界的性质 (14). 根据低频扩展时

滞系统 (7) 中参数矩阵的计算式 (8) 可知:

lim
ε→0

Arε = I

lim
ε→0

Adrε = 0

lim
ε→0

Crε = 0

lim
ε→0

Cdrε = 0

(23)

进而式 (9) 中不等式两边在 ε → 0 的情况下可写为

lim
ε→0





[
Aε Adε

I 0

] [
Wcε 0

0 Xε

] [
Aε Adε

I 0

]T

−
[

Wcε 0

0 Xε

]
+

[
BεB

T
ε 0

0 0

]}
=


 lim

ε→0
W cε lim

ε→0
W cε

lim
ε→0

W cε lim
ε→0

W cε


−


 lim

ε→0
W cε 0

0 lim
ε→0

Xε


 < 0

(24)

lim
ε→0





[
Aε Adε

I 0

]T [
Woε 0

0 Yε

] [
Aε Adε

I 0

]
−

[
Woε 0

0 Yε

]
+

[
CT

ε Cε 0

0 0

]}
=


 lim

ε→0
W oε + lim

ε→0
Yε 0

0 0


−


 lim

ε→0
W oε 0

0 lim
ε→0

Yε


 < 0

(25)

由上面两个不等式中矩阵变量的约束关系以及矩阵

变量 Wcε, Woε, Xε, Yε 为对称正定矩阵的内在要求, 不

难看出满足式 (22) 和 (23) 两个不等式的矩阵变量

limε→0 Wcε, limε→0 Woε 最优值为

lim
ε→0

Wcε = 0

lim
ε→0

Woε = 0
(26)

进而由式 (10)可知当 ε → 0时,误差界趋近于零时 σεiε→0 =

0. ¤
注 2. 从定理 1 证明过程中的式 (15) 可以看出, 由于

扩展时滞系统 (7) 中参数矩阵的特殊构造形式 (8), 对任意

设计参数 ε > 0 两者间的零频响应都是相等的. 根据定理

1 中误差界的性质, 可知选择越小的设计参数 ε 将利于得到

越小的零频点处模型逼近误差. 在实际应用中, 除了输入信

号始终为零频阶跃信号的情形, 通常希望对输入为各类低频

信号都能有较好的逼近效果, 因此一般不建议选择过小的设

计参数 ε, 而且过小的设计参数通常会使得矩阵的秩快速降

低, 从而给算法中的奇异值分解等计算步骤带来数值计算上

的困难. 一个合理的设计参数 ε 的选择原则是输入信号的频

率范围越宽, 则设计参数应该越大, 反之则应选越小的参数

ε. 根据大量的数值计算经验, 设计参数 ε 的合理区间大概在

0.01 ∼ 100 之间, 在计算时间和存储空间允许的情况下, 可

通过尝试若干不同的设计参数 ε, 从中选择合适的取值以获

取理想的低频逼近效果.

注 3. 和现有的针对时滞系统模型降阶问题提出的平衡

截断方法[19−23] 相比, 本文主要侧重于考虑低频范围内的逼

近性能, 本文所给算法是首个可以提高明确给出良好低频域

模型逼近性能的有效方法, 但同时需要指出该方法无法从理

论上保证降阶系统的稳定性. 在实际应用中, 这一缺点不会

带来太大的困难, 一方面当设计参数 ε 趋近于无穷大时, 本

文方法就会退化为文献 [18] 中的方法, 这意味着当设计参数

ε 足够大时, 降阶系统总是稳定的, 而且根据我们的仿真计算

经验, 通常设计参数 ε 在正常数值范围内 (0.01 < ε < 100)

选取时, 降阶系统一般也是稳定的, 至少通过尝试若干不同

的参数 ε 即可生成稳定的降阶系统. 此外, 本文方法虽无法保

证降阶系统的稳定性, 但同时也不再限制原系统必须为稳定

系统, 而文献 [16−18] 中方法都要求原时滞系统为稳定系统.

本文方法只需选择参数 ε 使得使其扩展系统稳定即可, 提高

了平衡截断法在时滞系统模型降阶中的适用范围. 需要指出

的是, 目前还没有类似可用于不稳定时滞系统的模型降阶算

法, 而且将可用于标准线性系统情形下的相关方法 (如 “状态

区分” 非稳定系统平衡截断法) 推广到时滞系统也是一项比

较困难的工作.

注 4. 本文方法与文献 [18] 方法之间的关系类似线性

系统模型降阶中 “标准平衡截断法” 和 “奇异摄动平衡截断

法” 之间的关系. 对于标准线性时滞系统的低频模型降阶问

题, “奇异摄动平衡截断法”[10−12] 是一个非常好的解决方

案, 但本文方法并非 “奇异摄动平衡截断法” 在时滞系统低

频模型降阶问题上的推广. 事实上, 本文方法的核心技术手

段和结果都与 “奇异摄动平衡截断法” 有着明显的不同. “奇

异摄动平衡截断法” 的出发点是构造原系统的 “反向变换

(Reciprocal transformation) 系统”, 而这里是通过由式 (8)

给出的新型变换形式来构造参数化的低频扩展系统; 另外

“奇异摄动平衡截断法” 强行使得降阶模型同原模型的零频

响应完全匹配, 而本文方法中降阶模型与原模型在零频点处

是有误差的, 只是该误差可以通过调节设计参数来渐近的趋

近于零. 在目前还没有办法将 “奇异摄动平衡截断法” 推广

到时滞系统低频模型降阶的实际情况下, 本文方法为这类问

题提供了一个非常有效的解决方案.

3 仿真算例

平衡截断法可用于大规模系统 (阶数可高达 100、1 000)

的模型降阶问题[7], 这里为了方便和已有的时滞系统平衡截

断类方法相比较, 考虑采用文献 [18] 中给出的数值算例, 其

中原系统为一个 4 阶线性时滞系统, 其参数矩阵和时滞长度
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分别为

A =




0.26 −0.12 0.14 0.21

−0.13 0.37 −0.19 −0.11

0.12 −0.21 0.31 0.13

−0.23 0.32 −0.37 −0.48




Ad =




0.13 −0.11 0.02 −0.11

0.10 0.11 −0.12 0.23

0.21 −0.23 0.25 0.11

0.04 −0.37 −0.23 0.34




BT =
[

1 0 0 0
]

C =
[

1 0 1 1
]

D = [0]

d = 5

为说明本文方法在提高低频域内模型逼近性能方面的特

性, 我们分别考虑采用文献 [17] 中基于时滞格拉姆矩阵快速

求解的平衡截断法、文献 [18] 中的 “对角平衡截断法”、以

及本文方法来求解相应的降阶系统模型. 这里我们是将文献

[17] 中针对连续时间时滞系统的方法直接推广到离散时间来

进行相应的求解计算. 在引言中提到的文献 [16] 的时滞系统

平衡截断法由于其难以被直接推广到离散时间情形, 这里未

进行比较. 我们在使用本文方法时, 分别选择设计参数 ε 为

10, 1, 0.1 来求解不同的降阶系统模型. 下面图 1 给出了采用

各类方法时, 所得一阶降阶系统在低频范围内的奇异值曲线.

从图 1 中可以清楚的看到, 相比于文献 [17−18] 的方法,

本文方法可以很好地提高低频域的模型逼进精度, 而且随着

设计参数 ε 不断减小, 模型在零频处的逼近误差也不断减小,

当取 ε = 0.1 时, 本文方法所得降阶系统几乎完全匹配原系

统在零频及其附近小邻域范围内的频域相应特性.

图 1 各降阶系统与原系统在低频域的奇异值曲线图

Fig. 1 Sigma plots of original system and reduced systems

为进一步说明本文方法的优越性, 下面我们从时域上来

分析和比较不同降阶模型在输入信号为低频信号时的逼近效

果. 这里分别考虑输入信号为频率为零的阶跃信号 u1:

u1 =

{
0, k < 10

0.1, k ≥ 10

和输入信号为低频的三角信号 u2:

u2 =





0, k < 10

sin(0.05k), 10 ≤ k < 400

0, k ≥ 400

这两类情形. 下面图 2 和图 3 分别给出了原系统和上述各类

方法所得 1 阶降阶系统在 u1 和 u2 激励下的输出信号曲线.

图 2 在输入信号 u1 激励下原系统和各降阶系统的输出信号曲线

Fig. 2 Output plots of original system and reduced systems

with input u1

图 3 在输入信号 u2 激励下原系统和各降阶系统的输出信号曲线

Fig. 3 Output plots of original system and reduced systems

with input u2

从图 2 和图 3 中可以看出, 当输入为零频或低频信号时,

本文方法所得降阶系统可以更好地逼近原模型的输出信号,

就本例而言, 当选取设计参数 ε 为 0.1 时, 本文方法给出的降

阶系统有着最好的低频逼近性能, 因此当选择输入信号为上

述两类低频信号时, 对应于 ε 为 0.1 的降阶系统的输出最接

近原系统的输出信号. 这一例子说明了低频模型降阶的特点,

也充分体现了本文方法在解决时滞系统低频模型降阶问题上

的有效性和优越性.

4 结论

本文探讨了离散时间线性时滞系统的低频模型降阶问

题. 根据时滞系统传递函数在零频点处的响应特性, 首先, 构

造了一类经过特殊参数化坐标变换所生成的扩展时滞系统.
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基于扩展时滞系统及现有的离散时间时滞系统 “对角平衡截

断法”, 本文给出了一类新的可以有效提高低频域内模型逼

近性能的平衡截断算法. 该方法理论上可以在零频点处得到

任意精度下的模型逼近性能, 而且通过选择合适的设计参数,

还可以方便地对低频域内的模型逼近性能进行平衡和调节.
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