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非线性微分 –代数系统的输出

反馈镇定: 基于线性采样控制

臧 强 1, 2 梅 平 1, 2 郑柏超 1, 2 陈炜峰 1, 2

张凯锋 3 戴先中 3

摘 要 对满足指数 1 和线性增长条件的非线性微分 –代数系统, 本文

证明其采样输出反馈镇定控制问题可解. 首先, 给出一个线性显式非初始

化状态观测器设计; 然后, 构造出线性的采样输出反馈控制器, 使得整个

闭环系统渐近稳定. 仿真结果表明了所提控制方法的有效性.
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Abstract For nonlinear differential-algebraic equations sys-

tem which is of index one and satisfies linear growth condition, it

is shown that the problem of sampled-data output feedback sta-

bilization control can be solved. A linear explicit non-initialized

observer is proposed to obtain the state estimation. Then a lin-

ear sampled-data output feedback controller is designed, through

which the whole closed-loop systems are asymptotically stable.

Simulation results show the validity of the control method pro-

posed in this paper.
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从能量或者物质守恒角度考虑, 许多物理系统如电力

系统、生化过程以及带运动约束的机器人系统等, 其系统

模型往往由微分方程和代数方程来共同描述 (Differential-

algebraic equations, DAE). 指数 1 的DAE 系统在已有研究

中占有重要地位, 原因如下: 1) 许多重要的实际非线性 DAE

系统如正常工况下的电力系统等, 本身就是指数 1 的[1−3].

2) 在一定条件下, 高指数 (指数大于等于 2) 的 DAE 系统

可以等价转化为指数 1 的 DAE 系统[4]. 近年来, 指数 1 的

DAE 系统的研究取得了很大的进展, 如: 文献 [1] 扩展了

常微分方程 (Ordinary differential equations, ODE) 系统的

Lyapunov 稳定性理论, 给出了指数 1 非线性 DAE 系统稳定

的充分条件. 文献 [3] 针对电力系统指数 1 单输入单输出非

线性 DAE 系统模型, 研究了其多指标控制问题. 文献 [5] 针

对指数 1 仿射非线性 DAE 系统, 研究了其反馈控制问题. 文

献 [6] 则研究了一般形式的指数 1 非线性 DAE 系统的逆系

统控制方法, 并将其应用于电力系统元件分散控制. 文献 [7]

提出了指数 1 非线性 DAE 系统的一致相对阶概念, 利用反

步 (Backstepping) 方法给出其渐近镇定控制器设计.

绝大多数非线性 DAE 系统控制研究均基于连续时间状

态反馈设计. 然而一方面, 越来越多的实际控制器由数字计

算机来实现[8−9]; 另一方面, 许多情况下系统输出是可用于

反馈控制设计的唯一量测信号. 鉴于上述原因, 非线性 DAE

系统基于采样的输出反馈控制问题研究是非常有意义和必要

的, 但就作者所知, 还未见此类研究. 就非线性 ODE 系统而

言, 在各种结构性条件和增长性条件的假设下, 其输出反馈

控制问题已经取得了丰富的成果[10−12], 但对于非线性 DAE

系统, 即便是连续时间的状态估计和输出反馈控制问题, 研

究成果也非常有限. 文献 [13] 针对指数 1 且满足线性增长条

件的非线性 DAE 系统, 提出一种线性的非初始化状态观测

器设计方案, 通过将控制器和观测器耦合在一起设计, 最终

使得闭环系统渐近稳定. 文献 [14] 针对指数 1 非线性 DAE

系统, 提出了所谓 “显式” 观测器概念, 并给出了观测器存在

的充分条件.

对于满足线性增长条件的指数 1 非线性 DAE 系统, 本

文证明存在合适的采样周期, 使其基于采样的输出反馈镇定

控制问题可解. 通过构造线性显式非初始化状态观测器来估

计其状态, 然后通过反馈估计状态构造出线性的采样控制器,

使得整个闭环系统渐近稳定. 本文的主要贡献在于: 1) 与一

般研究仅考虑仿射形式的非线性 DAE 系统不同, 本文研究

对象的系统形式更为一般. 2) 给出的状态观测器不再是通常

的等价系统复制加误差校正项形式, 而是线性的、显式的、非

初始化的, 无需观测器初始状态受限于代数方程, 也不需要

被控系统非线性项精确已知, 具有良好的鲁棒性. 3) 给出的

状态观测器和控制器设计均为线性的和离散的, 更易于计算

机实现.

1 系统描述和问题提出

考虑如下非线性 DAE 系统

ẋxx = fff1(xxx,zzz) + ggg(x, zx, zx, z, u)

000 = fff2(x, zx, zx, z) (1)

y = h(x, zx, zx, z)
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其中, xxx = (x1, x2, · · · , xn)T ∈ Rn, zzz = (z1, z2, · · · , zm)T ∈
Rm, u, y ∈ R 分别为微分变量、代数变量、控制输入和系

统输出, fff1, ggg ∈ Rn, fff2 ∈ Rm 为向量映射, 统称 (x, zx, zx, z) 为

系统 (1) 的状态. 记 fff2 的零集为 Ω = {(x, z)(x, z)(x, z) ∈ Rn×m :

000 = fff2(x, zx, zx, z)}. 不失一般性, 设原点为系统 (1) 在 Ω 上的

孤立平衡点, 设 (xxx(0), zzz(0)) 为系统 (1) 的容许初始状态, 即

fff2(xxx(0), zzz(0)) = 000. 需要指出的是, 不同于通常研究的仿射

形式, 系统 (1) 对于控制输入 u 是非线性的.

对系统 (1) 有如下假设.

假设 1. 代数方程 fff2(x, zx, zx, z) 关于代数向量 zzz 的 Jacobian

矩阵在 Ω 上具有常满秩：

rank

(
∂fff2

∂zzz

)
= m (2)

即系统 (1) 是指数 1 的.

假设 2. 在开集 Ωε = {(x, zx, zx, z) ∈ Ω|‖fff2(x, zx, zx, z)‖ < ε, ε >

0} 上，存在一个微分同胚 Ψ : (ζζζ,χχχ) = Ψ(xxx,zzz),Ψ(000) = 000,

可将系统 (1) 等价转化为如下形式:

ζ̇1 = ζ2 + φ1(ζζζ,χχχ, u)

...

ζ̇n−1 = ζn + φn−1(ζζζ,χχχ, u)

ζ̇n = u + φn(ζζζ,χχχ, u) (3)

χ̇χχ = 0

y = ζ1

其中, ζζζ(t) = (ζ1(t), · · · , ζn(t))T,χχχ ∈ Rm, ‖ · ‖ 为 Euclidean

向量范数.

假设 3. 对 i = 1, · · · , n, 存在常数 c ≥ 0 使得:

|φi(ζ, χζ, χζ, χ, u)| ≤ c(|ζ1|+ · · ·+ |ζi|), i = 1, · · · , n (4)

即 φi(·) 满足本文所谓的 “线性增长条件”.

注 1. 许多实际系统如电力系统等, 本身就具有

模型 (3) 的形式[2−3]. 一般而言, 文献 [7] 给出了微分

同胚 Ψ 存在的充分条件, 概述如下: 若系统 (1) 存在

一致相对阶 n, 那么坐标变换

(
ζζζ

χχχ

)
=

(
ΓΓΓ(xxx,zzz)

fff2(xxx,zzz)

)

即为满足假设 2 的一个微分同胚, 其中 ΓΓΓ(xxx,zzz) =


h(xxx,zzz)
...

Ln−1
Ffff1

h(xxx,zzz)


 , F =


 In

−
(

∂fff2
∂zzz

)−1
∂fff2
∂xxx


 , Li

Ffff1
h =

LFfff1

(
Li−1

Ffff1
h
)

=
(

∂Li−1
Ffff1

h

∂xxx

∂Li−1
Ffff1

h

∂zzz

)
Ffff1, i = 1, · · · , n.

关于ΨΨΨ 更详尽的描述和证明参见文献 [7].

注 2. 等价系统 (3) 的非线性项 φi 可能具有不确定性,

但本文不需要 φi 精确已知, 只需其满足线性增长条件 (4).

对于一个实际系统如电力系统而言, 大多存在一个运行区域

(即其状态空间是 Rn+m 空间的一个子空间), 只要常数 c 足

够大, 线性增长条件是可以满足的.

本文的目标是对满足假设 1∼ 3的非线性DAE系统 (1),

设计如下的采样输出反馈控制器

ϑϑϑ(tk+1) = Υ(ϑϑϑ(tk), y(tk)), ϑϑϑ ∈ Rn+m

u(t) = u(tk) = U(ϑϑϑ(tk)), ∀t ∈ [tk, tk+1), k = 0, 1, 2, · · ·
(5)

使得整个闭环系统 (1) 和 (5) 在原点渐近稳定, 这里 tk = kT

为采样点, T 为采样周期. 若上述控制器能够找到, 则称非线

性 DAE 系统 (1) 的采样输出反馈镇定控制问题可解.

2 主要结果

定义 1. 对非线性 DAE 系统 (1), 若存在如下系统:

˙̂xxx = XXX(x̂xx, ẑzz, u, y)

˙̂zzz = ZZZ(x̂xx, ẑzz, u, y), (x̂xx, ẑzz) ∈ Ωε (6)

使得对任意的 (x̂xx(0), ẑzz(0)) ∈ Ωε, (xxx(0), zzz(0)) ∈ Ω, 都有

limt→∞ ‖(xxx(t), zzz(t)) − (x̂xx(t), ẑzz(t))‖ = 0, 那么称系统 (6) 为

非线性 DAE 系统 (1) 的显式非初始化状态观测器.

本文观测器 (6) 的所谓 “显式”, 是指其代数变量的动态

是显式表达的: ˙̂zzz = ZZZ(x̂xx, ẑzz, u, y). 而 “非初始化” 则表示观

测器 (6) 的初始状态 (x̂xx(0), ẑzz(0)) 不必受限于代数方程 fff2(·),
即 (x̂xx(0), ẑzz(0)) 不需要满足 fff2(x̂xx(0), ẑzz(0)) = 000.

定理 1. 对满足假设 1∼ 3 的非线性 DAE 系统 (1), 若

采样周期 T 满足:

T <
c∗

σ2γ
(7)

那么非线性 DAE 系统 (1) 的采样输出反馈镇定控制问题可

解, 这里 c∗ > 0 为设计参数, γ > 0 和 σ ≥ 1 分别为常数和

增益, 将在接下来的证明过程中给出.

证明. 分两部分. 首先对系统 (3) 进行坐标变换, 对等价

系统设计线性显式非初始化状态观测器. 然后通过反馈估计

状态, 给出一个线性采样控制器设计方案, 使得整个闭环系

统渐近稳定.

2.1 线性显式非初始化状态观测器的构造

对系统 (3) 定义如下坐标变换

ξi =
ζi

σi−1
, v =

u

σn
, i = 1, · · · , n (8)

其中, σ ≥ 1 为增益, v 为新的控制输入. 由式 (8), 系统 (3)

可等价转化为如下形式:

ξ̇ξξ = σAξξξ + σBBBv + Φ̄(t, ζζζ,χχχ, v)

χ̇χχ = 000 (9)

y = CCCξ

其 中, A =




0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1

0 0 · · · 0




, BBB =




0
...

0

1




,

CCC =




1
...

0

0




T

ξξξ = (ξ1, · · · , ξn)T, Φ̄(·) =

(
φ̄1(·), · · · , φ̄n(·))T

, φ̄i(·) = φi(ζ, χζ, χζ, χ, u)/σi−1. 由式 (4)

和 (9), 可以验证如下不等式成立:

|φ̄i(·)| ≤ c

σi−1

(
|ξ1|+ · · ·+ σi−1|ξi|

)
≤

c (|ξ1|+ · · ·+ |ξi|) , i = 1, · · · , n (10)
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下面给出等价系统 (9) 的连续时间线性显式非初始化状

态观测器如下:

˙̂
ξξξ(t) = σAξξξ(t) + σBBBv(t) + σHHH

(
ξ1(tk)− ξ̂1(t)

)
=

σĀξ̂ξξ(t) + σBBBv(tk) + σHHHξ1(tk) (11)

˙̂χχχ(t) = −Λχ̂χχ(t), ∀t ∈ [tk, tk+1)

其中, HHH = (hn, · · · , h1)
T, hi, i = 1, · · · , n 为 Hurwitz 多项

式 sn + hnsn−1 + · · · + h1 的系数, ξ̂ξξ = (ξ̂1, · · · , ξ̂n)T, Ā =

A−HCHCHC, Λ 则为满足一定条件的m×m 维对称正定矩阵.

由式 (11) 可得系统 (9) 的离散时间线性显式非初始化

状态观测器如下:

ξ̂ξξ(tk+1) = eσĀT ξ̂ξξ(tk) +

∫ T

0

eσĀsds (σBBBv(tk) + σHHHξ1(tk)) =

M1ξ̂ξξ(tk) + GGGv(tk) + NNNξ1(tk) (12)

χ̂χχ(tk+1) = e−ΛT χ̂χχ(tk) = M2χ̂χχ(tk)

其中, M1 = eσĀT ∈ Rn×n,GGG = σ
∫ T

0
eσĀsdsBBB ∈

Rn×1,NNN = σ
∫ T

0
eσĀsdsBBB ∈ Rn×1, M2 = e−ΛT ∈ Rm×m.

注 3. 观测器 (11) 具有两个优点: 1) 传统的非线性

Luenberger 型观测器往往由等价系统的复制加误差校正项

共同组成, 需要非线性项 φ̄i 精确已知, 同时还要满足某些条

件如 Lpstichz 条件等. 而观测器 (11) 是线性的, 且没有用到

非线性项 φ̄i, 也就不需要其精确已知. 2) 仅需要 χ̂χχ(0) ∈ Ωε

(注意到Ωε 为包含Ω 的一个管状邻域) 而不是 χ̂χχ(0) = 0, 即

不需要观测器初始状态受限于 fff2(·) = 000. 上述两点使得观测

器 (11) 具有良好的鲁棒性.

注 4. 式 (11) 和 (12) 产生相同的状态估计(
ξ̂ξξ(tk), χ̂χχ(tk)

)
. 下面将用式 (12) 来完成状态估计和控制

器设计, 用式 (11) 来完成闭环系统稳定性的分析和证明.

2.2 线性采样输出反馈镇定控制器的构造

利用式 (11) 产生的估计 ξ̂i(tk), 对任意的 ∀t ∈ [tk, tk+1)

构造线性采样控制器如下:

v(t) = v(tk) = −k1ξ̂1(tk)− · · · − knξ̂n(tk) (13)

其中, ki, i = 1, · · · , n为Hurwitz多项式 sn +knsn−1 + · · ·+
k1 的系数. 定义KKK = (k1, · · · , kn), 将式 (13) 代入等价系统

(9) 和观测器 (11), 可得整个闭环系统如下:

(
ξ̇ξξ(t)
˙̂
ξξξ(t)

)
= σ

[
A −BBBK

HHHC Ā−BBBK

] (
ξξξ(t)

ξ̂ξξ(t)

)
+

(
Φ̄(·)
000

)
−

σ

(
BBB

BBB

)
KKK

(
ξ̂ξξ(tk)− ξ̂ξξ(t)

)
+ σ

(
000

HHH

)
CCC (ξξξ(tk)− ξξξ(t))

χ̇χχ(t) = 000

˙̂χχχ(t) = −Λχ̂χχ(t), ∀t ∈ [tk, tk+1) (14)

可以验证矩阵 Ξ =

[
A −BKBKBK

HCHCHC Ā−BKBKBK

]
是 Hurwitz 的, 因

此存在一个对称正定矩阵 P , 使得 ΞTP + PΞ = −I. 定义

ηηη(t) = (ξξξ(t)T, ξ̂ξξ(t)T)T, 对系统 (14) 选取如下的 Lyapunov

函数:

V (ηηη(t), χ̂χχ(t)) = V0(ηηη(t)) + W (χ̂χχ(t)) (15)

其中, V0(ηηη(t)) = ηηη(t)TPηηη(t), W (χ̂χχ(t)) = χ̂χχ(t)Tχ̂χχ(t).

由式 (14) 和 (15) 可得:

Ẇ (χ̂χχ(t)) = −2χ̂χχ(t)TΛχ̂χχ(t) ≤ −2λmin(Λ)W (χ̂χχ(t)) (16a)

V̇0(ηηη(t)) = −σ‖ηηη(t)‖2 + 2ηηη(t)TP

(
Φ̄(·)

0

)
+

2σηηη(t)TP

(
BBB

BBB

)
KKK(ξ̂ξξ(tk)− ξ̂ξξ(t))+

2σηηη(t)TP

(
000

hhh

)
(ξ̂1(tk)− ξ̂1(t)) (16b)

式 (16a) 中, λmin(Λ) 表示矩阵 Λ 的最小特征根. 接下来将逐

项考察式 (16b) 等号右边各项的性质.

1) 首先考察 2ηηη(t)TP

(
Φ̄(·)

0

)
. 由式 (10) 可得:

‖Φ̄(·)‖ ≤
√

φ̄2
1 + φ̄2

2 + · · ·+ φ̄2
2 ≤ c1‖ηηη(t)‖ (17)

其中, c1 = c
√

1 + 2 + · · ·+ n. 由式 (17) 可得:

2ηηη(t)TP

(
Φ̄(·)

0

)
≤

∣∣∣∣∣2ηηη(t)TP

(
Φ̄(·)

0

)∣∣∣∣∣ ≤

2c1λmax(P )‖ηηη(t)‖2 (18)

其中, ‖P‖ 为矩阵 P 的 2-范数, 即 ‖P‖ = λmax(P ), 这里

λmax(P ) 为矩阵 P 的最大特征根.

2) 接下来考察 2σηηη(t)TP

(
BBB

BBB

)
KKK(ξ̂ξξ(tk)− ξ̂ξξ(t)). 由式

(15) 显然有:

√
V0(ηηη(t))

λmax(P )
≤ ‖ηηη(t)‖ ≤

√
V0(ηηη(t))

λmin(P )
(19)

由式 (11), 式 (13) 和式 (19), 对 ∀τ ∈ [tk, t) 有:

∣∣∣KKK ˙̂
ξξξ(τ)

∣∣∣ =
∣∣∣σKKKĀξ̂ξξ(τ) + σKBKBKBv(tk) + σKHKHKHξ1(tk)

∣∣∣ ≤
σ‖KKKĀ‖‖ηηη(τ)‖+ σ‖KBKKBKKBK‖‖ηηη(tk)‖+ σ‖KHCKHCKHC‖‖ηηη(tk)‖ ≤

σ
(‖KBKKBKKBK‖+ ‖KHCKHCKHC‖)√

λmin(P )

√
V0 (ηηη(tk))+

σ
KKKĀ√

λmin(P )

√
V0(ηηη(τ)) ≤ σc2

√
V 0

max(t) (20)

其中, c2 = (‖KKKĀ‖+ ‖KBKKBKKBK‖+ ‖KHCKHCKHC‖)/
√

λmin(P ),

V 0
max(t) := max∀τ∈[tk,t] V0 (ηηη(τ)) , t ∈ [tk, tk+1), 由式 (20),

同时注意到K
(
ξ̂ξξ(tk)− ξ̂ξξ(t)

)
=

∫ t

tk
KKK

˙̂
ξξξ(τ)dτ , 因此有:

∣∣∣KKK
(
ξ̂ξξ(tk)− ξ̂ξξ(t)

)∣∣∣ ≤ σc2(t− tk)
√

V 0
max(t) (21)

由式 (21) 可得:

2σηηη(t)TP

(
BBB

BBB

)
KKK(ξ̂ξξ(tk)− ξ̂ξξ(t)) ≤

2c2σ
2 ‖ηηη(t)‖

∥∥∥∥∥P

(
BBB

BBB

)∥∥∥∥∥ (t− tk)
√

V 0
max(t) (22)
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3) 最后考察 2σηηη(t)TP

(
000

HHH

)
(ξ̂1(tk) − ξ̂1(t)). 由式

(11) 并令 σ ≥ c 可得:

∣∣∣ ˙̂
ξ1

∣∣∣ ≤ σ
∣∣∣ξ̂2

∣∣∣ + c
∣∣∣ξ̂1

∣∣∣ ≤

σ

√
2

λmin(P )

√
V 0

max(t) (23)

定义 c3 =
√

2
λmin(P )

, 由式 (23) 可以验证如下不等式成立:

|ξ1(tk)− ξ1(t)| ≤
∫ t

tk

∣∣∣ξ̇1(τ)
∣∣∣ dτ ≤ σc3(t− tk)

√
V 0

max(t)

(24)

由式 (24) 可得:

2σηηη(t)TP

(
000

HHH

)
(ξ̂1(tk)− ξ̂1(t)) ≤

2c3σ
2 ‖ηηη(t)‖

∥∥∥∥∥P

(
000

HHH

)∥∥∥∥∥ (t− tk)
√

V 0
max(t) (25)

将式 (18), 式 (22) 和式 (25) 代入式 (20b) 可得:

V̇0 (ηηη(t)) ≤− (σ − 2c1λmax(P )) ‖ηηη(t)‖2 +

σ2γ(t− tk)
√

V0 (ηηη(t)) V 0
max(t) (26)

其中, γ =

(
2c2

∥∥∥∥∥P

(
BBB

BBB

)∥∥∥∥∥+2c3

∥∥∥∥∥P

(
000

HHH

)∥∥∥∥∥

)
/
√

λmin(P ).

由式 (16a)与式 (26),若选取正定对称矩阵Λ满足λmin(Λ) ≥
σ−2c1λmax(P )

2λmax(P )
, 则有:

V̇ (ηηη(t), χ̂χχ(t)) ≤ −
(

σ

λmax(P )
− 2c1

)
V (ηηη(t), χ̂χχ(t)) +

σ2γ(t− tk)
√

V0 (ηηη(t)) V 0
max(t) (27)

下面给出如下结论, 来完成定理的证明:

若选取增益 σ 满足:

σ > max {1, c, λmax(P )(2c1 + c∗)} (28)

选取采样周期 T 如式 (7) 所示, 那么有如下等式成立:

max∀τ∈[tk,tk+1) V (ηηη(t), χ̂χχ(t)) = V (ηηη(tk), χ̂χχ(tk)). 结论的证

明参见文献 [9].

由式 (27) 和 (28), 对 ∀t ∈ [tk, tk+1) 可得:

V̇ (ηηη(t), χ̂χχ(t)) ≤ −
(

σ

λmax(P )
− 2c1

)
V (ηηη(t), χ̂χχ(t))+

σ2γT
√

V (ηηη(t), χ̂χχ(t)) V (ηηη(tk), χ̂χχ(tk)) (29)

由式 (29) 进一步可得:

d

dt

√
V (ηηη(t), χ̂χχ(t))

V (ηηη(tk), χ̂χχ(tk))
≤ 1

2
σ2γT−

1

2

(
σ

λmax(P )
− 2c1

) √
V (ηηη(t), χ̂χχ(t))

V (ηηη(tk), χ̂χχ(tk))
(30)

对式 (30) 由积分不等式可得:

√
V (ηηη(t), χ̂χχ(t))

V (ηηη(tk), χ̂χχ(tk))
≤ e

− 1
2

(
( σ

λmax(P ) )−2c1

)
(t−tk)

+

σ2γT

(σ
/
λmax(P ))− 2c1

(
1− e

− 1
2

(
σ

λmax(P )−2c1

)
(t−tk)

)
(31)

当 t = tk+1 时, 式 (31) 变为

√
V (ηηη(tk+1), χ̂χχ(tk+1))

V (ηηη(tk), χ̂χχ(tk))
≤ σ2γT

σ
λmax(P )

− 2c1
+

(
1− σ2γT

σ
λmax(P )

− 2c1

)
e
− 1

2

(
σ

λmax(P )−2c1

)
T

:=

ϑ < 1 (32)

由式 (32)可得 V (ηηη(tk+1), χ̂χχ(tk+1)) ≤ ϑ2V (ηηη(tk), χ̂χχ(tk)),因

此有 limk→∞ V (ηηη(tk), χ̂χχ(tk)) = 0. 由定义 1, 系统 (11) 即

为系统 (9) 的一个显式非初始化观测器, 且闭环系统 (9) 和

(11) 是渐近稳定的. 由假设 2 中微分同胚Ψ 的性质可知, 原

非线性 DAE 系统 (1) 的状态 (x, zx, zx, z) 在原点也是渐近稳定的.

综上所述, 若选取增益 σ 和采样周期 T 分别满足式 (28)

和式 (7), 那么可以构造连续时间线性显式非初始化观测器

(11) (或者离散线性显式非初始化观测器 (12)) 和线性采样

控制器 (13), 使整个闭环系统渐近稳定. ¤
定理 2. 定义 (x̂xx(tk), ẑzz(tk)) = Ψ̄−1

(
ξ̂ξξ(tk), χ̂χχ(tk)

)
, 则

(x̂xx(tk), ẑzz(tk)) 为系统 (1) 状态 (xxx(tk), zzz(tk)) 的渐近估计.

证明. 由假设 2 和式 (8) 可得:

(
ξξξ

χχχ

)
=

[
Θ 0

0 I

] (
ζζζ

χχχ

)
=

[
Θ 0

0 I

]
Ψ (x, zx, zx, z) := Ψ̄ (x, zx, zx, z) (33)

其中, Θ =




1 0 · · · 0

0 σ · · · 0

0 0
. . . 0

0 0 · · · σn−1




−1

, Ψ̄ΨΨ(000) = 000. 显

然 Ψ̄ΨΨ 是 Ωε 上 的 一 个 微 分 同 胚. 由 定 理 1 及

式 (33) 可得 limk→∞ ‖(xxx(tk), zzz(tk))− (x̂xx(tk), ẑzz(tk))‖ =

limk→∞
∥∥∥Ψ̄ΨΨ

−1
(ξξξ(tk),χχχ(tk))− Ψ̄ΨΨ

−1
(
ξ̂ξξ(tk), χ̂χχ(tk)

)∥∥∥ = 0, 即

(x̂xx(tk), ẑzz(tk)) 为系统 (1) 状态 (xxx(tk), zzz(tk)) 的渐近估计. ¤
注 5. 文献 [14] 提出了指数 1 非线性 DAE 系统的

“显式” 观测器概念: 若非线性 DAE 系统的非线性项满足

Lpischitz 条件, 且同时存在一个合适的 Lyapunov 函数, 那

么可以构造一个非线性显式观测器. 其主要存在两方面局限

性: 1) 由于干扰、不确定性或者量测噪声的存在, Lipschtitz

条件往往不能满足. 2) 未给出一般性的构造 Lyapunov 函数

的方法和步骤, 而众所周知, 找到一个合适的 Lyapunov 函数

并非易事. 与文献 [14] 相比, 本文允许非线性项存在不确定

性、噪声等等, 只需其满足线性增长条件. 同时给出一个典型

的二次型 Lyapunov 函数, 保证了整个闭环系统的渐近稳定

性.

注 6. 本文与连续时间非线性 DAE 系统的输出反馈控

制 (见文献 [13]) 相比较, 主要的区别在于两方面: 1) 在控制
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器参数的确定方面, 文献 [13] 是通过一步步地递推，在最后

一步得到控制器的全部控制参数. 而本文的控制参数却是预

先给定的 (见式 (13)). 本文的设计使得我们可以根据闭环系

统的期望性能指标来直接给定控制参数, 在满足闭环系统性

能指标方面具有更大的灵活性. 2) 在状态观测器增益的确定

方面, 文献 [13] 的状态观测器为高增益状态观测器, 观测器

增益在控制器设计的最后一步给出. 而本文的状态观测器则

是在确定增益之后再确定采样周期, 然后分别给出离散观测

器和离散控制器的设计.

3 仿真算例

考虑如下非线性 DAE 系统[13] :

ẋ1 = x2 + x1 sin(u · x2)

ẋ2 = u + x2 sin((1− z)
1
3 )

0 = f2(x, zx, zx, z) = z2 + x2
1 + x2

2 − r2 (34)

y = x1

这里 r = 1, 定义Ω = {(x1, x2, z) ∈ R3 : z2 +x2
1 +x2

2−r2 =

0, z > 0}. 注意到系统非零平衡点为 (x1, x2, z) = (0, 0, 1) ∈
Ω.

可以验证系统 (34) 是指数 1 的. 由式 (3), 微分同胚选

取为 ΨΨΨ : (ζ1, ζ2, χ) = (x1, x2, z
2 + x2

1 + x2
2 − r2), 与式 (3)

对应, 可知 φ1 = ζ1 sin(uζ2), φ2 = ζ2 sin((1 − z)1/3). 显然

有 |φ1| ≤ |ζ1|, |φ2| ≤ |ζ2|, 即非线性项 φ1, φ2 满足线性增

长条件 (4), 常数 c = 1. 由式 (8) 进一步选取坐标变换为

ξ1 = ζ1, ξ2 = ζ2/σ, v = u/σ2, 则非线性 DAE 系统 (34) 可

被等价转化为

ξ̇1 = σξ2 + ξ1 sin(σ3uξ2)

ξ̇2 = σv + ξ2 sin((1− z)
1
3 ) (35)

χ̇ = 0

y = ξ1

由式 (13) 选取线性控制器 v(t) = v(tk) = −k1ξ̂1(tk) −
k2ξ̂2(tk), 其中 k1 = 0.5, k2 = 2. 与式 (11) 相对应, 选取

h2 = 2, h1 = 0.5, 对系统 (35) 构造线性显式非初始化观测器

如下:

˙̂
ξ1(t) = σξ̂2(t) + 0.5σ

(
ξ1(tk)− ξ̂1(t)

)

˙̂
ξ2(t) = σv(t) + 2σ

(
ξ1(tk)− ξ̂1(t)

)
(36)

˙̂χ(t) = −χ̂(t)

本例设定 c∗ = 1, 由定理 1 选取 σ = 40, T = 0.01 秒, 设

系统 (34) 和 (36) 的初始状态分别为 (x1(0), x2(0), z(0)) =

(0, 1, 0) 和
(
ξ̂1(0), ξ̂2(0), χ̂(0)

)
= (0, 1/σ, 0.2), 注意这里

χ̂(0) = 0.2 意味着观测器 (36) 的初始状态没有受限于代

数方程. 由定理 2 可知系统 (34) 状态 (x1, x2, z) 与其状态估

计 (x̂1, x̂2, ẑ) 之间的关系, 仿真结果如图 1 所示, 图中实线表

示原非线性 DAE 系统 (34) 的状态, 虚线表示其状态估计.

(a) 微分变量 x1 和估计 x̂1

(a) Differential variable x1 and its estimation x̂1

(b) 微分变量 x2 和估计 x̂2

(b) Differential variable x2 and its estimation x̂2

(c) 代数变量 z 和估计 ẑ

(c) Algebraic variable z and its estimation ẑ

图 1 非线性 DAE 系统 (34) 的状态及其估计的瞬时响应

Fig. 1 The instant response of the states of nonlinear DAE

systems (34) and their estimations

如图 1 所示, 整个闭环系统是渐近稳定的, 系统状态渐

近收敛于平衡点. 图 1 还表明了估计状态突破了代数方程的

限制, 而最终也趋于稳定的渐近稳定性能.

4 结论与进一步的工作

1) 对满足线性增长条件的指数 1 非线性 DAE 系统, 本

文证明了存在一个适当的采样周期使得其采样输出反馈控制
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问题可解. 不同于传统的 Luenberger 型非线性观测器, 本文

给出一个线性的显式非初始化观测器设计方案, 无需观测器

初始状态受限于代数方程, 也不需要被控系统非线性项精确

已知, 具有良好的鲁棒性. 通过选取一个适当的增益来控制

不确定非线性项, 再选取合适的采样周期并构造出线性的控

制器, 使得整个闭环系统渐近稳定.

2) 由式 (7) 可知, 增益越大则意味着采样周期越小. 如

何平衡增益和采样周期之间的关系, 以进一步降低本文结果

的保守性, 是需要继续研究的问题和方向.
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