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两两关系马尔科夫网的自适应组稀疏化学习

刘建伟 1 任正平 1 刘泽宇 2 黎海恩 1 罗雄麟 1

摘 要 稀疏化学习能显著降低无向图模型的参数学习与结构学习的复杂性, 有效地处理无向图模型的学习问题. 两两关系

马尔科夫网在多值变量情况下, 每条边具有多个参数, 本文对此给出边参数向量的组稀疏化学习, 提出自适应组稀疏化, 根据

参数向量的模大小自适应调整惩罚程度. 本文不仅对比了不同边势情况下的稀疏化学习性能, 为了加速模型在复杂网络中的

训练过程, 还对目标函数进行伪似然近似、平均场自由能近似和 Bethe 自由能近似. 本文还给出自适应组稀疏化目标函数分

别使用谱投影梯度算法和投影拟牛顿算法时的最优解, 并对比了两种优化算法进行稀疏化学习的性能. 实验表明自适应组稀

疏化具有良好的性能.
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Abstract Sparse learning can significantly reduce the complexity of parameter learning and structure learning and

effectively deal with learning problems of undirected graphical models. In the case of pairwise Markov network, in which

each variable has more than two values, the number of parameters associated with an edge is more than one. This paper

proposes a group sparse learning approach for the parameters associated with edges, and puts forward an adaptive group

sparse learning algorithm, which can adaptively adjust the degree of penalty according to the norm of the parameters

vector. This paper compares the performance of sparse learning using different edge potentials. In order to speed up

the training process, three approximate object functions are given, including pseudo likelihood approximation, mean

field approximation and Bethe free energy approximation. Two optimization algorithms, i. e., projected quasi-Newton

algorithm and spectral projected gradient algorithm, are also compared. Experimental results show that the proposed

adaptive group sparse learning algorithm outperforms the normal sparse learning ones.
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稀疏化学习得到的稀疏模型具有更少的参数个

数, 使得参数估计的计算成本更低、效率更高. 稀疏
模型在学习过程中得到的边集能够直观地反映数据

集中所描述的变量之间的关系, 得到网络结构. 文献
[1−3] 对概率图模型的表示、学习以及稀疏化学习
进行了详细的阐述. 本文主要研究的是两两关系马
尔科夫网在多值变量情况下的稀疏化学习问题.
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在多值变量情况下, 两两关系马尔科夫网中某
一条边的两个节点之间, 不同的取值组合会对边的
参数产生不同影响. 此时, 一条边与多个参数相关,
稀疏学习时, 必须使与这条边相关的所有参数为 0,
才能从网络图中将该条边删除. 稀疏化学习的过程
中需要对边的参数向量进行组共同稀疏化[4−6], 普
通的 L1 正则化稀疏模型不再适用于多值变量场景.
另外, 普通组稀疏对每条边的参数向量的惩罚不会
随着向量的模的大小而改变, 会对模较大的参数向
量过度缩小, 导致统计估计有偏性.
因此, 本文不仅给出了两两关系马尔科夫网的

组稀疏化学习, 为了避免估计有偏性, 本文还提出两
两关系马尔科夫网的自适应组稀疏模型, 为不同参
数向量分配不同的权, 对模较大的参数向量执行程
度较小的惩罚, 而对模较小的参数向量执行程度较
大的惩罚.

本文的主要工作有:



1420 自 动 化 学 报 41卷

1) 本文在两两关系马尔科夫网[7−11] 的概率密

度模型, 加上一个对模型参数进行 L1 正则化的罚

项[12] 的基础上提出了自适应组稀疏化模型[13−14],
对边的参数向量进行组共同稀疏化, 并且避免了估
计有偏性[15−16].

2) 本文在人工数据集和实际数据集上对比了不
同边势情况下不同稀疏模型的性能, 实验表明完全
边势情况下的自适应组稀疏化模型性能最好.

3) 为了使模型能够运用在复杂网络结构中, 本
文对目标函数进行了三种近似: 伪似然近似[15−16]、

平均场自由能近似[17] 和 Bethe 自由能近似[18−20].
三种近似目标函数中, 性能最佳的是伪似然近似, 另
外两种近似方法虽然运行时间大大缩短, 其对模型
的拟合性能和稀疏性能也大大降低. 同样, 在近似目
标函数的人工数据集和实际数据集实验中, 自适应
组稀疏化学习仍具有更好的性能.

4) 本文给出了自适应组稀疏模型使用谱投影梯
度算法和投影拟牛顿法的最优解, 并对比了两种优
化算法的性能. 实验表明, 在实际数据集上, 谱投影
梯度算法的拟合性能和运行时间优于投影拟牛顿法.
不论在人工数据集还是实际数据集上, 使用自适应
组稀疏化模型性能更优.

本文具体安排如下: 第 1 节介绍两两关系马尔
科夫网和不同边势形式, 给出自适应组稀疏化模型;
第 2 节对精确目标函数进行三种不同近似: 伪似然
近似、平均场近似和 Bethe 自由能近似; 第 3 节给
出了两种不同的优化算法: 谱投影梯度法和投影拟
牛顿法, 并给出了这两种优化算法在自适应组稀疏
化时的最优解; 第 4 节在人工数据集和实际数据集
上, 对比不同正则化模型在使用不同边势、不同近似
目标函数和不同优化算法时的性能; 最后, 第 5 节对
全文进行总结和展望.

1 两两关系马尔科夫网的自适应组稀疏化

1.1 两两关系马尔科夫网与不同边势形式

假设有 p 个随机变量 XXX = (X1, · · · , Xp),
G = (V, E) 为 p 个随机变量的两两关系马尔

科夫网, 其中 V 为节点集, E 为边集. 两两关
系马尔科夫网只考虑单个节点和有边相连的两

个节点的相互作用[7−11], 因此其联合概率分布只
包含单节点势能 {φ (Xi) : i = 1, · · · , p} 和边势能
{φ (Xi, Xj) : (i, j) ∈ E}. 其联合概率分布的对数线
性模型表示如下:

P (XXX) =

1
Z (ωωω,bbb)

p∏
i=1

φi (Xi, bi)
∏

(i,j)∈E

φij (Xi, Xj, ωij) (1)

向量 bbb 表示所有节点参数的集合, 向量 ωωω

表示所有边对应的参数的集合, Z (ωωω,bbb) =∑
XXX

∏p

i=1 φi (Xi, bi)
∏

(i,j)∈E φij (Xi, Xj, ωij) 为归
一化函数. 本节讨论的模型满足对数线性, 因此
把式 (1) 改写成负对数似然形式. 当给出随机变量
集XXX 的 n 个样本时, 其负对数似然函数为

−
n∑

m=1

[ p∑
i=1

[
log φi (xm

i , bi) +
p∑

j=i+1

log φij(xm
i , xm

j ,

ωij

)]]
+ n log Z (ωωω,bbb) (2)

由于在学习过程中事先并不知道网络结构, 因此上
式的边势考虑了所有节点两两之间的相互作用, 此
时的 ωij 扩展为所有节点两两之间的边权. 若 ωij 取

值为 0, 则节点 Xi 和 Xj 之间不存在边连接.
在多值变量情况中, 假设变量集 XXX 的取值

xxx ∈ {1, 2, · · · , k}p, 即每个变量 Xi 有 k 种取值

状态. 此时, 每个势能函数的对数形式都能表示为关
于参数的线性函数. 例如, 假设变量 Xi 有 4 种取值
状态 (k = 4), 则单节点势能 φi (xi) 的对数形式可
写成:

log φi (xi, bbbi) = I (xi = 1) bi,1 + I (xi = 2) bi,2+

I (xi = 3) bi,3 (3)

其中, bik 表示与节点 Xi 的第 k 种取值状态有关的

参数, I (·) 为指示函数, 若其自变量为真, 则返回 1;
否则, 返回 0. 由于全局归一化的过程会对每个势能
函数重新调整, 所以对于具有 k 种取值状态的节点,
只需使用 k− 1 个参数来表示其节点势能. 节点势能
的参数集表示为 bbbi = (bi,1, bi,2, · · · , bi,k−1) 而边势
能 φij (xi, xj) 的边权 ωij 在多值变量的情况中则比

较复杂. 在多个取值状态下, 认为两个节点的不同取
值组合对边权产生不同程度的影响. 那么, 每一条边
根据不同的取值组合情况而具有多个参数, 只有当
该边的所有参数都为 0 时, 才能认为这一条边不存
在. 两个节点的取值组合主要可分为三种情况.

1) 只有当两个节点都取相同值时才对边权产生
影响, 而且无论两个节点取何值时对边权产生的影
响都是一样的. 例如, 当 k = 3 时的边势能的对数形
式为

log φij (xi, xj, ωij) = I (xi = 1, xj = 1) ωij+

I (xi = 2, xj = 2) ωij + I (xi = 3, xj = 3) ωij

(4)
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把上式表示为矩阵形式

log φij (xi, xj, ωij) = I




ωij 0 0
0 ωij 0
0 0 ωij


 (5)

其中, I 为单位矩阵. 类似于 Ising 模型的二值变量
情况, 对数边势矩阵对角线上的元素全部相同. 只要
取值为 0, 即可删去该边. 本节把这种边势称为对角
相同边势.

2) 只有当两个节点都取相同值时才对边权产生
影响, 而且两个节点的取值的不同会对边权产生不
同的影响. 例如, 当 k = 3 时的边势能的对数形式为

log φij (xi, xj,ωωωij) = I (xi = 1, xj = 1) ωij1+

I (xi = 2, xj = 2) ωij2 + I (xi = 3, xj = 3) ωij3

(6)

把上式表示为矩阵形:

log φij (xi, xj,ωωωij) = I




ωij1 0 0
0 ωij2 0
0 0 ωij3


 (7)

向量 wwwij 表示边势的参数集, 根据两个节点共同取
值的不同而相应给出不同的边权, 使得对数边势矩
阵对角线上的元素各不相同. 只有当向量 ωωωij 中的

所有参数都同时为 0, 才能认为节点 Xi 和 Xj 之间

没有边连接. 本节把该边势称为对角不同边势.
3) 是最复杂的情况, 两个节点的所有取值组合

都对边权产生不同的影响. 例如, 当 k = 3 时的边势
能的对数形式为

log φij (xi, xj, ωij) = I (xi = 1, xj = 1) ωij11+

I (xi = 1, xj = 2) ωij12 + I (xi = 1, xj = 3) ωij13+

I (xi = 2, xj = 1) ωij21 + I (xi = 2, xj = 2) ωij22+

I (xi = 2, xj = 3) ωij23 + I (xi = 3, xj = 1) ωij31+

I (xi = 3, xj = 2) ωij32 + I (xi = 3, xj = 3) ωij33

(8)

把上式表示为矩阵形式

log φij (xi, xj, ωij) = I




ωij11 ωij12 ωij13

ωij21 ωij22 ωij23

ωij31 ωij32 ωij33




(9)

wij 表示边势的参数矩阵, 对两个节点的所有取值组
合都给出不同的边权, 使得对数边势矩阵的每个元
素都不同, 称这种边势为完全边势[17]. 因此, 当节点

具有 k 种取值状态时, 每条边连接的两个不同节点
均有 k 种取值, 那么该条边的边势都具有 k2 个参

数. 只有当这 k2 个参数都为 0 时, 才认为该边不属
于图模型的边集. 本节讨论的自适应组稀疏化学习
主要针对完全边势.

1.2 两两关系马尔科夫网的自适应组稀疏化模型

对两两关系马尔科夫网的多值情况来说, 组就
是与某一条边相关的所有参数构成的向量. 在普通
组稀疏化[4−6] 中, 其罚项一般是对参数向量的 L2 范

数再取 L1 范数. 目前, 学者们提出了罚项的多种范
数组合, 罚项具有 Lq 范数形式

[21] 的组稀疏化学习

的目标函数为

min
ω,b

−
n∑

m=1

[ p∑
i=1

[
log φi

(
xm

i , bbbi

)
+

p∑
j=i+1

log φij(xm
i ,

xm
j ,ωωωij

)]]
+ n log Z(ω, b) + λ

p∑
i=1

p∑
j=i+1

‖ωωωij‖q

(10)

其中, λ > 0 为正则化参数, 若 λ = 0 即为普通两
两关系马尔科夫网. 若 q = 2, 上式即为普通组稀
疏化模型. 当 q = 2 以及每个参数向量 ωωωij 只包含

单个变量时, 上式即为普通 L1 正则化模型. 普通
组稀疏模型中, 参数向量的 L2 范数的 L1 范数正则

化, 可理解为参数向量 ωωωij 的长度的 L1 范数. 因此,
普通组稀疏化的目的是使得 ωωωij 的长度实现稀疏性,
当向量长度为 0 时, 整个组的取值就为 0. L2 范数

没有方向上的侧重, 不会使得参数向量产生特殊的
结构. L1 范数则会对参数向量内部实现稀疏性, 而
L∞ 范数则会使得参数向量内部的元素具有相同的
大小. 本节主要利用参数向量的 L2 范数的 L1 正则

化实现无向图的自适应组稀疏化学习.
为了避免对模较大的参数向量的有偏估计, 在

式 (10) 的罚项中为每个参数向量分配不同的权值,
使参数向量的惩罚程度具有自适应性质[13]. 那么,
本节讨论的两两关系马尔科夫网的自适应组稀疏化

学习的目标函数为

min
ω,b

−
n∑

m=1

[ p∑
i=1

[
log φi(xm

i , bbbi) +
p∑

j=i+1

log φij(xm
i ,

xm
j ,ωωωij)

]]
+n log Z(ω, b)+λ

p∑
i=1

p∑
j=i+1

dijβ
2
ij ‖ωωωij‖2

(11)

其中, dij 为ωωωij 的长度,即参数个数, βij = 1/‖ω̂ωωij‖2

表示参数向量 ωωωij 的权, 而 ω̂ωωij 为式 (10) q = 2 时
的普通组稀疏的估计值. 显然, 自适应组稀疏可以看
作是两步的普通组稀疏. 第一步, 计算普通组稀疏的
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估计值, 为了符号的简洁, 把负对数似然函数表示为
L (ω, b), 那么普通组稀疏的目标函数为

f1 (ω, b, λ1) = L (ω, b) + λ1

p∑
i=1

p∑
j=i+1

‖ωωωij‖2
(12)

普 通 组 稀 疏 的 估 计 值 为 ω̂ωω ≡ ω̂ωω (λ1) =
arg minωωω,bbb f1 (ωωω, b, λ1). 第二步, 利用普通组稀疏
的估计值得到罚函数的权

βij =





1
‖ω̂ωωij‖2

,

∞,

‖ω̂ωωij‖2
> 0

‖ω̂ωωij‖2
= 0

(13)

那么自适应组稀疏化的目标函数为

f2 (ωωω, b, λ2) = L (ωωω, b) + λ2

p∑
i=1

p∑
j=i+1

dijβ
2
ij ‖ωωωij‖2

(14)

这里定义 0 · ∞ = 0, 因此第一步实现的稀疏性并
不会影响第二步产生的稀疏性. 自适应组稀疏的估
计值为 ω̂ωω ≡ ω̂ωω (λ2) = arg minωωω,b f1 (ω, b, λ2). 利用
参数向量 ωωωij 的普通组稀疏的解对其进行加权修正,
使模较大的参数向量具有较小的惩罚权值, 而使模
较小的参数向量具有较大的惩罚权值, 实现了罚项
的自适应调整.

Zhu 等提出一种 Grafting-light 算法[22], 该算
法能够有效解决马尔科夫随机场中 L1 范数的特征

选择和结构学习问题, 总是能够得到全局最优解, 并
选择出有效的重要特征. 该算法比 Grafting 算法
表现更好, 未来我们可以考虑Grafting-light 算法在
自适应稀疏中的应用. Lee 等曾提出一种自适应的
多任务套索算法[23], 对参数矩阵进行稀疏学习, 对
其权值进行最大后验学习 (Maximum a posteriori,
MAP), 通过轮转寻优法, 将参数向量 ωωωij 的学习和

参数向量的权值 βij 的学习分解为两个子优化问题

进行求解. 本文的自适应组稀疏权值 βij 利用组稀

疏的估计值 β̂ij, 简单直接, 避免了多任务问题的轮
转求解过程.

2 目标函数的近似

本节讨论的通过稀疏模型生成的两两关系马尔

科夫网节点之间的连接可能很稠密, 而归一化常量
的计算耦合了网络的所有变量, 节点连接越稠密则
其计算越难以处理. 因此, 必须通过对优化目标函数
进行近似简化, 特别是归一化常量的近似简化, 能有
效降低计算成本, 实现优化问题的可处理性.

2.1 伪似然近似

无向图模型中, 用于解决似然函数难以计算问

题的一个近似办法是, 把似然函数替换为单变量条
件概率分布的乘积. 该方法也称为伪似然 (Pseudo-
likelihood)近似法[15−17]. 无向图模型的伪似然函数
近似法保持了解的一致性, 随着训练样本数的增加,
极大伪似然估计值收敛于极大似然估计值. 利用伪
似然函数法, 原问题的似然函数改写为

Lpl (ω, b) = −
n∑

m=1

[
p∑

i=1

log p
(
xm

i |XXXm
−i, ω, b

)
]

(15)

XXX−i 表示除变量 Xi 之外的其他所有变量. 上式的
条件概率分布为已知变量 Xi 之外的其他所有变量

时 Xi 的条件概率分布, 其具体形式如下:

p (xi|XXX−i, ω, b) =
1
Zi

φi (xi, bbbi)
∏

{j|j 6=i}
φij (xi, xj,ωωωij)

(16)

原来式 (2) 中需要求解全局归一化常量 Z (ω, b), 而
利用伪似然函数法后, 只需求解局部归一化常量 Zi,
而且 xi 只需对 Zi 的可能取值进行求和, 使得优化
问题更易于求解. 经过伪似然近似后的自适应组稀
疏化目标函数如下:

min
ω,b

−
n∑

m=1

[ p∑
i=1

[
log φi (xm

i , bbbi)+
p∑

j=i+1

log φij(xm
i ,

xm
j ,ωωωij) + log Zi

]]
+ λ

p∑
i=1

p∑
j=i+1

dijβ
2
ij ‖ωωωij‖2

(17)

2.2 变分近似

除伪似然近似法之外, 还可对归一化常量进
行变分近似, 即对数划分函数的变分近似. 文献
[24−25] 对变分近似推理的方法进行了概述. Wain-
wright 等讨论了概率图模型的变分近似推理[20].
Lee 等提出了对数划分函数的 Bethe 自由能近
似[12, 19, 26], 通过环信任传播算法[19] 实现. 平均场自
由能近似[27] 也是图模型中较为经典的变分近似方

法, 假设所有变量两两独立, 因此概率分布可表示为
独立边缘分布的乘积.
所有的图模型都定义了一个联合概率分布

p (xxx), 若存在某一个其他的近似联合概率分布 b (xxx),
p (xxx) 和 b (xxx) 之间的 “距离” 可使用KL (Kullback-
Leibler) 距离函数来衡量[28]:

D (b (xxx) ||p (xxx)) =
∑

xxx

b (xxx) ln
b (xxx)
p (xxx)

(18)
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由于KL距离是非负的, 当且仅当 b (xxx)和 p (xxx)
相等时它才为 0, 所以 KL 距离十分适用于图模型
中.
图模型中, “能量” E (xxx) 的定义为: p (xxx) =

1
Z
e−E(xxx)/T , 温度参数 T 只是一个定义能量单位量

程的参数, 出于表达简洁性的考虑, 令 T = 1. p (xxx)
代入 KL 距离中, 有:

D (b (xxx) ||p (xxx)) =
∑

xxx

b (xxx) E (xxx)+

∑
xxx

b (xxx) ln b (xxx) + lnZ (19)

上式中的前两项一般定义为能量泛函:

F (b (xxx)) =
∑

xxx

b (xxx) E (xxx) +
∑

xxx

b (xxx) ln b (xxx) =

U (b (xxx)) + S (b (xxx)) (20)

只有当能量泛函取得最小值 F ∗ = − lnZ 时, KL
距离为 0, 即近似概率分布等价于精确概率分布
p (xxx). 由 KL 距离非负, 有 F (b (xxx)) + lnZ ≥ 0, 因
此 lnZ ≥ −F (b (xxx)), 即能量泛函能给出对数划分
函数的下界. 能量泛函的第一项为平均能量, 第二项
为熵 S 的负数.

1) 平均场自由能近似
在两两关系马尔科夫网的平均场自由能近似中,

近似联合概率分布可分解为每个节点概率分布的乘

积, 其形式为

b (xxx) =
∏

i

bi (xi) (21)

其中, bi (xi) 满足条件
∑

i bi (xi) = 1. 在平均场近
似中, 单节点的概率分布为 bi (xi), 而两节点的概率
分布为 bij (xi, xj) = bi (xi) bj (xj). 利用式 (21) 的
近似联合概率分布函数, 能十分方便地计算出近似
能量泛函. 两两关系马尔科夫网的能量函数为

E (xxx) = −
∑

i

lnφi (xi)−
∑

(ij)

lnφij (xi, xj) (22)

因此, 平均能量为

UMF (bbb) = −
∑

i

∑
xi

bi (xi) ln φi (xi)−
∑

(ij)

∑
xi,xj

bi (xi) bj (xj) ln φij (xi, xj) (23)

熵为

SMF (bbb) = −
∑

i

∑
xi

bi (xi) ln bi (xi) (24)

平均场能量泛函为 FMF = UMF − SMF . 需寻找 bi

的一个合适配置, 使得能量泛函取最小值, 即可得对
数划分函数的一个近似.

对目标函数进行平均场自由能近似得到目标函

数为

min
ω,b

−
n∑

m=1

[ p∑
i=1

[
log φi (xm

i , bbbi) +
p∑

j=i+1

log φij(xm
i ,

xm
j ,ωωωij)

]]
+ n log Z + λ

p∑
i=1

p∑
j=i+1

dijβ
2
ij ‖ωωωij‖2

(25)

其中归一化常量的对数为

log Z = −
∑

i

∑
xi

bi (xi) ln φi (xi)−
∑

(ij)

∑
xixj

bi (xi) bi (xi) ln φij (xi, xj)−
∑

(i)

∑
xi

bi (xi) ln bi (xi) (26)

2) Bethe 自由能近似
Bethe 自由能理论[26] 与平均场自由能理论在

某些方面十分类似. Bethe 自由能中, 把能量泛
函 F 表示为单节点概率分布 bi (xi) 和两节点概
率分布 bij (xi, xj) 的一个函数. 上述概率分布需
满足归一化条件

∑
i bi (xi) =

∑
(ij) bij (xi, xj) = 1

和边缘条件 bi (xi) =
∑

j bij (xi, xj). 两两关系马
尔科夫网只考虑单节点势能 φi (xi) 和两节点势能
φij (xi, xj), 对任意一个具有单节点概率分布 bi (xi)
和两节点概率分布 bij (xi, xj) 的近似联合概率分布
来说, 平均能量为 U = −∑

i

∑
xi

bi (xi) ln φi (xi)−∑
(ij)

∑
xixj

bij (xi, xj) ln φij (xi, xj).
精确的联合概率分布可写成如下形式

b (xxx) =

∏
(ij)

bij (xi, xj)

∏
i

bi (xi)
qi−1 (27)

其中, qi 为节点 xi 的邻节点数. 根据信任传播规则,
节点 xi 传播至 xj 的信息包括除 xj 外的所有邻节

点的信息, 因此有 qi − 1 个. 利用式 (27), 可得熵 S

的 Bethe 近似形式:

SBethe = −
∑

(ij)

∑
xi,xj

bij (xi, xj) ln bij (xi, xj)+

∑
i

(qi − 1)
∑
xi

bi (xi) ln bi (xi) (28)

对归一化常量进行 Bethe 自由能近似后, 目标
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函数如下:

min
ω,b

−
n∑

m=1

[ p∑
i=1

[
log φi (xm

i , bbbi) +
p∑

j=i+1

log φij(xm
i ,

xm
j ,ωωωij)

]]
+ n log Z + λ

p∑
i=1

p∑
j=i+1

dijβ
2
ij ‖ωωωij‖2

(29)

其中归一化常量的对数为

log Z =−
∑

i

∑
xi

bi (xi) ln φi (xi)−
∑

(ij)

∑
xixj

bij (xi, xj) ln φij (xi, xj)−
∑

(ij)

∑
xi,xj

bij (xi, xj) ln bij (xi, xj)+

∑
i

(qi − 1)
∑
xi

bi (xi) ln bi (xi) (30)

3 精确目标函数的优化

由于自适应组稀疏化实际上是把普通组稀疏

的估计值作为初始值, 对权值作出调整后再进行普
通组稀疏的过程, 因此, 普通组稀疏的优化算法完
全可适用于自适应组稀疏的求解. 目前, 普通组
稀疏的优化算法一般有组最小角回归算法 (Group
least angle regression, Group LARS)[29]、投影梯度
算法、谱投影梯度算法 (Spectral projected gradi-
ent, SPG)[30−31]、块坐标下降算法[32]、投影拟牛顿

法 (Projected quasi-Newton, PQN)[33]、轮换方向
乘子法 (Alternating direction method of multipli-
ers, ADMM)[34] 等. 本节主要讨论自适应组稀疏的
SPG 算法和 PQN 算法

3.1 谱投影梯度算法

在普通组稀疏的目标函数中, 由于正则化项的
不可微, 考虑对其进行平滑处理. 对每一组 ij 引入

附加变量 rij, 把正则化项中的每一个范数 ‖ωωωij‖2
都

替换为 rij, 并使得优化问题满足约束 rij ≥ ‖ωωωij‖2
.

因此, 平滑后的普通组稀疏的优化问题为

min
ω,b,r

L (ω,bbb) + λ

p∑
i=1

p∑
j=i+1

rij

s. t. rij ≥ ‖ωωωij‖2
, ∀i, j (31)

上式把原来非线性不可微的正则化项替换为一个简

单的线性函数. 对任意的可行对 {ω, r} 来说, 问题
(31) 给出了原问题的一个上界, 只有当所有组都满
足 rij = ‖ωωωij‖2

时问题 (31) 才取得最小值.
算法 1 (谱投影梯度算法).

输入: 目标函数 f (xxx), 投影函数 ΠC (xxx), 初始
参数向量 xxx0, 最优容许度 ε, 需要存储的前几步的函
数个数 m, 充分下降参数 ν, 直线搜索的参数 ξ1 和

ξ2, 步长上限和下限 αmax 和 αmin

k ← 0; xxx0 ← ΠC (xxx0);//投影初始参数向量;
fffk ← f (xxx0);//计算目标函数
gggk ← ∇f (xxx0);//计算梯度
while ‖xxxk −ΠC (xxxk − gggk)‖∞ > ε

do if k = 0
then α ← −min (1, 1/‖gggk‖1);
//初始化步长
else α ← yyyT

ksssk/yyy
T
kyyyk;//Barzilai-Borwein 步长

α ← max (αmin,min (αmax, α));//安全 BB 步
长

xxxk+1 ← ΠC (xxxk − αgggk) ;
fffk+1 ← f (xxxk+1) ;
gggk+1 ← ∇f (xxxk+1) ;
while fk+1 > maxi=k−m:k fi+νgggT

k (xxxk+1 − xxxk);
do select α ∈ (ξ1α, ξ2α);
gggk+1 ← ∇f (xxxk+1); sssk ← xxxk+1 − xxxk;
yyyk ← gggk+1 − gggk; k ← k + 1;
投影梯度法是求解约束优化问题的算法, 其优

化问题为

min
xxx∈C

f (xxx) (32)

其中, f (xxx) 为可微函数, 而 C 为闭凸集. 这里的优
化变量可认为是问题 (31) 中的变量对 (ω,rrr) , 而闭
凸集即为问题 (31) 的约束条件定义的集合. 投影梯
度算法的迭代形式为

xxxk+1 ← ΠC (xxxk − α∇f (xxxk)) (33)

步长 α 满足回溯线搜索的 Armijo 条件, 而 ΠC 为

闭凸集 C 上的欧氏投影算子, 其定义如下

ΠC (xxx) = arg min
yyy∈C

‖xxx− yyy‖2 (34)

投影梯度算法存在两方面的问题: 1) 投影步骤的计
算过于复杂; 2) 最速下降步长的使用会导致收敛速
度过慢. 文献 [11] 提出的 SPG 算法, 对投影梯度算
法进行两方面的修改. 一是线搜索的步长改为

αbb =
yyyT

ksssk

yyyT
kyyyk

(35)

其中, yyyk = ∇f (xxxk+1) − ∇f (xxxk), sssk = xxxk+1 − xxxk.
该步长也称为 Barzilai-Borwein 步长. 二是使用非
单调搜索技术, 要求使最近的某些次迭代的目标函
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数减小即可. 非单调的 Armijo 条件如下

f (xxxk+1) ≤ max
i=k−m:k

f (xxxi) + ν∇f (xxxk)
T (xxxk+1 − xxxk)

(36)

其中, ν ∈ (0, 1). 非单调的 Armijo 条件可能会接受
某些使目标函数上升的步长 αbb, 但是它能保持全局
收敛性. 式 (36) 中所考虑的前几步的函数值的个数
一般设置为 10. 算法 1 给出了谱投影梯度算法的伪
代码.

问题 (31) 中, 每一个约束只作用于与组 ij 相关

的参数向量 ωωωij , 因此可通过计算每一个组的投影
问题, 从而得到所有组的投影. 使用 SPG 算法, 不
仅显著减少迭代次数, 同时还能保证约束集上的投
影计算十分有效.
定理 1. 对问题 (31) 的每一个组来说, 投影问

题为

ΠC2 (ωωωij, rij) = arg min
yyyij∈C2,zij

∥∥∥∥∥

[
ωωωij

rij

]
−

[
yyyij

zij

]∥∥∥∥∥
2

s. t. zij ≥
∥∥yyyij

∥∥
2

(37)

投影问题 (37) 的解为

ΠC2 (ωωωij, rij) =





(ωωωij, rij),(
ωωωij

‖ωωωij‖2
‖ωωωij‖2+rij

2
,
‖ωωωij‖2+rij

2

)
,

(0, 0),

‖ωωωij‖2
≤ rij

‖ωωωij‖2
> rij, ‖ωωωij‖2

+ rij > 0
‖ωωωij‖2

> rij, ‖ωωωij‖2
+ rij ≤ 0

(38)

求解时可以利用范数的非负性, 可把问题 (37) 等价
表示为

arg min
yyyij ,zij

1
2

∥∥ωωωij − yyyij

∥∥2

2
+

1
2

(rij − zij)
2

s. t. zij ≥
∥∥yyyij

∥∥
2

(39)

详细求解过程见文献 [4].

3.2 投影拟牛顿算法

虽然 SPG 算法是目前求解组稀疏问题较为有
效的方法, 但是当目标函数比较复杂时, SPG 算法
的计算成本非常高. 由于普通组稀疏问题转换为可
微的约束优化问题, 如上节给出的问题 (31). 针对具
有这种结构的组稀疏问题, Lee 等提出有限制内存
PQN 算法[12], 对 Hessian 阵作出近似, 能够处理高
维约束优化问题. PQN 算法的目标问题是在凸集 C
上最小化目标函数 f (xxx).

PQN 算法的每一步迭代都对目标函数在当前
迭代值 xxxk 附近作二次近似:

qk (xxx) = f (xxxk) + (xxx− xxxk)
T∇f (xxxk)+

1
2

(xxx− xxxk)
T

Bk (xxx− xxxk) (40)

其中, Bk 是 Hessian 阵的一个正定近似. 为了得到
可行的下降方向, PQN 算法在凸集 f (xxx) 上寻找式
(40) 二次近似的最小值 xxx∗k, 即

xxx∗k = arg min
xxx∈C

qk (xxx) (41)

那么, 下降方向为 ddd = xxx∗k − xxxk, 其中, 当 α ∈ [0, 1]
时 α ∈ [0, 1] 是可行的. 该下降方向可作为回溯线
搜索的方向, 直到新的迭代值满足 Armijo 条件时停
止. 当式 (40) 中的Bk 为精确 Hessian 阵时, 通常先
取 α = 1. PQN 算法在满足二阶充分条件的最小值
邻域内具有二次收敛速率. 但是, 这种方法具有两方
面的缺点: 1)需要计算稠密的 n×n维近似Hessian
阵; 2) 约束二次模型的最小值的求解可能具有很高
的计算成本.
算法 2 (投影拟牛顿算法).
输入: 目标函数 f (xxx), 投影函数 ΠC (xxx), 初始

参数向量 xxx0, 最优容许度 ε, 修正个数 m, 充分下降
参数 ν, 直线搜索参数 ξ1 和 ξ2, SPG 迭代上限 c.

k ← 0; xxx0 ← ΠC (xxx0);
fffk ← f (xxx0); gggk ← ∇f (xxx0);
while ‖xxxk −ΠC (xxxk − gggk)‖∞ > ε

do α = 1;
if k = 0 then
dddk ← −gggk min (1, 1/‖gggk‖1);
else
xxx∗k = SPG (xxxk, c, gggk, σ,SSS,YYY );
dddk = xxx∗k − xxxk; xxxk+1 ← xxxk + αdddk;
gggk ← ∇f (xxx0); gggk+1 ← ∇f (xxxk+1);
while fk+1 > fk + νgggT

k (xxxk+1 − xxxk) do
select α ∈ (ξ1α, ξ2α);
xxxk+1 ← xxxk + αdddk;
fffk+1 ← f (xxxk+1); gggk+1 ← ∇f (xxxk+1);
sssk ← xxxk+1 − xxxk; yyyk ← gggk+1 − gggk;
if k > m then
把 SSS 和 YYY 中最旧的变量删掉;
SSS ← [SSS sssk]
YYY ← [YYY yyyk]
σ ← (yyyT

ksssk)/(yyyT
kyyyk)

k ← k + 1;
关于 Hessian 阵的近似策略, 拟牛顿法一般先

取一个比例单位矩阵 B0 = σI 作为 Hessian 阵的近
似, 然后 Bk+1 的每一步更新都需要参数变化和梯度
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变化满足割线方程:

Bk+1sssk = yyyk (42)

其中, sssk = xxxk+1 − xxxk, yyyk = ∇f (xxxk+1) − ∇f (xxxk).
式 (42) 中 Bk+1 的解不是唯一的, 可通过 BFGS
准则确定唯一解. 而 Kovács 等提出了有限内存的
BFGS (Broyden-Fletcher-Gold farb-Shannon) 更
新算法 (L-BFGS)[11], 并不存储 Bk+1 的值, 而是存
储m 个 sssk 和 yyyk 的集合.
给出 Bk 的 L-BFGS 表示之后, 可利用 SPG 算

法求解问题 (41). 在 qk (xxx) 及其梯度的计算过程中,
SPG 的运行成本主要来源于谱投影 ΠC 的计算. 本
文讨论的无向图自适应组稀疏化问题中, 投影的计
算只需线性时间成本, 而目标函数的计算却是难的,
近似目标函数的计算成本也比投影计算成本高得多.
所以, PQN 能有效处理无向图自适应组稀疏化问
题.
算法 2 给出了 PQN 算法的伪代码. 伪代码

中的 SPG (xxxk, c, gggk, σ,SSS,YYY ) 表示从 xxxk 开始通过

SPG 的 c 次迭代求解问题 (41), 梯度设为 gggk, 而
L-BFGS 表示的构造使用参数 σ、SSS 和 YYY .

4 实验结果

4.1 实验数据介绍及预处理

本实验使用一个人工合成数据集和 5 个 UCI
(University of Californina Irvine) 数据集进行具有
不同边势形式的两两关系马尔科夫网的结构学习问

题, 还对目标函数作出不同的近似, 以及采用不同的
优化算法求解得到的实验结果作了比较. 在实验过
程中, 目标模型的正则化参数选择为 λ = 2x, 其中
x 的取值范围为从 10 下降到 −3, 下降步长为 0.25.
样本数据均分为两部分, 一部分作为训练数据集, 用
于训练模型参数, 另一部分作为测试数据集, 用于模
型性能评估.

人工数据集的合成首先随机生成一个具有 10
个节点的两两关系马尔科夫网, 每个节点有 3 种取
值状态,其单节点势能和两节点势能的参数 bbbi 和ωωωij

为服从标准正态分布的随机数. 然后从该网络中随
机产生 4 000 个样本, 均分为训练数据集和测试数据
集.
用户知识建模数据集, 共 403 个实例, 来自

http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/User+Kn
owledge+Modeling. 数据集包括 6 个属性, 其中 5
个为输入值, 1 个为目标值. 去除结论性属性 6, 原数
据的其他 5 个属性的取值是 0 到 1, 即相应比值, 所
以, 属性值取 1 (实际值为 0 到 0.2)、取 2 (实际值为
0.2 到 0.4)、取 3 (实际值为 0.4 到 0.6)、取 4 (实际
值为 0.6 到 0.8)、取 5 (实际值为 0.8 到 1). 最终用

于实验的数据为一个 403×5 的矩阵, 且每个元素有
5 种取值状态.
定性破产数据集, 共 250 例, 来自 http://arch

ive.ics.uci.edu/ml/datasets/Qualitative Bankru
ptcy. 数据集共 7 个属性, 最后一个属性为结论. 去
除结论属性 7,其他属性分别用 1、2、3代替P、A、N.
最终用于实验的数据为一个 250×6 的矩阵, 且每个
元素有三种取值状态.
威斯康辛州乳腺癌数据集, 来自 http://archi

ve.ics.uci.edu/ml/datasets/Breast+Cancer+Wis
consin+(Original). 总共 699 个样例, 每个样本有
11 个属性. 首先, 属性 1 是一个编号, 属性 11 是最
终结论, 它们都不是病征属性, 因此去掉属性 1 和属
性 11, 保留属性 2 到属性 10. 处理后剩下 9 个属性,
且每一个属性有 10 种取值情况. 又由于每个属性的
取值状态数较多, 所以对取值状态再进行以下处理:
取值为 1 (当实际值是 1、2 或 3 时), 取值为 2 (当实
际值为 4、5 或 6 时), 取值为 3 (当实际值为 7、8、9
或 10 时), 这样处理基本保证了均匀分布, 所以处理
后的数据与原数据的概率分布基本不变. 最终用于
实验的数据为一个 699×9 的矩阵, 且每个元素有三
种取值状态.
急性炎症数据集, 共 120 个样本, 来自 http://

archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Acute+Inflam
mations. 数据集共 8 个属性.

体温高于 38◦C 赋值为 2, 低于 38◦C 的为 1, 其
余属性的 No 为 1, Yes 用 2 代替. 因此最后剩余 8
个属性, 用于实验的是 120×8 的矩阵, 每个元素有 2
种取值状态.

汽车评估数据集, 共 1 728 个样本, 来自
http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Car+Eval
uation. 每个样本数据集共 6 个属性.
数据中的 Low 和Med 分别用 1, 2 代替, High

和Vhigh用 3代替, Small和 Big用 1和 3代替,车
门数 2用 1代替, 3, 4用 3代替, 5more用 3代替,处
理后用于实验的数据集为 1 728×6 的矩阵, 每个元
素有 3种取值状态. 天气建模数据集,共有 540个样
本, 来自 http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/
Climate+Model+Simulation+Crashes, 每个样本
包含 21 个属性, 其中属性 1、属性 2 和属性 21 分
别为: 研究序号、模拟序号和模拟结果, 去除这 3 个
属性, 剩余 18 个属性. 处理后用于实验的数据集为
540×18 的矩阵, 每个元素有 2 种取值状态.

4.2 实验结果与分析

两两关系马尔科夫网在多值变量情况下的结构

学习, 其边势函数可分为三种形式, 即对角相同边
势、对角不同边势和完全边势. 这里, 首先比较三种
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不同边势形式对模型性能的影响. 实验过程中, 由于
对角相同边势类似于二值变量的稀疏学习情况, 因
此无须使用组稀疏化, 只使用一般的 L1 正则化项.

而对角不同边势和完全边势由于边势函数中具

有多个参数, 可进行组稀疏化学习, 因此对于这两种
边势本实验分别使用一般 L1 正则化、组稀疏化 (算
法用 Group 表示) 和自适应组稀疏化算法 (算法用
Agroup 表示) 进行结构学习. 另外, 目标函数全部
使用精确的目标函数, 而优化算法使用投影拟牛顿
算法.

模型的拟合程度使用负对数似然函数 (Nega-
tive log-likelihood, NLL) 值进行比较. NLL 值越
小, 说明模型对当前数据的拟合程度越好. 而模型的
稀疏程度用被消除的边数 (Number of eliminated
edges, NOE) 来表示. NOE 值越大, 被消除的边越
多, 即模型更简单. 模型设定越复杂, 对当前数据的
拟合程度越好, 但过于复杂, 花费太大, 且有可能使
得模型只适用于当前样本集, 造成过拟合.
我们在人工合成数据集上进行实验, 以完全边

势情况下的组稀疏为例, 观察正则化参数 λ 对模型

拟合能力 (负对数似然函数值) 和稀疏性能 (消除边
数) 的影响. 因不同边势和 L1 正则化项与组稀疏的

实验结果随着正则化参数 λ变化而变化的趋势类似,
此处只给出一组数据的实验结果.
图 1 (a) 给出了在人工合成数据集上使用完全

边势进行组稀疏化学习实验的结果. 从图 1 (a) 可以
看出, 虽然实验结果有小的波动, 总体的趋势是: 正

则化参数 λ 很小时, NOE 为 0, 随着 λ 增大, NLL
值越大, NOE 值也越大. 最后 NLL 值和 NOE 值均
趋于稳定. 这是因为惩罚力度越大, 模型稀疏性越
强, 模型也越简单, 但同时模型对数据的拟合程度也
变差, 所以并不是 λ 越大, 模型越简单越好. 因此,
正则化参数 λ 选择时, 既要让 NLL 值尽可能的小,
保证模型对数据的拟合程度,也要使NOE值尽可能
大, 使模型更加简单.

图 1 (b) 给出了在人工合成数据集上使用完全
边势进行自适应组稀疏化学习的实验结果. 对比图
1 (a) 和图 1 (b) 可以看出, 在 λ 较小时, 普通的组稀
疏算法没有稀疏效果, 而自适应组稀疏算法能够使
模型稀疏化, 且效果非常明显. 我们对不同数据集进
行实验, 并取定性破产数据集的一组实验结果进行
详细对比.
图 2 给出了定性破产数据集在使用三种不同边

势和不同正则化模型时的实验结果. 从图 2 可以看
出, L1 正则化模型的拟合能力最差, 组稀疏和自适
应组稀疏均优于 L1 稀疏, 且自适应组稀疏的拟合能
力最优, 其中使用完全边势的自适应组稀疏的拟合
能力最好. L1 正则化模型的运行时间最短, 自适应
组稀疏的运行时间最长, 约是组稀疏的两倍. L1 正

则化的运行时间比组稀疏和自适应组稀疏短, 这是
因为 L1 正则化的参数向量只包含单个变量. 自适应
组稀疏可以理解为两步组稀疏, 第一步组稀疏得到
罚函数的权值, 第二步利用上一步得到的权值再进
行稀疏, 因此运行时间翻倍. 图 3 给出了定性破产
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图 1 人工数据集上使用完全边势进行不同稀疏学习时在不同 λ 值下的实验结果

Fig. 1 The experimental results on synthetic dataset using different regularizations and full potentials under

different λ values

图 2 定性破产数据集上使用不同边势进行不同稀疏学习算法时的实验结果

Fig. 2 The experimental results on qualitative bankruptcy dataset using different regularizations and potentials

数据集在不同边势情况下的不同正则化模型的网络

图. 从图 3 可以看出, 自适应组稀疏算法的稀疏化性
能最好, L1 正则化模型次之. L1 正则化模型的稀疏

性能优于组稀疏是因为, L1 正则化消除一条边只需

要使单个变量为 0, 组稀疏需要使一组变量为 0, 组
稀疏更复杂. 综合来看, 完全边势情况下的自适应组

稀疏模型具有最好的性能.
图 3 中两条边的权值分别为: w1,2 = 1.1463,

w1,6 = 0.7977. 可以看出属性 1行业风险最重要,属
性 2 管理风险次之, 属性 6 操作风险再次.

表 1 和表 2 分别给出了包括人工数据集在内
的多个数据集在完全边势情况下进行不同正则化
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的实验结果及未使用稀疏算法的普通两两马尔科

夫网的 NLL 值和 NOE 值. 我们可以看到自适应
组稀疏始终具有比 L1 正则化和组稀疏化学习更好

的稀疏性能. 自适应组稀疏要比 L1 稀疏耗费更多

的时间, 但在大多数数据集上自适应组稀疏的 NLL
值和 NOE 值均比 L1 稀疏更好, 即自适应组稀疏
牺牲计算成本, 使其拟合性能和稀疏性能均比 L1

好.

图 3 定性破产数据集上使用不同边势进行不同稀疏学习算法时的网络图

Fig. 3 Netplots of qualitative bankruptcy dataset using different regularizations and different potentials



1430 自 动 化 学 报 41卷

表 1 多个数据集使用完全边势进行不同稀疏化学习时的实验结果

Table 1 The experimental results using full potential and different regularizations

数据集 Number of original edges
Number of eliminated edges Running time (s)

L1 Group Agroup L1 Group Agroup

人工数据集 45 17 0 34 32.622 24.996 54.706

威斯康辛州乳腺癌 36 2 0 25 2.376 8.489 12.890

用户知识建模 10 0 0 9 0.110 2.422 4.129

定性破产 15 2 0 13 0.035 1.724 3.423

急性炎症 28 0 0 18 0.128 1.769 3.522

汽车评估 15 0 0 14 0.171 1.71 1.789

表 2 多个数据集使用完全边势进行不同稀疏化学习模型和原始两两Markov 模型的 NLL 值对比

Table 2 The comparison NLL results between different regularized models using full potentials and original pairwise

Markov model

Negative loglikelihood of original Test set negative loglikelihood of sparse

数据集 pairwise Markov network pairwise Markov network

L1 Group Agroup L1 Group Agroup

人工数据集 5 146.842 4 987.297 4 986.097 5 227.051 4 997.738 5 022.105

威斯康辛州乳腺癌 1 378.134 1 378.027 1 378.105 1 362.493 1 363.614 1 526.246

用户知识建模 3 944.299 2 259.696 2 390.159 1 910.785 1 754.665 1 698.807

定性破产 3 140.56 2 074.585 2 215.701 3 559.324 1 995.566 2 010.704

急性炎症 6 120.487 1 822.075 1 951.788 1 637.608 1 691.303 1 607.565

汽车评估 5 596.330 5 596.331 5 596.331 5 595.209 5 595.761 5 543.82

4.3 三种近似目标函数

本节通过实验比较目标函数的三种近似方法

的性能, 包括伪似然近似、平均场自由能近似和
Bethe 自由能近似, 这三种近似方法分别简化表示
为 Pseudo、Mean 和 Bethe. 其中, 精确目标函数和
伪似然近似为严格凸函数, 而变分近似中的平均场
自由能近似和 Bethe 自由能近似为非凸函数. 对三
种近似目标函数分别进行 L1 正则化、组稀疏正则化

和自适应组稀疏正则化学习, 优化算法使用投影拟
牛顿算法.
图 4 给出了在天气建模数据集上使用精确目标

函数和三种近似目标函数进行不同正则化的实验结

果. 图 5 给出了天气建模数据集上使用精确目标函
数和三种近似目标函数的不同稀疏化学习模型的网

络图. 我们可以看出, 三种近似目标函数的运行时间
远远比精确目标函数小, 伪似然近似函数的拟合性
能略优于精确目标函数, 稀疏性能也比精确目标函
数略好. 自适应组稀疏的拟合性能优于其他两种模
型, 且稀疏效果优势明显.
表 3∼ 5 分别给出了使用三种不同近似目标函

数在多个数据集上进行不同稀疏化学习的实验结果.
对比表 3∼ 5, 我们发现使用精确目标函数的模型在
大多数数据集上的稀疏性能略好于伪似然近似, 但
伪似然近似目标函数在某些数据集上的稀疏性能优

于精确目标函数, 但两者的差异不大. 近似目标函数
的 NLL 值比精确目标函数低. 平均场近似稀疏性能
的拟合性能和稀疏性能都是最差.
综合看来, 伪似然近似与精确目标函数在小数

据集上表现相当, 但在大数据上, 伪似然近似的优势
非常明显, 运行时间大大减少, 性能最次是平均场近
似. 无论使用哪一种目标函数, 自适应组稀疏的稀疏
性能优势明显.

4.4 两种优化算法

本节实验比较精确目标函数在不同正则化稀疏

学习情况中使用两种不同优化算法的性能, 这两种
优化算法为第 3 节中介绍的谱投影梯度算法和投影
拟牛顿算法, 分别表示为 spg 和 pqn. 下面的实验中
使用完全边势, 目标函数使用精确目标函数 (近似目
标函数得到类似结果, 这里不再讨论).
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图 4 天气建模数据集使用精确目标函数和三种近似函数进行不同正则化稀疏学习的实验结果

Fig. 4 The experimental results on climate model dataset using exact object function and three approximations and

different regularizations
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图 5 天气建模数据集使用精确目标函数和不同近似目标函数的不同正则化稀疏学习的网络图

Fig. 5 Netplots of climate model dataset using exact object function and

different approximations and different regularizations

表 3 多个数据集使用伪似然近似函数进行不同稀疏化学习时的实验结果

Table 3 The experimental results using pseudo approximation and different regularizations

数据集
Test set negative log-likelihood Number of eliminated edges Running time

L1 Group Agroup L1 Group Agroup L1 Group Agroup

人工数据集 5 002.630 4 991.167 4991.167 7 12 12 0.768 2.043 2.069

威斯康辛州乳腺癌 1 335.790 1 336.343 1487.128 0 0 19 0.226 1.953 2.692

用户知识建模 1 946.843 1 816.045 1710.943 0 0 9 0.188 2.113 4.185

定性破产 2 867.103 2 038.121 2001.807 0 0 10 0.110 1.767 3.599

急性炎症 1 755.517 1 669.925 1685.517 9 0 18 0.263 1.717 1.979

汽车评估 5 595.775 5 596.047 5549.359 0 0 12 0.622 2.628 2.755

天气建模数据集 3 438.427 3 439.168 3377.977 2 0 149 0.1824 3.9282 3.9754

图 6 给出了使用精确目标函数时, 投影拟牛
顿算法和谱投影梯度算法在不同正则化项时的

实验结果. 从图 6 可以看出使用 spg 优化算法
所得到的 NLL 值更低, 但相差并不大. 自适应
组稀疏比组稀疏的 NLL 值低, 即拟合性能更好.
pqn 优化算法的运行时间比 spg 优化算法的运
行时间更长, 自适应组稀疏的运行时间比组稀疏

增加一倍. 本实验使用的是小数据, 因此运行时
间差异并不大, 若用于大数据优化问题求解, spg
优化算法的运算成本优势就会变大. 图 7 给出
了两种不同优化算法的不同正则化项稀疏学习

的模型网络图. 从图 7 可以看出两种优化算法
的稀疏性能相当, 自适应组稀疏的稀疏性能优势
明显.
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表 4 多个数据集使用平均场近似函数进行不同稀疏化学习时的实验结果

Table 4 The experimental results using mean field approximation and different regularizations

数据集
Test set negative log-likelihood Number of eliminated edges Running time

L1 Group Agroup L1 Group Agroup L1 Group Agroup

人工数据集 8 610.858 6 391.883 6 391.882 0 0 0 0.060 1.224 2.211

威斯康辛州乳腺癌 1 698.240 1 723.024 1 723.024 0 0 0 0.039 0.031 0.043

用户知识建模 1 591.604 1 603.425 1 613.418 0 0 0 0.039 0.032 0.048

定性破产 1 275.923 2 141.670 2 142.670 0 0 0 0.032 0.328 0.342

急性炎症 880.933 847.765 847.767 0 0 0 0.337 0.713 1.303

汽车评估 5 621.832 5 549.61 5 549.61 0 0 0 0.033 0.027 0.034

天气建模数据集 4 036.119 3 748.372 3 674.349 0 0 83 2.4663 4.4765 7.9722

表 5 多个数据集使用 Bethe 自由能近似函数进行不同稀疏化学习时的实验结果

Table 5 The experimental results using Bethe free energy approximation and different regularizations

数据集
Test set negative log-likelihood Number of eliminated edges Running time

L1 Group Agroup L1 Group Agroup L1 Group Agroup

人工数据集 7 639.921 8 030.764 11 594.352 0 0 0 0.061 0.058 0.987

威斯康辛州乳腺癌 1 685.804 1 729.666 1 729.666 0 0 0 0.044 0.025 0.036

用户知识建模 1 589.197 1 599.749 1 613.733 0 0 0 0.021 0.037 0.058

定性破产 1 249.866 1 359.077 1 359.077 0 0 0 0.015 0.015 0.023

急性炎症 3 486.903 1 019.181 1 019.181 9 0 0 0.359 0.234 0.510

汽车评估 5 618.367 5 548.880 5 548.880 0 0 0 0.017 0.022 0.030

天气建模数据集 3 440.048 3 440.141 3 397.049 6 0 117 0.2361 2.9716 3.4122

图 6 不同优化算法的不同正则化稀疏学习在用户知识建模数据上的实验结果

Fig. 6 The experimental results on user knowledge model dataset using different optimizations and regularizations
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图 7 用户知识建模使用不同优化算法进行不同正则化稀疏学习的模型网络图

Fig. 7 Netplots of user knowledge model dataset using different algorithms and different regularizations

稀疏网络图中剩余的一条边的权值为: ω4,5 =
0.5094, 属性 4 和属性 5 分别为 LPR (与目标科目
相关科目的用户考试成绩) 和 PEG (目标科目的用
户考试成绩). 即用户的知识水平与 PEG 和 LPR
密切相关. 表 6 给出了 spg 优化算法在多个数据集
上进行不同稀疏学习的实验结果. 从表 6 可以看出
自适应组稀疏的稀疏性能优势很明显, 且 NLL 值相
差不大, 甚至低于组稀疏. 对比表 1, 我们发现 pqn
算法的稀疏性能比 spg 算法的稀疏性能更好. 综合
来看, 无论是 spg 算法还是 pqn 算法, 自适应组稀
疏的性能都更好.

5 总结和展望

在两两关系马尔科夫网的离散多值变量情况下,
每条边的参数不再为单一的某个值, 而是与之相关
的一组参数, L1 正则化不再适用于该场景, 因此本
文对此给出两两关系马尔科夫网的组稀疏化学习,
并且为了避免估计有偏性, 还提出两两关系马尔科
夫网的自适应组稀疏化学习. 实验结果表明, 自适应
组稀疏不仅稀疏性能优于 L1 正则化, 且拟合性能也
比 L1 正则化好.
为了使目标函数能应用在复杂网络中, 本文对

目标函数进行三种近似, 分别为伪似然近似、平均场
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表 6 多个数据集使用 spg 算法的不同稀疏化学习的实验结果

Table 6 Experiment results on different datasets using spg algorithm and different regularizations

数据集
Test set negative log-likelihood Number of eliminated edges Running time

Group Agroup Group Agroup Group Agroup

人工数据集 5 024.690 5 043.908 0 32 23.987 47.801

威斯康辛州乳腺癌 1 362.947 1 527.148 0 24 6.363 12.744

用户知识建模 1 741.362 1 684.713 0 9 0.523 0.965

定性破产 1 819.702 1 880.150 0 13 0.275 0.476

急性炎症 1 412.900 1 283.992 0 15 0.223 0.376

汽车评估 5 595.836 5 545.103 0 14 0.274 0.255

自由能近似和 Bethe 自由能近似. 实验表明, 自适
应组稀疏的性能在精确目标函数和伪似然函数中有

很大的性能优势, 后两种近似函数的所有稀疏学习
方法均未能稀疏成功. 精确目标函数的运行时间最
长, 三种近似函数的运行时间大大减短. 不过精确目
标函数的稀疏性能最好, 伪似然函数次之, 平均场近
似和 Bethe 自由能近似的稀疏性能很差.

本文还给出了求解两两关系马尔科夫网自适应

组稀疏化学习问题的两种优化算法 (谱投影梯度算
法和投影拟牛顿算法). 实验表明 pqn 算法的稀疏
性能比 spg 算法的稀疏性能更好, 但 spg 算法的运
行时间更短. 无论使用哪一种优化算法, 自适应组稀
疏的都具有更好的性能. 本文提出的自适应组稀疏
模型在迭代过程中对参数进行组处理, 使模较小的
参数向量有较大的惩罚, 从而剔除该组参数向量对
应的边, 实现模型的稀疏化. 在 1 组人工数据集和 5
组 UCI 数据集上的实验表明, 本文的自适应组稀疏
模型具有较好的性能.
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