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基于二阶广义全变差正则项的模糊图像恢复算法

任福全 1 邱天爽 1

摘 要 针对图像去模糊问题, 采用二阶广义全变差作为修复图像的正则项构建恢复模型, 并针对重建模型的高阶与非光滑

特性, 给出了基于分裂 Bregman 迭代的快速算法. 实验结果表明, 该模型和数值算法能够较好地恢复被噪声和模糊污染的图

像, 同时可以很好地保留图像的纹理和细节信息.
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Abstract For the blurred image restoration problem, we adopt the second-order total generalized variation as the

regularization term to construct an image restoration model. For the high order and non-smooth feature of the restoration

model, a fast algorithm based on the split Bregman iterative algorithm is also proposed. Experimental results show that

the model and the numerical algorithm can effectively restore the images polluted by noise and blur, and they can preserve

image texture and details effectively.
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医疗、天文等领域成像设备采集到的图像往

往由于硬件限制, 受到模糊和噪声的影响, 使得图
像恢复成为非常重要的研究课题, 得到了广泛的研
究[1−6]. 受全局不变模糊核和高斯噪声影响的图像
观测模型可以表达为

f = Hu + n (1)

其中, u 为真实图像, f 为观测图像, H 为模糊算子,
n 为高斯噪声. 由于噪声的存在, 使得该问题是病态
的或不适定的, 于是对观测 f 直接做逆向求解是不

可行的. 对于经典的反问题, 正则化方法是处理该问
题的有效方法之一. 针对观测模型 (1), 可以构建基
于图像先验信息的正则化代价函数:
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û = arg min
u

{
1
2
‖Hu− f‖2

2 + τR(u)
}

(2)

通过极小化代价函数, 求得待恢复图像 û. 其中第 1
项为数据拟合项 (Data fitting term, DFT), 第 2 项
R(u) 为基于某类先验信息的正则项, τ 为正则化参

数, 用于调节数据拟合项与正则项之间的权重.
由于理论基础的完备性, 近些年, 基于正则

项的图像恢复问题得到了广泛的研究, 成为图像
恢复的重要方法和手段. 其中常用的正则项有

Tikhonov 正则项[4]、全变差正则项 (Total varia-
tion, TV)[5−7]、小波[8] 和稀疏正则项[9]、高阶变分

正则项等. 上述的各种正则项中, 全变差正则项因其
定义简单、易于实现[10], 在图像处理和医学成像等
领域得到广泛的应用. 但全变差正则项是基于图像
满足分片常数先验的, 因此在应用时, 往往会造成图
像非分片常数区域出现非常明显的阶梯化效应, 影
响恢复图像的视觉效果.
广义全变差 (Total generalized variation,

TGV) 是 Kristian 等提出的能够有效保持图像边
缘和细节的正则项[11], 并被应用于图像去噪与磁共
振 (Magnetic resonance imaging, MRI) 成像[12] 领

域, 取得了非常优异的效果. 作为对 TV 正则项的推
广, TGV 能有效地逼近任意阶多项式, 例如分片常
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量、分片放射函数等, 因此可以有效地避免 TV 正则
项的阶梯效应. 按照文献 [11] 中的描述, 二阶广义全
变差的定义为

TGV2
α(u) = sup

v

{ ∫

Ω

udiv2vdx|v ∈ C2
c ,

(
Ω,Sym2(Rd)

)
, ‖v‖∞ ≤ α0, ‖divv‖∞ ≤ α1

}

其中, Ω 是 R2 中的一个开区域, α = (α0, α1) 为权
重参数, Sym2(Rd) 表示 Ω 上二阶对称张量所构成
的空间, 可以证明 Sym2(Rd) 与所有 d×d 阶矩阵构

成的线性空间 Sd×d 是同构的; div 为对称散度算子.
进一步地, 二阶广义全变差可以等价地描述为[12]

TGV2
α(u) = min

v

∫

Ω

α0 |∇u− v|+ α1 |ε(v)|dx

(3)

其中, v ∈ C2
c (Ω,Sym2(Rd)) 表示定义在图像域

Ω 上的取值为二阶对称张量的函数, 即有 v(x) ∈
Sym2(Rd), x ∈ Ω. ε(v) = (∇v +∇vT)/2 为 v 的

对称化导数. 和传统的 TV 正则项相比, TGV2
α 可

以根据图像局部细节和边缘情况, 自适应地调节取
值. 在图像的较平坦区域 Ω1, 图像二阶梯度 ∇2u 较

小, 因此 TGV2
α 会倾向于选择 v = ∇u; 相反, 在图

像边缘的区域 Ω2, 图像二阶梯度∇2u的能量将会大

于图像的梯度 ∇u, 因此 TGV2
α 会倾向于选择 v =

0. 因此, TGV2
α 在去除噪声影响的同时, 可以发挥

图像高阶变分的优势, 有效地避免阶梯状效应的出
现, 较好地保护图像的边缘和细节, 提供更加自然真
实的图像.

1 模糊图像恢复模型

根据 TGV2
α 的定义 (3) 以及基于正则化方法的

图像恢复模型 (2), 可以构建基于 TGV2
α 的图像恢

复模型:

ûuu = arg min
uuu

{
1
2
‖HuHuHu− fff‖2

2 + τTGV2
α(uuu)

}
=

arg min
uuu,vvv

{
1
2
‖HuHuHu− fff‖2

2 + τα0‖∇uuu− vvv‖1 +

τα1‖εεε(vvv)‖1

}
(4)

其中, uuu ∈ RN 为连续图像 u 的离散向量化, ∇uuu =
[∇xuuu;∇yuuu] ∈ RN,2, vvv = [vvvx;vvvy] ∈ RN,2, εεε(vvv) =
[∇xvvvx; 1

2
(∇yvvvx +∇xvvvy); 1

2
(∇yvvvx +∇xvvvy);∇yvvvy] ∈

RN,4.
本文中假设图像在每个像素点的一阶全变差

|∇uuu| 与 |εεε(vvv)| 均是非迷向的, 即 |∇uuu| = |∇xuuu| +
|∇yuuu|, |εεε(vvv)| = ∑4

i=1 |εi(vvv)|1, 则式 (4) 可以表述为

(ûuu, v̂vv) = arg min
uuu,vvv

{
1
2
‖HuHuHu− fff‖2

2 +

τα0‖∇xuuu− vvvx‖1 + τα0‖∇yuuu− vvvy‖1 +

τα1‖∇xvvvx‖1 + τα1‖∇xvvvy +∇xvvvy‖1 +

τα1‖∇yvvvy‖1

}
(5)

2 基于分裂 Bregman迭代的数值算法

上述图像恢复模型 (4) 和 (5) 是含有多项 l1 范

数的最优化问题. 由于 l1 范数具有的非光滑性特点,
为上述问题的求解带来许多不便. 分裂 Bregman 迭
代算法为 l1 优化问题的求解带来极大的便利

[13−14],
该算法通过引入中间变量, 将复杂的原优化问题转
化为易于求解的子问题, 并通过交替迭代的方式进
行求解, 极大地降低了求解的复杂度, 提高求解速
度, 能较快地收敛到稳定的数值解. 以下我们采用分
裂 Bregman 迭代的框架求解上述模型 (5).
首先引入辅助变量 SSSx, SSSy, lllxx, lllxy, lllyy, 并将式

(5) 做如下变量替换:

SSSx ← ∇xuuu− vvvx

SSSy ← ∇yuuu− vvvy

lllxx ← ∇xvvvx

lllxy ← ∇xvvvy +∇yvvvx

lllyy ← ∇yvvvy

则可得到如下的增广拉格朗日函数:
(
uuuk+1, vvvk+1,SSSk+1,LLLk+1

)
=

arg min
uuu,vvv,SSS,LLL

{
1
2
‖HuHuHu− fff‖2

2 + τα0‖SSS‖1 +

τα1‖LLL‖1 +
λ1

2
‖SSSx − (∇xuuu− vvvx)− dddk

x‖2
2 +

λ1

2
‖SSSy − (∇yuuu− vvvy)− dddk

y‖2
2 +

λ2

2
‖lllxx −∇xvvvx − bbbk

xx‖2
2 +

λ2

2
‖lllxy − (∇yvvvx +∇xvvvy)− bbbk

xy‖2
2 +

λ2

2
‖lllyy −∇yvvvy − bbbk

yy‖2
2

}
(6)

以及辅助变量更新:

dddk+1
x = dddk

x +
(
∇xuuu

k+1 − vvvk+1
x −SSSk+1

x

)

dddk+1
y = dddk

y +
(∇yuuu

k+1 − vvvk+1
y −SSSk+1

y

)

bbbk+1
xx = bbbk

xx +∇xvvv
k+1
x − lllk+1

xx
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bbbk+1
xy = bbbk

xy +
(∇xvvv

k+1
y +∇yvvv

k+1
x

)− lllk+1
xy

bbbk+1
yy = bbbk

yy +∇yvvv
k+1
y − lllk+1

yy (7)

其中, SSS = [SSSx;SSSy], LLL = [lllxx; lllxy; lllyy], λ1, λ2 为非负

的惩罚参数. 通过文献 [14] 的论述可知, 当辅助变
量 bbb, ddd → 000 时, 优化问题 (6) 与原图像恢复问题 (5)
是同解的. 为了快速有效地求解式 (6), 应用交替迭
代的方法, 将式 (6) 转化为一系列易于求解、并且各
自具有闭合解的子问题.

1) uuu –子问题:

uuuk+1 = arg min
uuu

{
1
2
‖HuHuHu− fff‖2

2 +

λ1

2
‖SSSx − (∇xuuu− vvvx)− dddk

x‖2
2 +

λ1

2
‖SSSy − (∇yuuu− vvvy)− dddk

y‖2
2

}

对上式右侧的目标函数关于 uuu 求梯度, 整理可以得
到:

(
HHHTHHH + λ1∇T

x∇x + λ1∇T
y∇y

)
uuu =

HHHTfff + λ1∇T
x

(
vvvk

x + SSSk
x − dddk

x

)
+

λ1∇T
y

(
vvvk

y + SSSk
y − dddk

y

)

由于假设图像 u 满足周期性边界条件, 可以通过快
速傅里叶变换求解上式

uuuk+1 =

F−1F [HHHTfff+ λ1∇T
x (vvvk

x + SSSk
x − dddk

x)+ λ1∇T
y (vvvk

y + SSSk
y − dddk

y)]

F(HHHTHHH + λ1∇T
x∇x + λ1∇T

y∇y)

(8)

其中, F 为二维傅里叶变换算子, F−1 为逆二维傅

里叶变换算子.
2) (vvvx, vvvy) –子问题

(
vvvk+1

x , vvvk+1
y

)
= arg min

vvvx,vvvy

{
λ1

2
‖SSSk

x −
(∇xuuu

k+1 − vvvx

)− dddk
x‖2

2 +
λ1

2
‖SSSk

y −
(∇yuuu

k+1 − vvvy

)− dddk
y‖2

2 +

λ2

2
‖lllkxx −∇xvvvx − bbbk

xx‖2
2 +

λ2

2
‖lllkxy − (∇yvvvx +∇xvvvy)− bbbk

xy‖2
2 +

λ2

2
‖lllkyy −∇yvvvy − bbbk

yy‖2
2

}

整理过程同上, 可以得到如 vvvx, vvvy 的线性方程组:

[
III + τ1∇T

x∇x + τ1∇T
y∇y

]
vvvx + τ1∇T

y∇xvvvy =

τ1∇T
x

(
lllkxx − bbbk

xx

)
+ τ1∇T

y

(
lllkxy − bbbk

xy

)
+

∇xuuu
k+1 −SSSk

x + dddk
x[

III + τ1∇T
x∇x + τ1∇T

y∇y

]
vvvy + τ1∇T

x∇yvvvx =

τ1∇T
y

(
lllkyy − bbbk

yy

)
+ τ1∇T

x

(
lllkxy − bbbk

xy

)
+

∇yuuu
k+1 −SSSk

y + dddk
y (9)

其中, τ1 = λ2/λ1.
令

AAA1 = III + τ1∇T
x∇x + τ1∇T

y∇y

AAA3 = τ1∇T
y∇x

BBBk
1 = τ1∇T

x

(
lllkxx − bbbk

xx

)
+ τ1∇T

y

(
lllkxy − bbbk

xy

)
+

∇xuuu
k+1 −SSSk

x + dddk
x,

BBBk
2 = τ1∇T

y

(
lllkyy − bbbk

yy

)
+ τ1∇T

x

(
lllkxy − bbbk

xy

)
+

∇yuuu
k+1 −SSSk

y + dddk
y

则在图像周期性边界条件的假设下, 通过二维快速
傅里叶变换算子 F , 式 (9) 可以写为

{
FAAA1. ∗ Fvvvx + FAAA3. ∗ Fvvvy = FBBBk

1

FAAAT
3 . ∗ Fvvvx + FAAA1. ∗ Fvvvy = FBBBk

2

(10)

其中, .∗ 表示向量元素间的对应点积, 那么可以通过
如下公式快速求解得到 (vvvx, vvvy):





vvvk+1
x = F−1

[
FAAA1. ∗ FBBBk

1 −FAAA3. ∗ FBBBk
2

FAAA1. ∗ FAAA1 −FAAAT
3 . ∗ FAAA3

]

vvvk+1
y = F−1

[
FAAA1. ∗ FBBBk

2 −FAAAT
3 . ∗ FBBBk

1

FAAA1. ∗ FAAA1 −FAAAT
3 . ∗ FAAA3

]

(11)

3) SSS –子问题

(SSSx,SSSy) = arg min
SSSx,SSSy

{
τα0‖SSSx‖1 + τα0‖SSSy‖1 +

λ1

2
‖SSSx −∇xuuu

k+1 + vvvk+1
x − dddk

x‖2
2 +

λ1

2
‖SSSy −∇yuuu

k+1 + vvvk+1
y − dddk

y‖2
2

}

可以通过简单的非线性收缩算子 shrinkµ(·) 进行求
解:
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



SSSx = shrink τα0
λ1

(
∇xuuu

k+1 − vvvx
k+1 + dddk

x

)

SSSy = shrink τα0
λ1

(
∇yuuu

k+1 − vvvy
k+1 + dddk

y

)

(12)

其中, shrinkµ(·) 为非线性收缩算子[15−16].
4) lll –子问题
以 lllxx 为例:

lllk+1
xx = arg min

{
τα1 ‖lllxx‖1 +

λ2

2
‖lllxx −∇xvvvx − bbbk

xx‖2
2

}

可以通过非线性收缩算子 shrinkµ(·) 求解出 lllxx:

lllk+1
xx = shrink τα1

λ2

(
∇xvvv

k+1
x + bbbk

xx

)

同理, 可以求解出 lllxy, lllyy, 如下:




lllk+1
xy = shrink τα1

λ2

(
∇xvvv

k+1
y +∇yvvv

k+1
x + bbbk

xy

)

lllk+1
yy = shrink τα1

λ2

(
∇yvvv

k+1
y + bbbk

yy

)

(13)

求解模型 (5) 的基于分裂 Bregman 迭代的算法流
程如下:

算法 1. 基于 TGV正则项模糊图像恢复模型
的分裂 Bregman迭代算法

输入. 观测图像 f , 模糊矩阵 H, 模型参数 τ , α1, α2,

λ1, λ2, 收敛参数 ε0.

初始化. uuu0 = f , LLL0 = [lll0xx, lll0xy, lll0yy] = 0, SSS0 = [SSS0
x,

SSS0
y] = 0, (ddd0

x, ddd0
y) = 0, (bbb0

xx, bbb0
xy, bbb0

yy) = 0.

k = 1.

while ‖uuuk − uuuk−1‖22/‖uuuk‖22 ≤ ε0 do

执行式 (8), 得到 uuu –子问题的解;

执行式 (11), 得到 (vvvx, vvvy) –子问题的解;

执行式 (12), 得到 (SSSx,SSSy) –子问题的解;

执行式 (13), 得到 LLL –子问题的解;

执行式 (7), 更新辅助变量;

k = k + 1

end while.

输出. 恢复图像 uuu, 迭代次数.

3 数值实验

本节通过对一些灰度图像数值仿真实验, 验证
本文提出模型和相应算法的有效性以及在边缘和

纹理等区域重建结果的优越性. 仿真实验中考虑
退化图像是由清晰的灰度图像经过高斯模糊、运

动模糊或平均模糊并加一定幅度的高斯白噪声得

到的. 为了验证算法的有效性, 与三种有效的图
像去模糊算法进行比较, 这三种算法分别是: 基

于全变差 (TV) 的图像去模糊[5]、基于自适应全变

差 (Adaptive total variation, ATV) 的图像去模
糊[17] 以及基于稀疏正则项的图像去模糊算法[9]. 采
用两种最常用的图像质量评价指标: 峰值信噪比
(Peak signal to noise ratio, PSNR) 和结构相似性
指标 (Structural similarity, SSIM) 来评估各算法
恢复图像的质量. 实验参数设置: 以下的数值实验
中, 均在模糊图像上添加了标准差 σn = 5 的高斯
白噪声, 并且在所有的实验中, 本文算法参数按照
经验性选取的方式, 实验中选取 τ 是按照在区间

[max(σ2
n, 15)/80− 0.15,max(σ2

n, 15)/80 + 0.15] 内
以 0.02 为尺度遍历, 以寻找最佳参数. α0 = 0.5,
α1 = 1. 其他各算法在各实验中的重要参数设置如
下: 1) Cameraman 图像的实验中, TV 正则化恢复
模型参数: µ = 600, β1 = 5, β2 = 20, γ = 1.618;
自适应 TV 正则化恢复模型参数: θ = 0.5; 基于稀
疏正则化算法参数: λ = 0.06, 迭代次数 k = 5. 2)
Starfish 图像的实验中, TV 正则化恢复模型参数:
µ = 525, β1 = 5, β2 = 20, γ = 1.618; 自适应 TV
正则化恢复模型参数: θ = 0.48; 基于稀疏正则化算
法参数: λ = 0.07, 迭代次数 k = 5. 3) Zebra 图像
的实验中, TV 正则化恢复模型参数: µ = 750, β1

= 5, β2 = 20, γ = 1.618; 自适应 TV 正则化恢复
模型参数: θ = 0.4; 基于稀疏正则化算法参数: λ =
0.05, 迭代次数 k = 5.

首先, 对经典的 Cameraman 图像进行仿真实
验. 对原清晰图像模糊处理, 其点扩散函数 (Point
spread function, PSF) 为支撑域为 9 × 9、标准差
σh = 1.5 的高斯模糊, 并在模糊图像上添加标准差
σn = 5 的零均值高斯白噪声. 退化图像如图 1 (b)
所示, PSNR = 24.98 dB, SSIM = 0.627. 随后, 我
们分别采用基于 TV 正则项算法、自适应 TV 正则
项算法和基于稀疏正则化算法对退化的图像进行处

理并对恢复的结果进行比较. 如图 1 (e) 所示, 基于
稀疏表达恢复算法可以较好地去除图像中的高斯白

噪声, 并在一定程度上保持图像中较大的边缘和纹
理, 但是, 不能很好地保持较小的细节, 并且处理后
图像边缘有较明显的 “羽毛化” 效果和较明显的伪
影, 相应恢复图像的 PSNR 较低. 如图 1 (c) 和图
1 (d) 所示, 基于 TV 的算法和基于 ATV 的算法虽
然在一定程度上保持边缘和细节, 但是由于较强噪
声的存在, 使得 TV 正则项在约束恢复图像的同时,
为图像带来了比较明显的分片常数效果, 导致图像
有明显的阶梯状视觉效应. ATV 算法自适应地选取
最优的正则化参数, 但阶梯状效应仍然存在.
随后, 对 Starfish 和 Zebra 两幅图像分别进行

水平夹角 135◦、支撑域为 21 个像素点的运动模糊
和支撑域为 9 × 9 的平均模糊, 并分别添加 σn = 5
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的高斯白噪声. 图 2 和图 3 给出了采用基于 TV 正
则化的恢复模型、基于自适应 TV 正则化的恢复模
型和基于稀疏正则化的恢复模型对退化图像的处理

结果和细节比较. 可以看出, 基于 TGV 的图像恢
复算法在保持图像边缘和细节上要优于其他三种算

法. 表 1 列出上述实验中各种恢复算法基于客观指
标 PSNR 与 SSIM 具体结果. 通过系统比较可以发
现, 本文提出的算法在重建的客观指标上优于其他
几种算法.
参数分析: 本文的所有实验中, 将参数 α0 与 α1

固定, 并通过参数 τ 来调整正则项的权重, 经验上,
在本文的实验中, τ 的取值接近 max(σ2

n, 15)/80, 在

表 1 实验结果比较 PSNR 和 SSIM

Table1 Comparison of experimental result with

PSNR and SSIM

图像 模糊 指标 退化 TV ATV Sparse TGV

Cameraman
高斯 PSNR 23.32 25.85 25.93 26.05 26.17

9, 1.5 SSIM 0.628 0.817 0.822 0.828 0.831

Starfish
运动 PSNR 20.36 24.94 25.04 24.32 25.27

21, 135 SSIM 0.461 0.697 0.691 0.698 0.705

Zebra 平均 PSNR 18.62 21.31 21.22 21.28 21.46

9× 9 SSIM 0.414 0.638 0.621 0.637 0.645

图 1 Cameraman 图像处理结果

Fig. 1 Results of Cameraman image

图 2 Starfish 图像处理结果

Fig. 2 Results of Starfish image
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图 3 Zebra 图像处理结果

Fig. 3 Results of Zebra image

实验过程中发现, 当 τ 选取较大数值时, 会造成恢复
结果的过平滑; 当 τ 的取值较小时, 会由于约束效果
的不足, 造成恢复图像有一定量的噪声残留.

算法运算时间与算法收敛性: 由于图像的 TGV
是图像的二阶微分信息, 运算量相比一阶的 TV 略
大一些. 但是由于采用了基于分裂 Bregman 的快速
求解算法, 求解过程可以较快地达到收敛. 图 4 (a)
和图 4 (b) 分别描述了本文算法与采用文献 [11−12]
中原始 –对偶算法的归一化图像差异能量随迭代次
数变化的曲线. 通过对迭代曲线相比较可以发现, 本
文提出的算法在较少的迭代步数下, 可以很快地达
到收敛, 而原始 –对偶算法往往需要较多的迭代步
数才能收敛. 以 256×256的Cameraman图像为例,
在 CPU 配置为 Intel i3 3 210M, 内存为 4GB 的运

算平台上实现, 本文算法在 5 秒中内可以达到收敛
并给出最优解, 而采用文献 [11−12] 中的原始 –对
偶算法则需要 10.22 秒达到收敛并给出最优解. 图 5
给出了相应的 PSNR 指标随迭代次数变化曲线.

4 结论

本文研究了基于二阶广义全变差正则项的模糊

图像恢复问题, 并采用分裂 Bregman 迭代的算法来
求解该模型中的双 l1 范数正则项问题, 将原问题转
化为一系列易于求解并且有闭合解的子问题. 实验
结果表明, 该模型和数值算法能够较好地恢复被噪
声和模糊污染的图像, 同时可以更好地保留图像的
细节信息.

(a) 本文算法基于分裂 Bregman 算法迭代曲线
(a) Iterative curve of the proposed split Bregman

based method

(b) 原始 –对偶算法迭代曲线

(b) Iterative curve of the primal-dual method

图 4 本文算法与采用原始 –对偶算法恢复 Cameraman 图像归一化图像差异能量随迭代过程变化曲线比较

Fig. 4 Comparison of the normalized difference energy iterative curve of our method and the primal-dual

method for Cameraman image
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图 5 本文算法恢复 Cameraman 图像的 PSNR 随迭代

过程变化曲线

Fig. 5 The PSNR result of Cameraman image of our

method as iterations progress
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