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基于随机过程的PSO收敛性分析

金欣磊 1 马龙华 1 吴铁军 1 钱积新 1

摘 要 分析了粒子群优化算法 (PSO)的全局收敛性. 在已有文献的假设前提下和随机系统理论基础上, 对 PSO 进行算法

分析推导, 给出了其动力学系统依均方收敛的一个充分条件, 从而有效地避免了已有文献基于线性时变离散系统研究 PSO收

敛性的不足. 通过对所得的粒子运行轨迹图和已有文献相比较, 得到了更好的结果和判据. 通过仿真实验分析研究, 验证了该

结论的有效性.
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Convergence Analysis of the Particle Swarm Optimization Based on

Stochastic Processes
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Abstract This paper analyzes the global convergence of the particle swarm optimization algorithm (PSO). Based on

the assumption of the previous articles and the theory of stochastic processes, this paper presents a sufficient condition

for the system mean-square to be stable. The proposed condition overcomes the disadvantage of the previous studies on

PSO for the linear time-varying discrete systems. Compared with the methods in the previous literature, the proposed

method achieves better results. Simulations demonstrate the validity of the proposed method.
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1 引言

粒子群优化算法是一种基于群智能 (Swarm in-
telligence)方法的演化算法 (Evolutionary compu-
tation) 技术, 该算法由美国社会心理学家 Kenndy
和电气工程师 Eberhart[1] 于 1995 年提出, 受到人
工生命 (Artificial life) 研究结果的启发, 其基本概
念源于对鸟群捕食行为的研究. 研究者发现鸟群在
飞行过程中经常会突然改变方向、散开、聚集, 其行
为不可预测, 但其整体总保持一致性, 个体与个体之
间也保持着最适宜的距离. 通过对类似生物群体行
为的研究, 发现生物群体之间存在着一种社会信息
共享机制, 它为群体的进化提供了一种优势, 这就是
PSO算法的形成基础. 其数学模型的动力学方程可
以简单的描述为[2]





v(t + 1) = ωv(t)+c1r1(t)(pi(t)− x(t))+
c2r2(t)(pg(t)−x(t))

x(t + 1) = x(t)+v(t+1)
(1)
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其中 v(t + 1)、x(t) 分别为粒子的速度、位置参数,
ω 为惯性权重, c1 和 c2 分别为认知参数和社会参

数, pi(t)、pg(t) 分别为个体的历史最优位置、群体
的历史最优位置, r1(t)、r2(t) 分别为两个相互独立
的 [0,1] 之间服从均匀分布的随机变量. 记ϕ1(t) =
c1r1(t), ϕ2(t) = c2r2(t), ϕ(t) = ϕ1(t) + ϕ2(t), 则式
(1) 可以改写为

[
v(t + 1)
x(t + 1)

]
= A(t)

[
v(t)
x(t)

]
+

[
ϕ1(t) ϕ2(t)
ϕ1(t) ϕ2(t)

][
pi(t)
pg(t)

]
(2)

其中

A(t) =

[
ω −ϕ(t)
ω 1− ϕ(t)

]

有关 PSO的全局收敛性证明研究, 大多针对具体问
题进行优化仿真计算实验, 给出数值最优解以及相
应的参数选择. 理论性的研究结果主要包括：Ozcan
和Mohan 等[3] 在假设 pi(t)、pg(t)、ϕ(t)时不变且
ω = 1的前提下作了研究分析, 指出此时粒子的位置
和速度行为可以近似看成是一正弦波状, 瞬间不同
的参数决定了波的频率和振幅. Clerc和 Kennedy[2]

在相同的假设前提下对式 (1) 作了进一步的理论
研究分析, 在此基础上给出了 CFM (Construction
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factor method)的 3 种模型并进行了数值仿真实验.
郑泳凌[4] 给出了一种基于递增权重策略的 PSO 模
型. Chatterjee[5] 给出了一种基于非线性递减权重策

略的 PSO模型. Trelea[6] 基于文献 [3] 相同的假设
前提下给出了 PSO 模型的稳定区域和不稳定区域
以及相应的运动轨迹分析. Bergh在文献 [7, 8] 中给
出了基本 PSO 算法的全局收敛性和局部收敛性分
析, 并在此基础上提出了一种保证收敛的 GCPSO
算法, 从而能保证 GCPSO局部收敛. Emara[9] 给

出了一种基于连续系统的 PSO模型, 并利用李亚普
诺夫方法证明了其稳定性. 曾建潮[10] 在文献 [7] 的
基础上给出了以概率 1 收敛于全局最优的 PSO算
法, 并通过分析已有的 PSO算法, 提出了一种统一
模型, 通过线性系统理论分析了其收敛性[11]. 通过
对文献 [3, 7∼10] 的研究发现, 在研究线性离散系统
(2) 的过程中, 均基于如下认知：只要系统矩阵的谱
半径 (特征根模的最大值) 在单位圆内即能保证系统
稳定. 但是, 该结论只是线性时不变离散系统渐进稳
定的充分必要条件, 而对 PSO算法而言, 系数矩阵
A(t)是一个带有随机变量 ϕ(t) 的时变系数矩阵, 其
谱半径在单位圆内是系统稳定的既非充分也非必要

条件. 文献 [12] 给出了两个反例, 分别说明了线性
时变离散系统的谱半径在单位圆内也不稳定以及谱

半径在单位圆外却能保证稳定的两种情况. 显然, 由
于 ϕ(t) 的时变性, 间接削弱了文献 [3, 7∼10] 中的
结论. 所以, 本文从随机系统的角度对 PSO 的动力
学模型加以分析研究, 给出了系统依概率收敛的一
个充分条件.

2 基本概念及命题

首先引入一些基本概念, 并由此对 PSO系统进
行相应的命题描述.
定义1. 设 X, Xn(n ≥ 1) 是同一概率空间

(Ω, F, P ) 上的随机变量, 若

lim
n→∞

E(‖Xn −X‖2) = 0

成立, 则称 {Xn} 均方收敛于 X.
定义2. 按照文献 [2] 中的假设前提, ω, pi(t),

pg(t) 时不变, 且对于种群最优粒子有 pi(t) = pg(t),
并记 p = pi(t) = pg(t), 则 PSO 的动力学模型 (2)
可以改写为

[
vt+1

xx+1

]
=

[
ω −ϕt

ω 1− ϕt

][
vt

xt

]
+

[
ϕtp

ϕtp

]
(3)

初 值 条 件 为

{
v1 = ωv0 − ϕ0x0 + ϕ0p

x1 = ωv0 + (1− ϕ0)x0 + ϕ0p
.

显然, 系统 (3) 具有下列性质：

1) vt、xt(t ≥ 1) 是关于随机变量 ϕi (i =
0, 1, · · · , t− 1) 的随机过程；

2) 随机变量 ϕi、ϕj 相互独立当且仅当 i 6=
j (0 ≤ i, j ≤ t) 时成立；

3)随机变量 vt 和 ϕi, xt 和 ϕi 当 i ≥ t 时相互

独立；

4)随机变量 ϕt 的数学期望为

E(ϕt) = µ

方差为

D(ϕt) = σ2

5)记随机变量 ut = ω + 1− ϕt, 显然有

E(ut) = ω + 1− µ, D(ut) = σ2

并记 E(ut) = u.
定义3. PSO 动力学模型经迭代产生的位置参

数序列 {x0, x1, · · · , xt, · · · } 是一个随机变量序列,
若满足定义 2 的假设前提且

lim
n→∞

E(‖Xt − p‖2) = 0

成立, 则称随机变量序列 xt 依均方收敛于 p.

3 基于随机系统的 PSO动力学收敛性分析

已有文献的 PSO 收敛性分析大多基于线性系
统理论, 通过把线性时变系统转换成线性定常系统
加以分析, 从而可以利用成熟的线性定常稳定判据.
但是往往存在一个不足之处, 即不恰当地把线性定
常系统的稳定判据 “系数矩阵 A(t) 的特征根模小
于 1” 直接应用到线性时变系统上, 间接削弱了结论
的有效性. 本节把原有的时变系统通过随机过程理
论转换成概率意义下的线性定常系统加以分析研究,
通过分析位置参数序列 x0, x1, · · · , xt, · · · 的数学期
望和方差给出系统均方稳定的一个充分条件.

引理 1. 序列 E(xt) 收敛的充分条件是
{

0 < µ < 2(ω + 1)
|ω| < 1

证明. 显然 (3) 的差分方程形式为

xt+2 = (ω + 1− ϕt+1)xt+1 − ωxt + ϕt+1p (4)

对 xt 取数学期望可以得到关于 E(xt) 的差分方程

E(xt+2)− E(ut+1xt+1) + E(ωxt) = µp

考虑到 ut+1 和 xt+1 相互独立, 上式可以化简为

E(xt+2)− uE(xt+1) + ωE(xt) = µp (5)
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对应其齐次方程为

E(xt+2)− uE(xt+1) + ωE(xt) = 0

其特征方程为

λ2 − uλ + ω = 0 (6)

其特征根为

e1 =
u +

√
u2 − 4ω

2
e2 =

u−√u2 − 4ω

2

且已知初值条件

E(x0) = x0

E(x1) = ωv0 + (1− µ)x0 + µp

其通解形式为

E(xt) = k1e
t
1 + k2e

t
2 + C (7)

其中 k1、k2 由初值条件决定.
容易解得

k1 =
−e2E(x0) + E(x1) + (e2 − 1)p

e1 − e2

k2 =
−e1E(x0)− E(x1)− (e1 − 1)p

e1 − e2

C = p

由于初值的任意性, 仅考虑二阶差分方程 (7) 对应
齐次方程的特征方程的根的模在单位圆的情况. 根
据 Jury 判据可以知道, 该二阶差分方程 (7) 的解稳
定的充分必要条件为

{
1 + ω > |u|
|ω| < 1

由此可以解得
{

0 < µ < 2(ω + 1)
|ω| < 1

(8)

. 即当条件 (8) 成立时,

lim
t→∞

E(xt) = p

引理 1 得证. ¤
引理 2. 序列 D(xt) 收敛的充分条件是





1 + a2 + a1 + a0 > 0
1− a2 + a1 − a0 > 0
1 > |a0|
1− a2

0 > |a1 − a2a0|

且 {
0 < µ < 2(ω + 1)
|ω| < 1

其中 



a2 = ω − u2 − σ2

a1 = u2ω − σ2ω − ω2

a0 = −ω3

证明. 对 xt 取方差可以得到关于 D(xt) 的差分
方程

D(xt+2) = E(x2
t+2)− E2(xt+2) (9)

(9) 的第一项可以写为

E(x2
t+2) = E((ut+1xt+1 − ωxt + ϕt+1p)2)

= E(u2
t+1x

2
t+1 + ω2x2

t + ϕ2
t+1p

2−
2ut+1ωxt+1xt + 2ut+1ϕt+1pxt+1−
2ϕt+1ωpxt)

(10)

考虑到 u2
t+1 和 x2

t+1, ut+1 和 xt+1xt, ut+1ϕt+1 和

xt + 1, ϕt+1 和 xt 分别独立无关, 有

E(u2
t+1) = E((1 + ω − ϕt+1)2) = u2 + σ2

E(ϕ2
t+1) = µ2 + σ2

E(ut+1ϕt+1) = uµ− σ2

式 (10) 可以化简为

E(x2
t+1) = (u2 + σ2)E(x2

t+1) + ω2E(x2
t )+

(u2 + σ2)p2 − 2uωE(xt+1xt)+
2(uµ− σ2)pE(xt+1)− 2µωpE(xt)

式 (9) 的第二项可以写为

E(x2
t+2) = (uE(xt+1)− ωE(xt) + µp)2 =

u2E(xt+1)2 + ω2E2(xt) + µ2p2−
2uωE(xt+1)E(xt) + 2uµpE(xt+1)−
2µωpE(xt)

由上述两式化简 (9), 可以得到

D(xt+2) = (u2 + σ2)D(xt+1) + ω2D(xt)+

σ2(E(xt+1)− p)2 − 2uω(E(xt+1xt)−
E(xt+1)E(xt)) (11)

计算 E(xt+1)xt − E(xt+1)E(xt), 其中

E(xt+1xt) = E(xt(utxt − ωxt−1 + ϕtp)) =

E(ut)E(x2
t )− ωE(xtxt−1) + pE(ϕt)E(xt) =
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uE(x2
t )− ωE(xtxt−1) + µpE(xt)

E(xt+1)E(xt) = E(utxt − ωxt−1 + ϕtp)E(xt) =

(E(ut)E(xt)− ωE(xt−1) + pE(ϕt))E(xt) =

uE2(xt)− ωE(xt)E(xt−1) + µpE(xt)

则

E(xt+1Et)− E(xt+1)E(xt) =

uD(xt)− ω(E(xtxt−1)− E(xt)E(xt−1) (12)

联立式 (11) 和 (12) 可以得到关于 D(xt) 的差分方
程形式

D(xt+2) + (ω − u2 − σ2)D(xt+1)+

(u2ω − σ2ω − ω2)D(xt)− ω3D(xt−1) =

σ2(E(xt+1)− p)2 (13)

显然, 其齐次方程的特征方程为

λ3 + (ω − u2 − σ2)λ2+

(u2ω − σ2ω − ω2)λ− ω3 = 0 (14)

假设其特征根分别为 e3、e4、e5, 则其通解形式为

D(xt) = k3e
t
3 + k4e

t
4 + k5e

t
5+

h1e
2t
1 + h2e

2t
2 + h3(e1e2)t

为了简单起见, 仅考虑三阶差分方程 (13) 对应齐
次方程的特征方程的根的模在单位圆的情况. 根据
Jury判据可以知道, 该三阶差分方程 (13) 对应齐次
方程零解稳定的一个充分条件为





1 + a2 + a1 + a0 > 0
1− a2 + a1 − a0 > 0
1 > |a0|
1− a2

0 > |a1 − a2a0|

(15)

其中,





a2 = ω − u2 − σ2

a1 = u2ω − σ2ω − ω2

a0 = −ω3

. 当式 (8) 成立时,

可以解得

ω < ω < ω (16)

其中,

ω =
µ2 − σ2 −

√
(µ2 − σ2)2 − 8µ((µ− 1)2 + σ2 − 1

4µ
(17)

ω =
µ2 − σ2 +

√
(µ2 − σ2)2 − 8µ((µ− 1)2 + σ2 − 1

4µ
(18)

显然, 当 (ω, µ, σ) 满足式 (8) 时, limt→∞ E(xt) =
p; 当 (ω, µ, σ) 同时满足式 (8) 和 (15) 时,
limt→∞D(xt) = 0. 引理 2 得证. ¤
定理1. 当 limt→∞ E(xt) = p 且 limt→∞D(xt)

= 0 成立, 则有随机变量序列 xt 均方收敛于 p.
证明. 当 (ω, µ, σ) 同时满足式 (8) 和 (15) 时可

知, lim
t→∞

E(xt) = p 和 lim
t→∞

D(xt) = 0 成立.

则

lim
t→∞

E((xt − p)2) = lim
t→∞

E(x2
t − 2pxt + p2) =

lim
t→∞

(D(xt) + E2(xt)− 2pE(xt) + P 2) =

0 + p2 − 2p2 + p2 = 0

显然随机变量序列 xt 均方收敛于 p. ¤
结论.在满足式 (3)的假设条件及式 (8)和 (15)

成立的前提下, 可知, PSO 算法的位置参数 xt 均方

收敛于 p.
在实际应用中, PSO 动力学模型如式 (2) 所述,

且随机变量 ϕ1、ϕ2 具有下列性质：ϕ1、ϕ2 分别为

服从于 [0, c1]、[0, c2] 的均匀分布, 则

E(ϕt) = E(ϕ1t) + E(ϕ2t) =
c1 + c2

2

D(ϕt) = D(ϕ1t) + D(ϕ2t) =
c2
1 + c2

2

12

即有

µ =
c1 + c2

2
, σ2 =

c2
1 + c2

2

12

通常取 c1 = c2, 即 µ = c1 = c2. 图 1 给出了当
1 ≤ µ ≤ 2, 即 ϕ 在 [0, 2] 至 [0, 4] 之间均匀分布时,
系统服从均方稳定时的变化范围. 显然, 上限和下限
之间的区域即为系统服从均方稳定的区域. 例如：当
µ = 2, 即 c1 = c2 = 2 时, 从图 1 可以知道, 采用固
定权重的 PSO算法依均方稳定的权重参数 ω 的取

值范围是 [0.3333, 0.5] 之间的任意常数.

图 1 PSO 系统均方收敛时 µ 和 ω 的关系图

Fig. 1 µ - ω when system is mean-square stable
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4 仿真实验分析

参照文献 [8] 中假设, 给出采用固定权重 ω 的

PSO算法的粒子的运动轨迹分析. 区别在于文献 [8]
设定 ϕ 时不变, 而本文设定 ϕ 是服从于 [0, c1 + c2]
上的辛普森分布.

x(0) = 10, v(0) = 10

p = p1 = pg = 1, c1 = c2 = 2

则式 (3) 可以化简为

x(1) =10ω − 10(r1 + r2) + 10

x(t + 1) =(ω + 1− 2r1 − 2r2)x(t)−
ωx(t− 1) + 2(r1 + r2)

图 2 和图 3 描绘了当粒子满足系统均方稳定的
充分条件时的运动轨迹图, 从图中可以看出粒子能
迅速进入稳定状态.

图 4 描绘了当粒子不满足收敛的充分条件时的
两种运动轨迹图, 从图中可以看出粒子既可能迅速
进入稳定状态, 也有可能始终不稳定. 这从侧面说
明了定理 1 只是系统稳定的一个充分条件, 也就是
说当定理 1 不成立时, 系统可能稳定, 也有可能不稳
定.
显然, 图 3 的设定条件就是文献 [2] 中 CFM 法

的一组常用参数, 从随机过程角度很好地验证了这
组参数的收敛性, 从而避免了利用 PSO 系统系数矩
阵特征根模小于 1 的不足之处.
此外, 对图 2∼ 4 和文献 [8] 的图 8∼ 11 进行比

较可以看到, 后者基于 ϕ 时不变基础上描述粒子运

动轨迹, 没有充分考虑到随机因素对系统的影响, 而
本文中的粒子运动轨迹图充分考虑到了随机因素对

系统的影响, 得到了更有意义的粒子运动轨迹图, 从
而很好地验证了 PSO 系统基于随机过程均方稳定
的充分条件.

图 2 粒子的轨迹图 ω = 0.4, c1 = c2 = 2

Fig. 2 Stochastic particle trajectory, using ω = 0.4,

c1 = c2 = 2

图 3 粒子的轨迹图 ω = 0.7, c1 = c2 = 1.4

Fig. 3 Stochastic particle trajectory, using ω = 0.7,

c1 = c2 = 1.4

图 4 粒子的轨迹图 ω = 0.8, c1 = c2 = 2

Fig. 4 Stochastic particle trajectory, using ω = 0.8,

c1 = c2 = 2

5 结论

已有文献对 PSO 系统稳定性的分析大多基于
线性系统理论, 在稳定性分析和证明过程中往往规
避了 PSO 系统是一个带有随机因素的线性时变系
统. 本文从随机过程角度出发, 把原有的带随机因素
的线性时变系统在概率意义下转换成线性定常系统
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加以分析研究, 很好地解决了已有文献中的不足, 给
出了系统依均方稳定的一个充分条件, 从而说明基
于随机过程理论的分析研究方法将会是对 PSO 系
统稳定性分析的重要方法之一.
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