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最大熵试验法及其应用

刘 杰 1 王 普 1 刘炳章 2

摘 要 通过加大载荷或者减少承载能力, 使受试样本的试验熵大大增

加, 从而可使试验所需的总样本量大大减少. 从这点出发, 文中提出并开

发了最大熵试验法, 并针对各种不同情况, 给出了载荷强化系数和散差的

确定方法. 最后, 对最大熵试验与传统成败型 (F = 0) 试验的等价关系

给出了证明, 并通过一个实例, 说明最大熵试验法的工程应用.
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Test Method with the Maximum
Entropy and Its Application

LIU Jie1 WANG Pu1 LIU Bing-Zhang2

Abstract Increasing the load or decreasing the bearing ca-

pacity makes it possible to increase the test entropy of samples

and also results in a large decrease in the number of total test

samples. From this concept, a test method with the maximum

entropy has been developed in this study, and a determination

method for the intensifying factor of the load and the variation

factor is given. Also, the equivalence between the test with the

maximum entropy of samples and the traditional success or fail-

ure test (F = 0) has been demonstrated. The application of the

test method with the maximum entropy is illustrated with an

example.
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1 载荷、承载能力和小子样问题

众所周知, 以正态分布为基础的应力、强度模型, 在可靠

性工程里有着非常广泛的应用. 文献 [1] 将应力、强度的概念

加以扩展, 并用载荷和承载能力来描述产品的可靠性. 这样,

无论是电器产品, 机械产品, 还是机电产品的可靠性问题, 都

可以用载荷、承载能力的概念来分析和研究.

小子样问题是可靠性领域里的一大难题[2]. 多年来, 许

多专家、学者为解决这一难题一直在不懈地努力, 但进展缓

慢, 堪称步履艰难. 本文试图从信息论的角度出发, 通过对样

本所含信息量— 试验熵的定量分析, 来寻求解决小子样问题

的更有效的途径.

2 最大熵试验法基本公式的推导

在信息论中, 熵是由信源以确定的概率 P 发射的信号所

传输的信息量的度量. 熵 H 被定义为发射概率 P 的余对数,

即 H = ln 1/P [3, 4]. 采用类似的方法, 我们在可靠性试验中,

把样本所传递的试验信息量— 试验熵 TH, 定义为可靠度的

余对数, 即 TH = ln 1/R = − ln R. 建立试验熵的概念是很

有用的, 它使得定量地分析和比较两个不同的试验方案成为

可能. 下面我们对图 1 中在 B 点 (用设计载荷 PB) 所做的成

败型 (F = 0) 试验和在 A 点 (用强化载荷 PA) 所做的成败
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型 (F = 0) 试验进行分析、比较. 根据成败型 (F = 0) 试验

公式, N = ln(1− γ)/ ln(R), 有

NA(− ln RA) = NB(− ln RB) = − ln(1− γ) (1)

式中, R 为可靠度, γ 为置信度, N 为全部成功的样本数.

由式 (1) 可明显看出, 在确定的置信度要求下, 通过强化

载荷 (或者减少承载能力) 可使单个受试样本的试验熵大大

增加, 从而可使强化载荷下所做的成败型 (F = 0) 试验所需

的总样本量大大减少. 这就是最大熵试验法解决小子样可靠

性试验与评估问题的基本出发点. 下面结合图 1, 推导最大熵

试验法的基本公式.

图 1 产品的不可靠度与载荷、承载能力之间的关系

Fig. 1 Comparing unreliability with load and bearing capacity

of the product

首先, 把 PA 和 PB 的坐标值化成标准正态分布的形式,

并由图 1 可得

PA

PB
= K =

Φ−1[1− (1− γ)
1
N ] + µ

σ

Φ−1(1−R) + µ
σ

(2)

其中, K 称为载荷强化系数, 1 ≤ K < M . 关于 K 的取值范

围, 在第 3 节中将详细说明. 整理式 (2), 最后得到最大熵试

验法的基本公式

N =
ln(1− γ)

ln{1− Φ[(K − 1)µ
σ
−KΦ−1(R)]} (3)

其中 1 ≤ K < M , R为产品的可靠度, γ 为所要求的置信度,

µ为产品载荷或承载能力的均值, σ 为产品载荷或承载能力

的均方差, K 为载荷强化系数, M 为产品的可靠性设计裕度,

N 为最大熵试验所需要的样本量, Φ 为正态分布分位数符

号.

3 载荷强化系数K 的确定方法

载荷强化系数K 的确定, 是最大熵试验法非常重要的组

成部分. 为了增大样本试验熵, 通常可采用如下两种技术途

径: 1) 在保持承载能力不变的情况下, 尽量加大载荷; 2) 在

保持载荷不变的情况下, 尽量减少承载能力. 下面结合图 1,

首先介绍设计裕度的概念. 在产品的可靠性设计中, 当产品

的设计载荷 PB 确定以后, 在决定产品的设计承载能力 CD

时, 总是留有一定的裕量, 用于补偿由于多种随机的不确定

性因素对产品所带来的不利影响. 一般来说, 在散差一定的

情况下, 产品的可靠性要求越高, 设计裕度应当越大. 通常,

用M 来表示可靠性设计裕度, 即M = CD/PB .
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对于情况 1) 在保持承载能力不变的情况下, 尽量加大载

荷. 这种情况确定载荷强化系数比较简单

K =
PA

PB
= 1 +

PA − PB

PB
(4)

其中, PA 是载荷增大后的值. 从式 (4) 可以看出, 当 PA =

PB , 即载荷没有增大时, 上式取最小值 K = 1; 当 PA 逐渐

增大, 样本的试验熵也逐渐增大, 直到 PA = CD 时, 上式取

最大值 K = M . 但是, 为了保障最大熵试验法实施的成功

概率, K 只能略小于M . 所以对于情况 1), K 的取值范围为

1 ≤ K < M .

对于情况 2), 在保持载荷不变的情况下, 尽量减少承载

能力. 这种情况确定载荷强化系数就稍微复杂一点. 要注意,

承载能力的减少, 相当于承载能力不变, 载荷增大, 这是一个

问题的两个方面. 令承载能力的减少量 CD −CE = PA−PB

(承载能力不变时载荷的增加量), 这时, 根据式 (4) 和设计裕

度的定义, 可得到

K = 1 +
CD − CE

PB
= 1 +

CD − CE

CD
M (5)

从式 (5) 可以看到, 在保持载荷不变, 减少承载能力的情

况下, 载荷强化系数 K 不仅与承载能力的减少量有关, 还与

产品的设计裕度 (或者设计载荷) 有很大关系. 关于这一点是

非常重要的, 因为它往往被人忽视, 从而导致错误.

下面根据式 (5)观察当承载能力CE由大变小时,载荷强

化系数K 的变化情况. 当 CE 最大, 即 CE = CD 时, K = 1;

当承载能力 CE 由大变小, 变到 CE = PB 时, K = M . 同

样, 为了保障最大熵试验法实施的成功概率, CE 应大于 PB .

因此, 对于情况 2), 载荷强化系数 K 的取值范围仍然是

1 ≤ K < M .

在工程应用中, 有时试验人员对受试产品的设计裕度

(或者设计载荷) 并不清楚, 即 M 未知. 在这种情况下, 又

如何来确定载荷强化系数 K 的大小呢？在设计裕度M 未知

(或者设计载荷 PB 未知) 的情况下, 虽然式 (5) 已不能应用,

但这时, 可以用每单位承载能力的平均载荷之比来估计载荷

强化系数K. 即

K̂ =
PB/CE

PB/CD
=

CD

CE
≈ K (6)

下面, 分两种情况来说明式 (6) 是合理的.

1) 承载能力减少幅度很大, 以至于使 CE → PB 时, 由

式 (5) 可知 K̂ → CD/CE → K. 显然, 这时的估计起码是无

偏的.

2) 承载能力减少幅度较小, 这时的估计是有偏的, 但仅

仅是估计偏小而已. 因为 K − K̂ = 1 + CD−CE
PB

− CD
CE

=
(CD−CE)(CE−PB)

PBCE
> 0.

综合上述两种情况, 不难得出如下结论:

在产品的设计裕度M 未知 (或者设计载荷 PB 未知) 的

情况下, 可以用 K̂ = CD
CE
的值来代替最大熵试验法基本公式

(3) 中的载荷强化系数K, 这种偏于保守的估计, 不会影响可

靠性试验与评估的结果. 相比之下, 只不过需要多试验几个

样本而已.

4 散差 σ/µ的估计和最大包罗

在最大熵试验法的基本公式 (3) 中, 散差 σ/µ 的倒数,

也是一个非常重要的参数. 一个产品的载荷或者承载能力的

散差, 是由许多因素决定的. 例如, 材料本身散布的力学特

性, 加工工艺的不一致性, 以及产品工作的环境条件的影响

等. 散差 σ/µ和前面所说的设计裕度M 是影响产品可靠性

的两大要素, 要提高产品的可靠性, 不能盲目的任意加大设

计裕度M , 因为M 增大往往是以成本的增加为代价的. 在

这种情况下, 尽量减少散差 σ/µ就显得格外重要. 一般产品

的散差 σ/µ应控制在 5% ∼ 15%之间.

在做最大熵试验以前, 有些批量产品的散差估计值是

已知的, 只要稍加修订, 即可直接引用. 在产品散差未知的

情况下, 可以通过一定数量样本的 Bruceton 试验来确定[5].

例如, 有如下一组数据 (参见表 1), 可求出散差的估计值为

ŝ = σ̂/µ. 其中, µ̂ = 1
n

n∑
j=1

Xj , σ̂ =

√
1

n−1

n∑
j=1

(Xj − µ̂)2 , 现

在的问题是, 必须用多少个样本做试验, 才能使散差的估计

值 ŝ 以尽可能大的概率接近母体的真值 s = σ/µ呢？

在图 2 中, 从上到下依次排列三条曲线, 分别代表

γ = 0.85, γ = 0.90 和 γ = 0.95 时, 样本数 n 与 ŝ/s 的

关系. 以置信度 γ = 0.90 为例, 当样本数 n = 50 时, 可

使 ŝ/s = 0.95; 当样本数 n = 24 时, 可使 ŝ/s = 0.90 以

上. 根据上述结果, 可以确定母体散差真值的最大包罗. 即

可以用 24∼ 50 个样本来做 Bruceton 试验, 当 n = 50 时,

s = σ/µ = ŝ/0.95; 当 n = 24 时, s = σ/µ = ŝ/0.90.

图 2 散差的估计值和母体真值之比与样本数之间的关系

Fig. 2 Comparing the ratio of estimate of variation factor to

real value of matrix with the number of samples

表 1 Bruceton 试验数据表
Table 1 A group of Bruceton test data

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

18.0 "
17.5 " " " " " , "
17.0 " , , " , , , ,
16.5 , , ,
16.0 ,
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5 等价试验关系的证明

为了验证产品的可靠性, 通常是在设计载荷 PB 下做成

败型 (F = 0) 的试验, 其结果是无人质疑的. 现在, 为了减少

试验的样本量, 我们不做设计载荷 PB 下的成败型 (F = 0)

的试验, 而是在强化载荷 PA 下做最大熵试验. 强化载荷 PA

下做的最大熵试验能否完全等价地取代原来设计载荷 PB 下

的成败型 (F = 0) 的试验, 需要从理论上给予证明. 为此, 引

入有关等价关系的规定[6] 作为引理, 叙述如下:

引理. 设 U 和 V 都是点 O 的开邻域, f 和 g 是分别定

义于 U 和 V 上的光滑函数. f : U → R 和 g : V → R (这

里的 R 指实数域) 是等价的, 当且仅当存在点 O 的开邻域

W ⊂ U ∩ V , 使得 f | W = g | W .

f = NA ln RA =
ln(1− γ)

ln{1− Φ[(K − 1)µ
σ
−KΦ−1(RB)]}×

ln[1− Φ(
PA − µ

σ
)] =

ln(1− γ)

ln{1− Φ[(K − 1)µ
σ

+ K
(

PA
K
−µ)

σ
]}
×

ln[1− Φ(
PA − µ

γ
)] (7)

由式 (7) 可明显看出, f 是定义在 U = PA 之上的光滑函数.

g = NB ln RB = NB ln[1− Φ(
PB − µ

σ
)] (8)

由式 (8) 可明显看出, g 是定义在 V = PB 之上的光滑函数.

又由于 1 ≤ K < M , 即 1 ≤ PA(OA)/PB(OB) < M , 所以

有 U ∩ V = PA ∩ PB = OA ∩ OB = OB = PB , 即在 O 点

存在一个开邻域 W = PB(OB), 满足 W ⊂ U ∩ V ; 另一方

面, 将式 (7) 进一步变化并整理, 得

f | W = f | PB =

ln(1− γ)

ln{1− Φ[(K − 1)µ
σ

+ K
(

PB
K
−µ)

σ
]}

ln[1− Φ(
KPB − µ

γ
)] =

(9)

ln(1− γ)

根据成败型 (F = 0) 可靠性试验评估式 (1), 将式 (8) 改

写成

g | W = g | PB = NB ln[1− Φ(
PB − µ

σ
)] = ln(1− γ) (10)

将式 (9) 和式 (10) 做比较后可看出, f | W = g | W 成

立. 所以, 最后可得出如下结论:

结论. 通过合理选择载荷强化系数 K(1 ≤ K < M), 可

以使得在 A 点用强化载荷 (PA) 所做的最大熵试验, 与在 B

点用传统的设计载荷 (PB) 所做的成败型 (F = 0) 的试验完

全等价.

6 工程应用

例. 以两个航天器在空间对接为例, 对接初始条件范围

给出的最小轴向相对速度 vx,min = 0.16m/s, 设计人员在最

严酷的偏差组合下, 用轴向相对速度 vx = 0.14m/s, 成功地

进行了 6 次捕获试验. 根据以往的试验数据, 已知散差, 设计

裕度M = 1.5. 在置信度 γ = 0.7 的要求下, 评估该对接机构

捕获可靠性所达到的水平.

CD =
1

2
mv2

x,min = 0.0128m, CE =
1

2
mv2

x = 0.0098 m

根据式 (5), K = 1 + 0.0128−0.0098
0.0128

× 1.5 = 1.35. 由最大熵试

验法基本式 (3) 可直接导出可靠性评估公式, 即

R = Φ[
(K − 1)µ

σ
− Φ−1{1− exp[ ln(1−γ)

N
]}

K
] =

Φ[
(1.35− 1) 100

10
− Φ−1{1− exp[ ln(1−0.7)

6
]}

1.35
] = 0.9994

为此, 在减少承载能力的情况下 (K = 1.35), 我们仅做

了 6 次成功捕获的最大熵试验, 就得到了对接机构捕获可靠

性 0.9994 的评估结果. 若用常规的成败型试验方法, 评估同

样的可靠性, 至少需要做 N =
ln(1− 0.7)

0.9994
= 2006 次试验.

由此可明显看出, 用最大熵试验法解决小子样可靠性试验与

评估问题是非常有效的[7].
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