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基于 LMI的参数随机变化系统的

概率密度函数控制

陈海永 1 王 宏 2

摘 要 针对模型参数在有界区域内随机变化的系统, 基于平方根 B

样条模型, 提出了输出概率密度函数 (Probability density function,

PDF) 跟踪控制策略. 目标是控制系统输出的概率密度函数跟踪给定的

概率密度函数. 通过 B 样条逼近建立了输出 PDF和权值之间的对应关

系, 把 PDF 的跟踪转化为权值的跟踪, 同时系统转化为 MIMO 系统,

从而权值向量的跟踪就转化为MIMO 系 统的跟踪问题, 接着给出了系

统输出概率密度函数跟踪给定概率密度函数的控制器存在的充分条件,

通过求解线性矩阵不等式完成状态反馈和输出反馈跟踪控制器的设计,

得到了系统具有 Hinfinity 范数界 Gamma 鲁棒镇定的结果. 仿真结果

表明本文提出的控制算法是有效的.
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PDF Control of Stochastic Parameter
System Using Linear Matrix Inequalities

CHEN Hai-Yong1 WANG Hong2

Abstract This paper presents a probability density function

(PDF) tracking control strategy for stochastic parameter system

based on a square root B-spline model for the output probabil-

ity density functions. The objective is to control the PDF of

system output to follow a desired PDF. Using the B-spline ap-

proximation the tracking problem of PDFs is transferred to the

tracking of given weights values which correspond to the given

PDF. At the same time, the system is transferred to a MIMO

system, whose output is the weight value vector. As a result,

the tracking of given weights values is transformed to a tracking

problem of a MIMO system. Furthermore, a sufficient condition

of the PDF of system output to follow a desired PDF is given

and the control strategy is obtained by solving several linear ma-

trix inequalities. A simulated example is used to demonstrate

the efficiency of the proposed approach and encouraging results

have been gained.

Key words Probability density functions control, square root

B-spline, stochastic control, tracking control

1 引言

早期的随机系统控制的成果主要集中于对输出变量本身

统计特性的研究, 如最小方差控制[1], 自校正控制[2], 线性高

斯二次型[3] 和马尔可夫参数过程控制[4] 等. 这些控制系统的

控制目标是系统输出的均值和方差满足相应的性能指标. 在

这些传统的方法中, 一般假设系统中的随机变量服从高斯分

布. 但是, 这种假设不符合一些工业应用, 在这些工业应用中,
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随机变量的分布与系统的动态变化密切相关, 并不满足高斯

分布假设. 如造纸中的纤维长度分布[5], 高炉的火焰分布[6],

一些化工过程的分子量分布等[7]. 1996 年王宏教授针对随机

变量不服从高斯分布的一般有界动态随机系统, 提出了输出

概率密度函数 (Probability density function, PDF) 形状控

制策略, 这个策略与以往的随机控制策略不同, 它的控制目

标是设计控制输入, 使得系统输出的概率密度函数跟踪给定

的概率密度函数. 近十年来关于概率密度函数控制已经形成

了一系列的建模和控制算法, 正在形成一个逐渐完善的研究

框架[8, 9]. 最初, 研究内容主要是基于 B样条模型和输入输

出模型的建模和控制算法, 包括线性 B 样条, 平方根 B样条,

有理 B样条方法, 有理平方根 B 样条[10] 等, 同时给出了基

于这种新型的随机系统模型的鲁棒控制、自适应控制和非线

性控制算法[11]. 2002 年提出了对随机输出进行熵值极小化

控制[12] 和对闭环系统跟踪误差进行熵值极小化控制[13], 并

实现了在线的造纸过程样机运行实验[14].

近年来, 随机分布控制又出现了一些新的模型和控制策

略. 应用多层感知器 (MLP) 神经网络逼近输出概率密度函

数, 避免了多输入多输出情况下 B 样条基函数数量过多和

逼近精度之间的矛盾[15]. 针对之前的 PDF 控制通过数值优

化实现, 会导致控制器设计的困难, 且由于数值解法产生的

闭环结构不固定, 对闭环性能的分析如鲁棒性和稳定性都很

难进行的问题, 文献 [9] 提出了 Pseudo-PID控制策略, 利用

LMI 技术实现了不确定系统模型的跟踪问题, 并且具有良好

的鲁棒性. 针对概率密度函数本身固有的非负性和归一性约

束, 2005 年提出了有理平方根 B 样条模型[16]. 针对有界参

数随机变化的系统, 文献 [17] 用 Laplace变换的思想, 得到

了系统输出和随机参数的概率密度函数变换式之间的简单的

数学关系, 并引入了一个新的指标函数, 最小化指标函数得

到最优控制输入序列, 实现了系统输出的概率密度函数跟踪

目标分布. 但是, 采用线性 ARMAX模型, 概率密度函数的

形状仅能是噪声的概率密度函数在空间上的平移, 不能够实

现分布形状的任意控制[17].

本文针对模型参数随机变化的系统,提出了输出 PDF跟

踪控制器设计问题. 通过 B样条逼近建立了输出 PDF和权

值之间的对应关系, 由于基函数都是事先定义的, 所以 PDF

的逼近转化为权值的逼近, 也就是说, 权值代表了输出概率

密度函数的形状, 同时系统转化为MIMO系统, 从而权值向

量的跟踪就转化为MIMO系统的跟踪问题. 接着给出了系统

输出概率密度函数渐进跟踪给定概率密度函数的控制存在的

充分条件, 通过求解线性矩阵不等式完成状态反馈跟踪控制

器的设计, 实现了给定概率密度函数的跟踪控制, 最后给出

了仿真结果, 证实了控制算法的有效性.

2 模型表示

记 y(t) ∈ [a, b]为一致有界随机过程并假定其为随机系

统在 t 时刻的输出, 记 uuu(t) ∈ Rm×1 为控制 y(t)分布形状的

控制输入向量, 在任意时刻, y(t) 可以用它的概率密度函数

γ(y,uuu(t))来表述, 其定义式如下

P (a ≤ y(t) < ξ, γ(y,uuu(t))) =

∫ ξ

a

γ(y,uuu(t))dy (1)

其中P (a ≤ y(t) < ξ, γ(y,uuu(t)))表示系统在uuu(t)作用下输出

落在区间 [a, ξ]内的概率, 即 y(t)的概率密度函数 γ(y,uuu(t))

的形状由 uuu(t)控制. 假定区间 [a, b]为已知、输出概率密度函

数 γ(y,uuu(t))连续且有界, 由 B 样条逼近原理可知, 可以考虑
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用 B样条来逼近概率密度函数的平方根
√

γ(y,uuu(t)). 假定

已经取定了 n个 B样条, 对应的权值为 ωi (i = 1, 2, · · ·, n),

则这种逼近在无逼近误差的条件下为

√
γ(y,uuu(t)) =

n∑
i=1

ωiBi(y) (2)

由于概率密度函数需要满足如下的隐含条件
∫ b

a

γ(y,uuu(t))dy = 1 (3)

也就是说 ωi 一定能够用一组数 ωj (j = 1, 2, · · ·, n)表示, 这

意味着 n 个权值只有 n− 1 个是独立的. 一些工业应用中,

比如, 造纸中的纤维长度分布不符合高斯分布的假设, 它的

分布与系统的动态变化密切相关, 一般来说, 概率密度函数

动态改变可以用非线性偏微分方程的解来表达, 通过对这种

系统的分析和在运行点的线性化, 系统的模型可以表示为

ẋxx = Axxx + Buuu

vvv = Exxx
√

γ(y,uuu(t)) = ccc0(y)vvv + ωnBn(y)

(4)

这里, xxx, y 表示状态向量和输出.

ccc0(y) = [B1(y), B2(y), · · ·, Bn−1(y)]

vvv = [ω1, ω2, · · ·, ωn−1]

ccc(y) = ccc0(y)− Bn(y)∫ b

a
Bn(y)dy

∫ b

a

ccc(y)dy

(5)

其中 A ∈ Rl×l, B ∈ Rl×m, E ∈ R(n−1)×l 为已知的参数矩

阵, uuu(t) ∈ Rm×1 为系统的控制输入, vvv是权值向量, ccc0(y)是

基函数向量.

ωn =
−Σ1vvv +

√
vvvT(ΣT

1 Σ1 − Σ2Σ0)vvv

Σ2

Σ0 =

∫ b

a

cccT
0 (y)ccc0(y)dy

Σ1 =

∫ b

a

cccT
0 (y)Bn(y)dy

Σ2 =

∫ b

a

B2
n(y)dy

(6)

式 (4) 是运用平方根 B样条对概率密度函数进行逼近, 避免

了逼近时导致部分 PDF为负的情况[8]. 式 (4) 反映了权系数

系统的状态变量与控制输入之间的关系, 也描述了 B样条函

数对输出概率密度函数平方根的逼近. 同时揭示了随机分布

控制的线性系统模型和传统的系统模型之间的继承关系.

由上面的描述可知, 一旦选定了一组基函数, 那么 ccc0(y)

已知, 由于有界区间 [a, b]为已知, 所以 ccc(y), l(y), Σ0, Σ1, Σ2

均已知.

得到平方根模型的表示后, 下一步要做的是设计合

适的控制算法使得系统的输出概率密度函数的平方根√
γ(y, u(t)) 跟踪给定的概率密度函数的平方根

√
g(y). 为

此, 假设给定的函数 g(y)属于下面的函数空间

√
g(y) ∈ Ω = {f |f =

n−1∑
i=1

ωiccci(y) + ωnBn(y)}

||g(y)|| < +∞
(7)

其中 ccci(y)是矢量 ccc(y)中的第 i 个元素, ωi (i = 1, 2, · · · , n)

为任意的正数. 由式 (7) 可知, 对于函数 g(y), 存在一个矢量

vvvg ∈ Rn−1 使得下面的等式成立

√
g(y) = ccc0vvvg + ωnBn(y) (8)

这样, 由系统 (4) 可知, 使得系统的输出概率密度函数的平方

根
√

γ(y, u(t))跟踪给定的概率密度函数的平方根
√

g(y)就

相当于设计合适的控制算法使得权值向量 vvv跟踪给定的概率

密度函数
√

g(y)对应的权值向量 vvvg. 这时系统 (4) 形式上

等价于传统的MIMO系统. 如果假设系统的参数在某个有界

区间随机变化, 并且考虑系统受到有界输入干扰的影响, 则

系统 (4) 可以表示如下

ẋxx = (A + ∆A)xxx + Buuu + www

vvv = Exxx
√

γ(y,uuu(t)) = ccc0(y)vvv + ωnBn(y)

(9)

其中 ∆A是由系统的参数随机变化引起的不确定性, 式 (9)

的其他部分的定义如式 (4). ∆A可以描述为

∆A = EaΘaFa (10)

式 (10) 中 Ea, Fa为相应维数的常值矩阵; Θa 为相应维数的

矩阵, 其元素随机变化, 且有 ΘT
a Θa ≤ I; www(t) 为有界输入干

扰. 由系统 (9) 组成的概率密度函数跟踪增广系统为

ẋ = (A + ∆A)xxx + Buuu + www

q̇ = Exxx− vvvg√
γ(y,uuu(t)) = ccc0(y)vvv + ωnBn(y)

(11)

可以把式 (11) 组合成下面的形式

ż̇żz(t) =

[
A + ∆A 0

E 0

]
zzz(t) +

[
B

0

]
uuu(t) + www2(t)

√
γ(y,uuu(t)) = ccc0(y)vvv + ωnBn(y)

(12)

上式中, zzz(t) =

[
xxx

qqq

]
, www2 =

[
www

−vvvg

]
, 控制器可以采用下

面两种形式：状态观测器的形式和输出反馈的形式. 状态反

馈和输出反馈分别为

uuu(t) = [Kx Kq]

[
xxx

qqq

]
= Kxxxx + Kqqqq (13a)

uuu(t) = vvvg + Kyvvv = vvvg + KyExxx (13b)

当实际系统的状态可测的时候, 可以采用状态反馈控制器,

即式 (13a) 来实现系统的 PDF控制, 否则, 采用输出反馈控

制器实现控制作用.

3 输出反馈跟踪控制器设计

由上面的叙述可知, 在系统的状态可测量的情况下, 可

以采用状态反馈控制器来实现系统的 PDF 控制. 但是, 在

PDF 控制的实际应用中, 系统的状态往往是不可测的, 故难

以应用状态反馈控制率对系统进行控制, 所以, 有必要避开
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直接采用系统状态的控制器设计方法, 这就引出了基于输出

反馈的方法. 由式 (11) 可知

cccT
0 (y)

√
γ(y) = cccT

0 (y)ccc0(y)vvv + cccT
0 (y)ωnBn(y)

因为 y(t) ∈ [a, b] , 所以

∫ b

a

cT
0 (y)

√
γ(y)dy =

(∫ b

a

cT
0 (y)c0(y)dy

)
vvv+

∫ b

a

cT
0 (y)ωnBn(y)dy

(14)

由式 (14) 可知, 当系统的概率密度函数 γ(y)可测的时候, 由

于基函数向量 ccc(y) 已知, 那么权向量 vvv 自然就得到了, 这说

明当系统的概率密度函数可测的时候, 式 (12) 所示的权向量

也是可测的. 这就形成了运用输出反馈实现 PDF控制的基

础. 采用输出反馈

uuu(t) = vvvg + KyExxx(t) (15)

则系统 (12) 转化为

ẋ̇ẋx = (A + ∆A + BHE)xxx + Bvvvg + www

vvv = Exxx

q̇(t) = Exxx(t)− vvvg√
γ(y,uuu(t)) = ccc0(y)vvv + ωnBn(y)

(16)

由式 (16) 可以看出, 为了实现给定的概率密度函数的鲁棒跟

踪, 只需要使得下面的系统鲁棒镇定, 并且满足一定的鲁棒

性能指标即可.

ż̇żz =

(
A + ∆A + BHE 0

E 0

)
zzz +

(
w1(t)

−vvvg

)

√
γ(y,uuu(t)) = ccc0(y)vvv + ωnBn(y)

www1(t) = Bvvvg + www(t)

(17)

为了表示方便, 令 Ā =

(
A + ∆A + BHE 0

E 0

)
, www2(t) =

(
www1(t)

−vvvg

)
, zzz =

(
xxx

qqq

)
.

定理 1. 对于概率密度函数跟踪控制系统 (12), 如果存

在正定矩阵 Pc, P̄ =

(
Pc 0

0 0

)
, 使得下面的线性矩阵不等

式 (LMI)

ĀTP + PĀ + 2ETE + I < 0 (18)

PcPc − γ2 < 0 (19)

2− γ2 < 0 (20)

成立, 其中 ĀTP + PĀ = ATPc +(rxBTPc)
TBTPc + PcA+

rxPcBBTPc + PcE
T
a Ea + FT

a Fa , 则系统 (12) 存在输出反

馈控制率 uuu(t) = vvvg + Kyvvv, 使得系统 (12) 在控制器 (20) 作

用下具有 H∞ 范数界 γ 鲁棒镇定, 其中Ky = ryBTPcE
−1.

证明. 构造下面 Lyapunov 函数

V (t) = zzzT

(
Pc 0

0 0

)
zzz (21)

对式 (21) 求关于时间 t的导数, 得

V̇ (t) = zzzT

(
ĀT

(
Pc 0

0 0

)
+

(
Pc 0

0 0

)
Ā

)
zzz

要使 V̇ (t) < 0,只需要 ĀT

(
Pc 0

0 0

)
+

(
Pc 0

0 0

)
Ā < 0,

要使得上式 < 0, 只需要下面不等式成立




(A + ∆A + BHE)T Pc+

Pc(A + ∆A + BHE)
0

0 0


 < 0 ⇔

(A + ∆A + BHE)T Pc + Pc(A + ∆A + BHE) < 0 ⇒
(A + BHE)T Pc + Pc(A + BHE) + PcE

T
a EaPc+

FT
a Fa < 0

令 Ky = ryBTPcE
−1, 可以求得 Pc, 得到输出反馈 (15), 使

得自治系统 (12) 渐近稳定. 令被控输出向量 ppp(t) = Exxx(t)−
vvvg, 证明系统 (12) 在零初始条件下, 在输出反馈 (15) 作用

下, 对于任意的外部有界干扰www2(t), 被控输出向量 ppp(t)满足

||ppp(t)||2 < γ||www2(t)||2, 此时有

V̇ (t) = zzzT(t)(ĀTP + PĀ)zzz(t)+

wwwT
2 (t)Pzzz(t) + zzzT(t)Pwww2(t) =

zzzT(t)(ĀTP + PĀ)zzz(t) + wwwT
1 Pcxxx + xxxTPcwww1

则

J =
∫∞
0

(
pppTppp− γ2wwwT

2 www2

)
dt =

∫∞
0

(
pppTppp− γ2wwwT

2 www2 + V̇ (t)
)
dt− V (∞) + V (0) ≤

∫∞
0

(
pppTppp− γ2wwwT

2 www2 + V̇ (t)
)
dt <

∫∞
0

fff(t)dt <
∫∞
0

ggg(t)dt

fff(t) = xxxT(t)(ATPc + (ryBTPc)
TBTPc + PcA+

ryPcBBTPc + PcE
T
a Ea + FT

a Fa)xxx(t) + xxxTETExxx−
xxxTETvvvg − vvvT

ggg Exxx + vvvT
g vvvg − γ2(wwwT

1 www1 + vvvT
g vvvg)+

wwwT
1 Pcxxx + xxxTPcwww1

ggg(t) = xxxT(t)(ATPc + (ryBTPc)
TBTPc + PcA+

ryPcBBTPc + PcE
T
a Ea + FT

a Fa)xxx(t) + 2xxxTETExxx+

2vvvT
g vvvg − γ2(wwwT

1 www1 + vvvT
g vvvg) + wwwT

1 PcPcwww1 + xxxTxxx

易见, 只要下面三个不等式成立, 那么式 (12) 是具有 H∞ 范
数界 γ 鲁棒镇定系统.

ĀTP + PĀ + 2ETE + I < 0

PcPc − γ2 < 0

2− γ2 < 0

¤

4 控制算法仿真

为了验证所采用的算法的可行性, 下面对所提出的算

法进行仿真. 采用如下 B 样条基函数构成的平方根 B 样
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条模型构成系统 (12). B样条逼近所需要的B样条定义如下：

B1(y) = 0.5(y− 2)2I1 +(−y2 +7y− 11.5)I2 +0.5(y− 5)2I3

B2(y) = 0.5(y− 3)2I2 +(−y2 +9y− 19.5)I3 +0.5(y− 6)2I4

B3(y) = 0.5(y−4)2I3 +(−y2 +11y−29.5)I4 +0.5(y−7)2I5

式中

Ii =

{
1 y ∈ [i + 1, i + 2]

0 否则
i = 1, · · · , 5

系统 (12) 模型参数矩阵为

A =

[
−2 −1

−1 −6

]
, B =

[
1.5 0

1.2 1.5

]
, E =

[
1 1

1 1.5

]
,

Ea =
[

0.3 0.15
]
, Fa =

[
0 0.5

]
, Θ =

[
m 0

0 m

]
,

式中m在 [0, 1]区间内随机变化.

目标概率密度函数所对应的目标权值为: vvvg =[
1.1 1.45

]T

. Ea, Fa 组成了不确定性部分 ∆A. 取

ry = 0.01, γ = 1.5, 从而得到控制器

Ky =

[
0.0392 −0.0170

0.0023 0.0043

]

图 1 是平方根 B 样条逼近下目标权值对应的概率密度

函数. 在控制算法的作用下, 得到了系统输出概率密度函数,

如图 2 所示. 目标概率密度函数和系统输出的概率密度函数

之差如图 3 所示. 从仿真的结果可以看出, 输出 PDF 能够较

好地逼近目标概率密度函数. 从上面的例子可以看出, 当控

制器的维数m 和 B 样条的个数 n 存在关系m = n − 1 时,

控制系统能够取得良好的跟踪效果, 但是当 m < n − 1 时,

一般来说, 系统难以取得良好的跟踪效果. 然而, 如果系统在

有限的时间内是可控的, 那么系统能够很好地跟踪目标概率

密度函数.

图 1 目标权值对应的概率密度函数

Fig. 1 PDF corresponding to desired weights values

图 2 控制器 (15) 作用下的 PDF

Fig. 2 PDF of system output based on controller (15)

图 3 控制器 (15) 作用下的 PDF 误差

Fig. 3 PDF error of Figs. 1 and 2 based on controller (15)

5 结论

本文研究了参数随机变化的一类非高斯随机系统的概率

密度函数跟踪问题. 首先利用平方根 B 样条逼近, 把非高斯

随机系统转化为多输入多输出系统, 接着给出了系统输出概

率密度函数跟踪给定概率密度函数的控制存在的充分条件,

进而完成了状态反馈和输出反馈跟踪控制器的设计, 得到了

系统具有 H∞ 范数界 γ 鲁棒镇定的结果, 使得输出的权值逼

近给定的目标权值, 从而实现目标概率密度函数的跟踪. 从

仿真结果可以看出, 提出的控制算法能很好地实现概率密度

函数跟踪.
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