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区间变时滞不确定线性系统带记忆

HHH∞ 状态反馈控制
郑 敏 1 费树岷 1

摘 要 一类存在范数有界不确定性的线性时变时滞系统, 其时变时滞

仅给出时滞变化的上下界, 而对时滞变化率未作任何约束. 对于这类区

间时变时滞系统, 给出了一种新型的 Lyapunov-Krasovskii 泛函讨论

其稳定性, 通过分割平均时滞的方法减小保守性, 得到以线性矩阵不等式

(LMI) 形式给出的稳定性判据. 最后分析并给出了一种带记忆的 H∞
状态反馈控制器. 数值实例表明了本文方法的有效性.
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for Uncertain Linear Systems with

Interval Time-varying Delay
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Abstract A new type of Lyapunov-Krasovskii functional

based on fractioning the average delay approach is presented

to analyze the stability of a class of linear systems with norm-

bounded uncertainty and interval time-varying delay which be-

longs to a given interval and has no restriction on the delay-

derivative. The delay-dependent conditions are proposed in

terms of linear matrix inequality (LMI) and the conservatism

is reduced through our delay fractioning method. Then the H∞
state feedback controller with memory is presented through an-

alyzing the stability of the closed-loop system. Numerical exam-

ples are also given to illustrate the effectiveness of the proposed

method.

Key words Interval time-varying delay, time delay systems,

LMI, H∞ state feedback control with memory

1 引言

在控制系统中由于系统的量测, 信息的交换及传输等而

造成滞后现象. 时滞的出现往往导致系统控制效果不佳, 甚

至使得系统不稳定. 因此, 时滞系统的稳定性研究得到了广

泛关注. 一方面探索保守性小且有效的稳定性分析方法; 另

一方面研究时滞系统的控制综合问题. 近年来, 对于时滞系

统的稳定性分析已经取得了较大发展[1∼8], 对于变时滞系统

以及存在不确定性的系统, 人们通常采用时域分析来研究

这一问题. 在时域内, 一是基于 Lyapunov–Razumikhin 定

理的方法; 二是基于 Lyapunov–Krasovskii 泛函的方法. 前
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者的优点在于无需选择复杂的 Lyapunov 函数, 且可以处理

任意时滞变化率的时滞问题, 缺点是所得结果保守性大. 因

此, 对保守性要求较高的系统通常用后者, 然而如何选取合

适的 Lyapunov–Krasovskii 泛函是个难题, 因为不同形式的

泛函可能导致不同的保守性, 另外不同的放大技巧, 不同形

式的模型变换也将影响保守程度. 因此如何改进时滞系统的

稳定性条件, 从而获得保守性更小、形式更简洁的结果是一

个相当困难且重要的问题. Fridman 等[1, 2] 给出了一种基于

“descriptor form” 的 Lyapunov–Krasovskii 泛函分析方法,

由于能一次集中放大不等式, 结论的保守性大为改善. Xu

等[8] 针对固定单时滞线性系统, 给出了一种不需要放大任何

交叉项的稳定性分析方法, 也因此获得了较好的保守性效果.

Gu 等[4] 基于完整性泛函提出一种离散化方案, 解决了时变

矩阵的计算难题, 虽然保守性得到改善, 但这种基于完整性

泛函的判据过于繁琐, 随着离散程度的精细化矩阵变量急剧

增加而引起计算负担. Peaucelle 等[3] 利用拓扑分离的概念

代替 Lyapunov 理论讨论固定时滞系统的稳定性问题, 通过

人为等分时滞的手段减小稳定性判据的保守性. 这种方法的

难点在于如何寻找合适的分离算子, 且对变时滞情形难以推

广. He 等[5] 给出一种添加松弛变量的有效方法, 虽然一定程

度增加了计算量, 但能有效改善结论的保守性. 上述方法大

都针对固定时滞或时滞变化率限制在 1 以内的变时滞系统,

对快速变化的变时滞问题不适用. Jiang 等[6, 7] 针对网络控

制系统中存在的任意时变时滞问题, 利用模型变换技巧基于

Lyapunov– Krasovskii 泛函方法研究这一问题. 本文借鉴其

模型变换技巧, 通过时滞分割手段进一步改善保守性, 被分

割的时滞为时滞区间的中间值, 而非时滞最小值. 以往仅见

对最小时滞的离散化方案, 而对最小时滞为零的变时滞系统,

则没有办法进行时滞分割, 也就无法通过时滞离散化减小保

守性. 而本文方法无论何种情形下都能通过时滞分割来减小

保守性, 同时在推导过程中无需添加松弛变量而不影响保守

性, 最终结论以线性矩阵不等式 (LMI) 形式给出, 不仅保守

性小, 且 LMI 中矩阵变量数目较少. 最后分析并给出了存在

范数有界不确定性的变时滞系统的鲁棒 H∞ 控制器. 这种带

记忆状态的控制器仅在固定时滞系统中得到应用, 在变时滞

系统的控制中尚未见报道. 上述结论通过数值实例证实了其

有效性.

2 问题的提出

考虑如下时变时滞系统




ẋxx(t) = [A + ∆A(t)]xxx(t) + [A1 + ∆A1(t)]×
xxx(t− h(t)) + [B + ∆B(t)]uuu(t) + Bwwww(t)

zzz(t) = Cxxx(t) + D1uuu(t)

xxx(t) = Φ(t), ∀ t ∈ [−hM , 0]

(1)

式中 xxx(t) ∈ Rn 是状态向量, uuu(t) ∈ Rn1 为控制输入向量,

www(t) ∈ Rn2 为干扰输入向量, A、A1、B、Bw、C、D1 为具

有适当维数的已知常数矩阵, ∆A(t)、∆A1(t)、∆B(t) 为未

知的适当维数的时变参数不确定性, 且具有如下形式
[
∆A(t) ∆A1(t) ∆B(t)

]
= DF (t)

[
G G1 Gb

]
(2)
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这里 D、G、G1、Gb 为适当维数的已知常数矩阵, F (t) ∈
Rα×β 为未知矩阵函数, 且满足

F (t)TF (t) ≤ I (3)

Φ(t) 为系统初始状态函数. h(t) 为连续时变函数, 表示系统

状态的时滞, 并满足

0 ≤ hm ≤ h(t) ≤ hM (4)

这里 hm 和 hM 为已知常数. 注意上式对时变时滞的描述中

仅给出了时滞变化的上下界, 而未给出时滞变化率约束, 因

此称之为区间时变时滞. 相应的系统 (1) 称为区间时变时滞

不确定系统.

对于给定的常数 γ > 0, 定义性能指标

J(www) =

∫ ∞

0

[zzz(t)Tzzz(t)− γ2www(t)Twww(t)]dt (5)

本文的目的：1) 给出当 uuu(t) = 0 时系统 (1) 的时滞相关

的有界实引理 (Bounded real lemma, BRL); 2) 设计带记忆

的 H∞ 状态反馈控制器

uuu(t) = Kxxx(t) + Kmxxx(t− ha) (6)

(ha 由式 (9) 给出) 使得闭环系统





ẋxx(t) = [A + BK + ∆A(t) + ∆B(t)K]xxx(t)+

[A1 + ∆A1(t)]xxx(t− h(t))+

[BKm + ∆B(t)Km]xxx(t− ha) + Bwwww(t)

zzz(t) = (C + D1K)xxx(t) + D1Kmxxx(t− ha)

xxx(t) = Φ(t), ∀ t ∈ [−hM , 0]

(7)

内部是鲁棒稳定的 (www(t) = 0), 且满足 H∞ 性能 ‖zzz(t)‖2 <

γ‖www(t)‖2(其中 ‖¦‖2 为 L2 范数).

3 主要结果

3.1 时滞相关的有界实引理 (BRL)

首先考虑如下名义系统




ẋxx(t) = Axxx(t) + A1xxx(t− h(t)) + Bwwww(t)

zzz(t) = Cxxx(t)

xxx(t) = Φ(t), ∀ t ∈ [−hM , 0]

(8)

为研究该系统的时滞相关的 BRL, 类似文 [6] 定义如下两个

时滞参数

ha = (hM + hm)/2, δ = (hM − hm)/2 (9)

这里, ha, δ 分别表示时变时滞的平均值和时滞波动的幅度.

本文将给出一种时滞分割形式的 Lyapunov–Krasovskii 泛函

来分析系统的稳定性, 这里被分割的时滞为 ha, 而不是 hm,

这也将进一步减小变时滞系统稳定性判据的保守性. 根据

Leibniz–Newton 公式, 系统 (8) 可以重新写成如下形式





ẋxx(t) = Axxx(t) + A1xxx(t− ha) + A1

∫ t−h(t)

t−ha
ẋxx(θ)dθ+

Bwwww(t)

zzz(t) = Cxxx(t)

xxx(t) = Φ(t), ∀ t ∈ [−hM , 0]

(10)

对于系统 (8), 有如下时滞相关的 BRL:

定理 1. 对给定的区间时变时滞系统 (8), 如果存在正定

矩阵 P , Qi, Ri(i = 1, 2), S ∈ Rn×n, 使得线性矩阵不等式

Γ < 0 (11)

成立, 则该系统是渐近稳定的, 且对所有非零向量 www(t) ∈
l2[0,∞) 满足 ‖zzz(t)‖2 < γ‖www(t)‖2 (矩阵 Γ 的定义见下页式

(15)).

证明. 选取如下基于分割时滞 ha 形式的 Lyapunov–

Krasovskii 泛函 (以分割数目 r = 2 为例)

V (xxxt) = Vfa(xxxt) + Vv(xxxt) (12)

这里

Vfa = xxx(t)TPxxx(t) +

r∑
i=1

∫ t− i−1
r

ha

t− i
r

ha

xxx(s)TQixxx(s)ds+

r∑
i=1

ha

r

∫ t− i−1
r

ha

t− i
r

ha

∫ t

s

ẋxx(θ)TRiẋxx(θ)dθds

Vv =





δ
∫ t−hm

t−ha

∫ t

s
ẋxx(θ)TSẋxx(θ)d(θ)ds hm ≤ h(t) < ha

0 h(t) = ha

δ
∫ t−ha

t−hM

∫ t

s
ẋxx(θ)TSẋxx(θ)d(θ)ds ha < h(t) ≤ ha

显然, h(t) 必然处于上述三种情形之一. 下面分三种情形进

行讨论：

情形 1. hm ≤ h(t) < ha.

沿系统 (10) 对 V (xxxt) 求导, 可得

V̇ (xxxt) = V̇fa(xxxt) + V̇v(xxxt) ≤ ηηη(t)TΛηηη(t) (13)

其中 ηηη(t)T

=
[
xxx(t)T xxx(t− ha

2
)T xxx(t− ha)T (

∫ t−h(t)

t−ha
ẋxx(θ)d(θ))T

]
,

Λ 见下页式 (14), Rs = (
ha

2
)2(R1 + R2) + δ2S.

考虑系统 (8) 的性能指标 (5) , 令初始值 φ = 0, t ∈
[−hM , 0], 有
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Λ =




ATP + PA−Q1 + R1 + ATRsA R1 PA1 + ATRsA1 PA1 + ATRsA1

∗ Q2 −Q1 −R1 −R2 R2 0

∗ ∗ −Q2 −R2 + AT
1 RsA1 AT

1 RsA1

∗ ∗ ∗ AT
1 RsA1 − S




(14)

Γ =




ATP + PA−Q1 + R1+

ATRsA + CTC R1 PA1 + ATRsA1 PA1 + ATRsA1 PBw + ATRsBw

∗ Q2 −Q1 −R1 −R2 R2 0 0

∗ ∗ −Q2 −R2 + AT
1 RsA1 AT

1 RsA1 AT
1 RsBw

∗ ∗ ∗ AT
1 RsA1 − S AT

1 RsBw

∗ ∗ ∗ ∗ −γ2I + BT
wRsBw




(15)

J(www) =

∫ ∞

0

[zzz(t)Tzzz(t)− γ2www(t)Twww(t) + V̇ (t,xxxt)]dt ≤

∫ ∞

0

[
ηηη(t)T www(t)T

]
Γ


 ηηη(t)

www(t)


 dt (16)

其中 Γ 见式 (15), 显然, 当 Γ < 0 即式 (11) 成立时, Λ < 0

必然成立, 则存在正数 ε2, 使得 V̇ (xxxt) ≤ −ε2xxx(t)2, 因此系统

(8) 是渐近稳定的; 同时式 (11) 成立时, 则 J(www) < 0, 即对所

有非零向量www(t) ∈ l2[0,∞) 满足 ‖zzz(t)‖2 < γ‖www(t)‖2.
情形 2. h(t) = ha.

类似上述分析, 由于 V̇ (xxxt) = 0, 在得到的形如 (13) 和

(16) 表达式中, Λ 和 Γ 分别为 (14) 和 (15) 的矩阵主子式,

因此只要式 (11) 成立, 系统 (8) 是渐近稳定的, 且满足 H∞
性能指标 γ.

情形 3. ha < h(t) ≤ hM .

推导过程与情形 1 类似, 在沿着系统对泛函求导过程中,

第一部分 V̇fa(xxxt) 的形式与情形 1 完全相同, 第二部分

V̇v(xxxt) = δ2ẋxx(t)TSẋxx(t)− δ

∫ t−ha

t−hM

ẋxx(θ)TSẋxx(θ)dθ ≤

δ2ẋxx(t)TSẋxx(t)− δ

∫ t−ha

t−h(t)

ẋxx(θ)TSẋxx(θ)dθ ≤

δ2ẋxx(t)TSẋxx(t)− (

∫ t−h(t)

t−ha

ẋxx(θ))TS(

∫ t−h(t)

t−ha

ẋxx(θ))dθ

也可转化成完全相同的形式, 因此可以得到与情形 1 相同的

结论, 在此不再赘述.

综上所述, 当式 (11) 成立时系统 (8) 是渐近稳定的, 且

对所有非零向量www(t) ∈ l2[0,∞), 满足 ‖zzz(t)‖2 < γ‖www(t)‖2.
¤

再考虑如下形式的时滞系统




ẋxx(t) = [A + ∆A(t)]xxx(t)+

[A1 + ∆A1(t)]xxx(t− h(t))+

[A2 + ∆A2]xxx(t− ha) + Bwwww(t)

zzz(t) = Cxxx(t) + C1xxx(t− ha)

xxx(t) = Φ(t), ∀ t ∈ [−hM , 0]

(17)

引理 1[5].令 U, V, F 为适当维数的实矩阵,且 FTF ≤ I,

则对任意标量 ε > 0, 有如下不等式成立

UFV + (UFV )T ≤ ε−1UUT + εV TV

定理 2. 对给定的不确定线性时滞系统 (17), 如果存在

一个标量 ε > 0, 正定矩阵 P , Qi, Ri(i = 1, 2), S ∈ Rn×n,

使得线性矩阵不等式




Ω Γ1 Γ2

∗ −εI 0

∗ ∗ −εI


 < 0 (18)

成立, 则该系统是鲁棒渐近稳定的, 且对所有非零向量

www(t) ∈ l2[0,∞) 满足 ‖zzz(t)‖2 < γ‖www(t)‖2. 其中

Γ1 =
[
DTP 0 0 0 0 DTRs

]T

Γ2 =
[
εG 0 ε(G1 + GbKm) εG1 0 0

]T

Rs = (
ha

2
)2(R1+R2)+δ2S (矩阵 Ω 见下页上方的式 (18a)).
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Ω =




ATP + PA + Q1 −R1 + CTC R1 P (A1 + A2) + CTC1 PA1 PBw ATRs

∗ −Q1 + Q2 −R1 −R2 R2 0 0 0

∗ ∗ −Q2 −R2 + CT
1 C1 0 0 (A1 + A2)

TRs

∗ ∗ ∗ −S 0 AT
1 Rs

∗ ∗ ∗ ∗ −γ2I BT
wRs

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −Rs




(18a)

Ω̃ =




ATP + PA + Q1 −R1 R1 PA1 PA1 ATRs

∗ −Q1 + Q2 −R1 −R2 R2 0 0

∗ ∗ −Q2 −R2 0 AT
1 Rs

∗ ∗ ∗ −S AT
1 Rs

∗ ∗ ∗ ∗ −Rs




(19a)

证明. 对于系统 (17) 取形如式 (12) 的 Lyapunov–

Krasovskii 泛函, 具体分析过程与前文类似, 沿着系统

对泛函求导, 可以得到 V̇ (xxxt) ≤ ηηη(t)TΛ̃ηηη(t) (其中 ηηη 同

式 (13) 中定义, Λ̃ 具体形式略), 再考虑性能指标 (5), 有

J(www) ≤ ∫∞
0

[
ηηη(t)T www(t)T

]
Γ̃


ηηη(t)

www(t)


 dt, 因此欲使 JT < 0,

只要 Γ̃ < 0. 根据 Schur 补充引理, 又等价于 Ω̃ < 0 (将 Ω

中的 A, A1, A2 替换为 A + ∆A, A1 + ∆A1, A2 + ∆A2, 即为

Ω̃). 再根据引理 1, 可以得到定理 2 的结论. ¤
推论 1. 对于区间时变时滞不确定系统 ẋxx(t) = (A +

∆A(t))xxx(t) + (A1 + ∆A1(t))xxx(t − h(t)) (变量定义同上),

如果存在一个标量 ε > 0, 正定矩阵 P , Qi, Ri(i = 1, 2),

S ∈ Rn×n, 使得线性矩阵不等式



Ω̃ Γ̃1 Γ̃2

∗ −εI 0

∗ ∗ −εI


 < 0 (19)

成立, 则该系统是鲁棒渐近稳定的. 其中

Γ̃1 =
[
DTP 0 0 0 DTRs

]T

Γ̃2 =
[
εG 0 εG1 εG1 0

]T

矩阵 Ω 见本页上方的式 (19a).

3.2 状态反馈鲁棒 H∞ 控制

下面的定理将给出系统 (1) 的鲁棒 H∞ 控制结论.

定理 3. 对于区间时变时滞不确定时滞系统 (1), 如

果存在一个标量 ε > 0, 正定矩阵 P̃ , Q̃i, R̃i(i = 1, 2),

Y, S̃ ∈ Rn×n 及矩阵 K̃, K̃m ∈ Rn1×n, 使得

P̃ Y −1P̃ = (
ha

2
)2(R̃1 + R̃2) + δ2S̃ (20)

及线性矩阵不等式 (21)(见下页上方) 成立, 则可取形如 (6)

的带记忆状态反馈控制器, 使得系统 (1) 是鲁棒渐近稳定的.

且对所有非零向量www(t) ∈ l2[0,∞)满足 ‖zzz(t)‖2 < γ‖www(t)‖2.
而且 (6) 的增益矩阵为 K = K̃P̃−1, Km = P̃−1. 式

(21) 中, Π1 = (AP̃ + BK̃)T + (AP̃ + BK̃) + Q̃1 − R̃1,

Π2 = −Q̃1 + Q̃2 − R̃1 − R̃2.

证明. 根据定理 2, 将式 (18a) 中的 A, A2 分别替换

为 A + BK, BKm; C, C1 分别替换为 C + DK, DKm; G

替换为 G + GbK. 然后在不等式 (18) 的左边两侧同乘

以对角矩阵 diag{P̃ , P̃ , P̃ , P̃ , I, R−1
s , I, I}, P̃ = P−1, 并记

Q̃1 = P̃Q1P̃ , Q̃2 = P̃Q2P̃ , R̃1 = P̃R1P̃ , R̃2 = P̃R2P̃ ,

S̃ = P̃SP̃ , K̃ = KP̃ , K̃m = KmP̃ , Y = R−1
s , 再利用 Schur

补充引理, 可以得到定理 3 的结论. ¤
注 1. 如果令 Km = 0, 则可以得到一般的无记忆状态反

馈控制器, 将式 (21) 中 K̃m 取为零即可得到相应的控制结

论. 不难看出带记忆状态控制器相应的不等式可解性更好.

注 2. 对于线性矩阵不等式 (21) 在非凸约束 (20) 下

的求解问题, 可以利用简单的调整参数法, 即作如下矩阵

限制：令 Y = αP̃ (α > 0), 所以 Y −1 = αP̃−1, 又因为

Y = R−1
s , P̃ Y −1P̃ = R̃s, 所以 P̃ = αR̃s = α((

ha

2
)2(R̃1 +

R̃2) + δ2S̃), 将 P̃ = αR̃s 和 Y = α2R̃s 代入式 (21), 通过不

同的 α 进行求解.

4 数值实例

下面通过对文献 [6] 和 [7] 中的实例进行验证比较来说

明本文方法的有效性.

例 1. 考虑如下不确定性时滞系统

ẋxx(t) =


−2 + δ1 0

0 −1 + δ2


xxx(t)+


−1 + γ1 0

−1 −1 + γ2


xxx(t− h(t))

这里
∣∣∣δ1

∣∣∣ ≤ 1.6,
∣∣∣δ2

∣∣∣ ≤ 0.05,
∣∣∣γ1

∣∣∣ ≤ 0.1,
∣∣∣γ2

∣∣∣ ≤ 0.3, 且 h(t)

为连续函数. 选取
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


Π1 R̃1 A1P̃ + BK̃m A1P̃ Bw (AP̃ + BK̃)T εD (GP̃ + GbK̃)T (CP̃ + D1K̃)T

∗ Π2 R̃2 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ −Q̃2 − R̃2 0 0 (A1P̃ + BK̃m)T 0 (G1P̃ + GbK̃m)T (D1K̃m)T

∗ ∗ ∗ −S̃ 0 P̃AT
1 0 P̃GT

1 0

∗ ∗ ∗ ∗ −γ2I BT
w 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −Y −εD 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −εI 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −εI 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I




< 0 (21)

D =


0.01 0

0 0.04


, G =


160 0

0 1.25


, G1 =


10 0

0 7.5


,

文献 [2] 给出的上界为 0.7692, 而文献 [6] 给出的当 hm = 0

时, 时滞界为 0.8654 (见表 1 所示), 更重要的是其能够处理

hm 不为零的情形, 而本文推论 1 在 r = 2 粗略划分的情况

下, 给出的时滞上界较前者更大, 通过对表 1 中所示的数值

进行比较, 不难看出本文方法保守性更小.

表 1 最大允许时滞界

Table 1 Maximum allowable delay bounds

hm hM ( [6] ) hM (本文推论 1)

0 0.8654 0.8934

0.10 0.8873 0.9222

0.50 0.9832 1.0494

1.00 1.1336 1.2415

1.2051 1.2051 1.3303

1.4366 – 1.4367

例 2. 考虑形如 (1) 的系统, 矩阵参数见文献 [7].

已知变时滞 1.2 ≤ h(t) ≤ 1.8, 应用本文定理 3, 并取

α = 0.1, β = 0.00001, γ = 0.015 时, 控制增益矩阵为

K =




2.8177 0.6227 −0.0487

−0.5418 −3.5221 1.4075

−0.8697 1.1716 −3.6851


 ,

Km =



−0.1463 −0.0086 −0.0263

−0.0110 0.1280 −0.0895

−0.0011 −0.0481 0.0677


 .

而在相应条件下, 文献 [7] 无可行解, 可见本文方法更为有效.

5 结论

本文针对一类区间时变时滞系统, 通过时滞分割法改善

传统的 Lyapunov–Krasovskii 泛函稳定性方法的保守性. 尤

其是被分割时滞为时滞区间的中间值, 而不是时滞下界, 克

服了当时滞下界为零时没有时滞划分的缺陷, 同时泛函中的

矩阵变量数目较少, 一定程度克服了因为时滞分割带来的计

算负担. 最后研究了一类不确定时变时滞系统的鲁棒 H∞ 控

制问题, 给出一种带记忆状态的反馈控制器, 实例表明了该

法的有效性.
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