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求解约束优化问题的文化算法研究

黄海燕 1 顾幸生 1 刘漫丹 1

摘 要 文化算法的主要思想是明确地从进化种群中获得求解问题的

知识 (即信念) 并用于指导搜索过程. 本文提出了一种基于多层信念空间

的文化算法, 该算法通过对多层信念空间的择优选用将提取的知识用于

提高进化计算性能来解决约束优化问题. 应用实例表明该算法具有较好

的结果和较少的计算量.
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Abstract The key idea behind cultural algorithm (CA) is

to explicitly acquire problem-solving knowledge (beliefs) from

the evolving population and in return apply that knowledge to

guide the search. In this paper, we propose a CA based on mul-

tilayer belief spaces that selects the best belief space from the

multilayer belief spaces so as to apply the extracted knowledge

to improve the performance of evolutionary algorithm used for

constrained optimization. Examples show that the algorithm

produces highly competitive results at a relatively low compu-

tational cost.

Key words Cultural algorithm, constrained optimization,

multilayer belief spaces

1 引言

文化算法作为一种新的进化算法是由 Reynolds 于 1994

年提出的[1]. 社会研究人员认为文化是一种将个人以往的经

验保存于其中的知识库, 新的个人可以在知识库中学到他没

有直接经历的经验知识. 虽然以往的进化计算在许多问题上

取得了较好的成绩, 但其研究还只是集中在生物自然选择这

一层面上, 而文化算法则提供了一种显性的机制来获取、保

存和整合问题求解的知识使种群进化速度超越单纯依靠生物

基因遗传的进化速度[2]. 目前对文化算法的研究已成为计算

智能研究的热点, 如文献 [3] 提出了一种局部搜索和文化算

法相结合来解决优化问题, 文献 [4] 对文化算法中的知识学

习和社会群体进行了研究, 另外还有采用传统进化计算结合

文化算法的文献 [5, 6], 并在一些问题上取得了比传统进化算

法更好的结果[7∼9].

一般的约束优化问题如式 (1)所示

minf(XXX), XXXXXXXXX = (x1, x2, · · · , xm) ∈ RRRm

s.t. h(XXXXXXXXX) = 0, g(XXXXXXXXX) ≤ 0
(1)
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上式中, h(XXXXXXXXX) 代表一组等式约束, g(XXXXXXXXX) 代表一组不等式约

束, 由于约束条件的限制, 这类问题尽管在生产中经常存在,

但却难以求解. 本文深入分析了约束优化问题的特点并与文

化算法的优点相结合, 提出了基于多层信念空间的文化算法

流程, 经过函数测试比较和丁烯烷化模型的实际应用结果,

显示本文的方法具有较少的计算量及较高的搜索效率.

2 文化算法原理简介

文化算法的框架是由种群空间 (Population space)和信

念空间 (Belief space)两部分组成的, 如图 1 所示, 前者是基

于传统种群的进化；后者是基于信念文化的进化, 用于知识

经验的形成、储存和传播.两者相对独立但又相互联系.其中,

函数 accept()用于搜集优秀个体的经验知识；influence()利

用解决问题的知识指导种群空间的进化；update()用于更新

信念空间；generate()是群体操作函数使个体空间得到进化；

函数 select()根据规则从新生成个体中选择一部分个体作为

下代个体的父辈. 文化算法的基本伪代码如下[10]：
Begin

t = 0；

Initialize Population POP(t)；

Initialize Belief Space BLF(t)；

Repeat

Evaluate Population POP(t)；

Update(BLF(t), Accept(POP(t)))；

Variation(POP(t)), Influence(BLF(t)))；

t=t+1；

Select(POP(t)from POP(t-1))；

Until termination condition achieved

End

图 1 文化算法框架

Fig. 1 The framework of culture algorithm

3 基于多层信念空间的文化算法设计

Reynolds, Chung 和 Jin 对全局优化问题已经采用文化

算法并取得较好的结果[4, 11, 12]. 他们先后提出了区间模式

(Interval schemata)和区域模式 (Regional-based schemata)

来表达问题的约束知识, 如图 2 所示, 以两个自变量的约束

优化问题为例, 解的域是二维平面内的某个区域, 在搜索过

程中提取一个最有可能产生优秀个体的区域, 区域内的曲线
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表示约束边界, 内部为不可行区域, 外部为可行区域, 把整个

区域划分为许多子域称为信念细胞, 其中白色和黑色的信念

细胞分别属于可行域和不可行域, 灰色信念细胞属于半可行

域, 如图 2 (b) 所示. 该区域的边界和内部的约束知识被作为

信念保存下来指导以后的搜索. 我们希望在可行域和半可行

域内产生更多的个体而不可行域内则抑制产生. 目前许多传

统进化计算结合文化算法来求解约束优化问题的文献相继出

现[5, 6, 10], 但都是基于单层信念空间的叠代, 且前后信念空

间没有优劣之分, 这样当更新后的信念空间比原来差时就容

易陷入局部极值. 因此本文提出在文化算法中建立多层信念

空间, 并根据一定的择优原则选出最优的信念空间来指导以

后的搜索, 这样做的优点在于优秀的信念知识总是被择优保

存下来, 避免进入过早收敛. 此外在接受函数和影响函数的

设计上也在前人的基础上作了改进.

图 2 区域内约束知识的表达

Fig. 2 The expression of constraint knowledge in a region

3.1 多层信念空间的初始化

本文中将多层信念空间定义为 〈NH [j], CH [q], BH [k]〉,
H 表示第 H 层信念空间 (以下类同), H = 1, 2, · · · , Z, Z

为信念空间的层数, NH [j] 用来储存最能产生优秀个体的区

域 (称为优胜区域) 的信息, NH [j] 中包含 〈IH
j , Lt,H

j , U t,H
j 〉

三个参数, j = 1, 2, · · · , n, n 表示自变量的个数, t 表

示第 t 代, 其中参数 IH
j 表示第 j 个自变量的优胜区间,

IH
j = [lt,Hj , ut,H

j ] = {xt,H
i,j |lt,Hj ≤ xt,H

i,j ≤ ut,H
j , xt,H

i,j ∈
RRR}, xt,H

i,j 表示第 t 代从接受函数选出的第 i 个优秀个

体第 j 个自变量, i = 1, · · · , naccepted, naccepted 是优

秀个体的数目, IH
j 初始时设置为变量的定义域, 以后

在迭代中不断调整, Lt,H
j 、U t,H

j 分别表示第 t 代第 j

个自变量的下限、上限对应的适应值；CH [q] 中包含

ClassH
q , Cnt1H

q , Cnt2H
q , P H

q , PosH
q , CsizeH

q 六个参数, q =

1, 2, · · · , m, m 表示信念细胞的个数, ClassH
q 表示第 H 层

信念空间第 q 个信念细胞的类型, Cnt1H
q 、Cnt2H

q 分别用

于统计信念细胞内满足和不满足约束条件的个体数目, 初

始化为 0. P H
q 表示信念细胞产生优秀个体的概率, 不同

类型的信念细胞有不同的概率, PosH
q 表示信念细胞坐标

的起始位置, CsizeH
q 表示信念细胞的大小; BH [k] 中包含

objH(XXXXXXXXXH
k ),XXXXXXXXXH

k 两个参数, objH(XXXXXXXXXH
k )、XXXXXXXXXH

k 分别记录种群经

k 代后产生的最佳适应值及其对应的个体.

3.2 接受函数 (Acceptance function)

信念空间中参数的形成和更新是对从种群中选出的适应

值优秀的个体群进行统计而得到的, 本文认为随着叠代次数

的增加, 如果每代产生的适应值比前面的更好则减少选取优

秀个体的数目, 如果不变则保持原数目, 结果更差则增加数

目, 该方法是在 Saleem 等人[13] 方法的基础上作了改进, 本

文中接受函数选出的优秀个体数目由式 (2) 得到

naccepted = %p ∗ popsize +
h ∗ (1−%p) ∗ popsize

g
(2)

这里, popsize 表示种群内个体数目, %p 是根据需要而定的

概率, 一般建议选 0.2, g 是代数 (Generation counter), h 是

扩大倍数, 当适应值结果在最近的 p 代中变好或没有变化时

h = 1; 当结果变差时 h = 2, 即增加选取个体数目. 这样使得

随着代数的增加适应值越来越好时就逐渐减少计算量, 减少

搜索时间, 当适应值不理想时又能够增加个体数目来弥补.

3.3 多层信念空间的更新

多层信念空间的主要思想是在进化过程中同时保留具有

最佳适应值记录的前 Z 层信念空间, 实行分层管理, 而每次

通过影响函数指导进化的只有一层信念空间, 该层信念空间

是在这 Z 层当中通过一定的评价函数来择优选出, 这种“多

层空间、择优选用”的策略比以往只有单层信念空间的叠代

更趋完善. 因为优秀信念知识不会被“劣质”的信念叠代, 当

新的信念空间产生时须通过严格的筛选才能启用, 这样做能

够更加准确地接近最优解, 而流程上只是增加了评价选优这

个环节, 因此计算量增加很少. 图 3 为多层信念空间的文化

算法示意图.

多层信念空间的更新包括两部分：

a) 当前的信念空间根据更新规则产生新的信念空间；

b) 新的信念空间与已有的 Z 层信念空间经评价函数选

出最佳的信念空间来指导种群进化, 同时去掉最差的, 使信

念空间仍保持 Z 层.

图 3 基于多层信念空间的文化算法框架

Fig. 3 The framework of culture algorithm based on

multilayer belief spaces

3.3.1 信念空间中优胜区域的更新规则

假设第 H 层信念空间中第 i个优秀个体决定优胜区域

中第 j 个自变量的下限, 而第 i′ 个优秀个体则决定其上限.
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更新规则如式 (3)∼ (6)所示

lt+1,H
j =





xt,H
i,j , 若 xt,H

i,j ≤ lt,Hj 或 obj(xt,H
i ) < Lt,H

j

lt,Hj , 否则

(3)

Lt+1,H
j =





obj(xt,H
i ), 若 xt,H

i,j ≤ lt,Hj 或 obj(xt,H
i ) < Lt,H

j

Lt,H
j , 否则

(4)

ut+1,H
j =





xt,H
i′,j , 若 xt,H

i′,j ≥ ut,H
j 或 obj(xt,H

i′ ) < U t,H
j

ut,H
j , 否则

(5)

U t+1,H
j =





obj(xt,H
i′ ), 若 xt,H

i′,j ≥ ut,H
j 或 obj(xt,H

i′ ) < U t,H
j

U t,H
j , 否则

(6)

上式中, xt,H
i,j 和 xt,H

i′,j 分别表示第 H 层第 t 代第 i 和 i′ 个

优秀个体的第 j 个自变量, lt+1,H
j 和 Lt+1,H

j 表示第 H 层

第 t 代优秀个体中第 j 个自变量的下限和其适应值, 类似地,

ut+1,H
j 和 U t+1,H

j 表示第 j 个自变量的上限和其适应值.

3.3.2 信念空间中约束知识的更新规则

当优胜区域被界定之后, 将其划分为众多规则的子域

即信念细胞. 这些信念细胞有的满足约束条件, 有的不满

足. 种群中的个体分布在各个细胞内, 若第 H 层信念空间中

第 q 个信念细胞内可行解和不可行解的统计数目由计数器

Cnt1H
q , Cnt2H

q 来记录, 则细胞类型 ClassH
q 和计数器之间

的关系如式 (7) 所示

ClassH
q =





unknown, 若 Cnt1H
q = 0 且 Cnt2H

q = 0

feasible, 若 Cnt1H
q > 0 且 Cnt2H

q = 0

unfeasible, 若 Cnt1H
q = 0 且 Cnt2H

q > 0

semifeasible, 若 Cnt1H
q > 0 且 Cnt2H

q > 0

(7)

细胞产生优秀个体的概率 P H
q 随着细胞类型的改变而更

新. PosH
q 、CsizeH

q 由划分信念细胞的规则或者优胜区域的

变化来更新；BH [k] 随着每一代优秀个体的产生自动更新.

3.3.3 多层信念空间的评价和选择

本文首先从多层信念空间每层的最佳记录中

进行适应值比较, 假设经比较得到最优、次优和最

差的适应值记录的信念空间分别为第 H、 V、W

层, 则 各 层 的 最 佳 适 应 值 和 对 应 的 个 体 分 别 为

objH(XXXH
kh

)、XXXH
kh
；objV (XXXV

kv
)、XXXV

kv
；objW (XXXW

kw
)、XXXW

kw
.

则将最佳的第 H 层信念空间中相关信息经 (8), (9) 两式调

整作为当前的信念空间来指导以后的搜索, 式中 α、β 是两

个调整参数, 本文中均选为 0.5, 也可以根据情况调整, 同时

将最差的第W 层信念空间从多层空间中除去. lt,Hj 、ut,H
j 分

别表示第 H 层信念空间中最终保留的经 t 代后第 j 个自变

量对应的下界和上界, 其余符号类同.

lt,Hj =





lt,Hj , 若 lt,Hj ≤ lt,Vj

lt,Hj + α ∗ (lt,Hj − lt,Vj ), 若 lt,Hj > lt,Vj

(8)

ut,H
j =





ut,H
j , 若 ut,H

j ≥ ut,V
j

ut,H
j + β ∗ (ut,H

j − ut,V
j ), 若 ut,H

j < ut,V
j

(9)

3.4 影响函数 (Influence function)

本文中采用基于多层信念空间的文化算法结合进化规划

(CAEP), 采用影响函数来指导进化规划的变异操作主要有

两种情况.

1) 父个体在信念空间所界定的优胜区域之外. 我们希望

能够向优胜区域靠拢, 变异操作如式 (10), (11) 所示

xt+1,H
i′′, j = xt,H

i′′, j + |(ut,H
j − lt,Hj ) · rand(1)|,

若 xt,H
i′′, j < lt,Hj

(10)

xt+1,H
i′′, j = xt,H

i′′, j − |(ut,H
j − lt,Hj ) · rand(1)|,

若 xt,H
i′′, j > ut,H

j

(11)

其中, xt,H
i′′, j 表示被选中的第 H 层信念空间第 t 代种群中第

i 个个体的第 j 个自变量, i′′ = 1, · · · , popsize, popsize 表示

种群内个体数目, lt,Hj 和 ut,H
j 代表第 j 个自变量的下限和上

限, rand() 表示 0∼1 之间的随机函数.

2) 父个体在优胜区域之内也分为两种情况, 对于可行域

和半可行域内的个体让其继续在区域内或附近变异；对于不

可行域内则将其按一定的概率向四种类型细胞内迁移, 概率

大小根据四种类型细胞产生优秀个体的可能性来确定. 具体

过程如式 (12) 所示

xt+1,H
i,j =





moveTo(choose(Cell[m])), 若 xt,H
i′′,j ∈ unfeasible

xt,H
i′′,j + b

mj
· (ut,H

j − lt,Hj ) · rand (1), 否则

(12)

式中, mj 是对应第 j 个自变量的信念细胞个数, b 是位置参

数, 根据信念细胞的大小而定, choose() 是根据不同细胞的

概率采用轮盘赌方法选择目标细胞. moveTo() 是一个迁移

函数, 即将属于不可行域的父个体迁往被选出的目标细胞产

生后代.

综上, 本文中提出的基于多层信念空间求解约束优化问

题的文化算法流程如下：

Step 1. k = 0;

Step 2. 初始化种群空间和相关参数；

Step 3. 初始化多层信念空间 〈NH , CH , BH〉；
Step 4. 评价个体适应值, 符合要求结束, 否则往下执

行；

Step 5. 更新多层信念空间

a) 当前信念空间的更新；

b) 多层信念空间评价、选优产生最佳的信念

空间；

Step 6. 根据信念知识父个体通过影响函数产生后代；

Step 7. k = k + 1；
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Step 8. 通过接受函数从种群空间选出优秀个体；

Step 9. 转到 Step 4, 直到满足终止条件.

4 性能测试

为了验证算法的有效性, 我们选取几个具有代表性的例

子[14] 来进行验证.

Min f1(XXX) =
sin3(2πx1)sin

3(2πx2)

x3
1(x1 + x2)

s.t. : g1 = x2
1 − x2 + 1 ≤ 0

g2 = 1− x1 + (x2 − 4)2 ≤ 0

0 ≤ x2 ≤ 10, 0 ≤ x1 ≤ 10

(13)

Min f2(XXX) = x2
1 + (x2 − 1)2

s.t. : h(XXX) = x2 − x2
1 = 0,

−1 ≤ x1 ≤ 1,−1 ≤ x2 ≤ 1

(14)

Min f3(XXX) = 5.3578547x2
3 + 0.8356891x1x5+

37.293239x1 − 40792.141

s.t. : g1 = 85.334407 + 0.0056858x2x5+

0.0006262x1x4 − 0.0022053x3x5−
92 ≤ 0

g2 = −85.334407− 0.0056858x2x5−
0.0006260x1x4 + 0.0022053x3x5 ≤ 0

g3 = 80.51249 + 0.0071317x2x5+

0.0029955x1x2 + 0.0021813x2
3−

110 ≤ 0

g4 = −80.51249− 0.0071317x2x5−
0.0029955x1x2 − 0.0021813x2

3 + 90 ≤ 0

g5 = 9.300961 + 0.0047026x3x5+

0.0012547x1x3 + 0.0019085x3x4−
25 ≤ 0

g6 = −9.300961− 0.0047026x3x5−
0.0012547x1x3 − 0.0019085x3x4+

20 ≤ 0

78 ≤ x1 ≤ 102, 33 ≤ x2 ≤ 45, 27 ≤ xi ≤ 45 (i = 3, 4, 5)

(15)

上述例子采用本文提出的 CAEP 对其进行求解, 采用

3 层信念空间、种群规模 50、最大代数 1 000、α 和 β 均取

0.5、%p 取 0.2, 现将我们的结果与Koziel 和Michalewicz 提

出的方法[15] 进行比较,后者是进化算法中处理约束优化问题

较为有效和前沿的一种方法. 如下页表 1 所示, 采用 Koziel

和 Michalewicz 的方法需要对适应值函数进行 1 400 000 次

计算, 而本文的方法只需计算 50 050 次即可, 相比之下计算

量大大减少, 且所得结果相对较好, 主要原因在于我们在进

化过程中提取了求解问题的约束知识, 找到了能产生优秀个

体的区域来指导进化的过程, 从而避免不满足约束条件和适

应值情况差的区域的搜索, 将搜索非常迅速地集中到满足约

束条件的优胜区域上.

5 CAEP 用于丁烯烷化过程的约束优化

将 CAEP 应用于丁烯烷化过程的约束优化. 过程流程

如图 4 所示. 先将含 100% 丁烯的烯烃进料、循环纯异丁

烷、100% 的异丁烷补充流和新鲜的酸催化剂引入反应器, 再

将废酸从反应器内移走, 反应产物还将通过分离器使异丁烷

与烷基化物分离[16]. Adjiman[16] 等为该过程建立了以收益

最大为目标的优化模型, 如式 (16) 所示, x1 为烯烃流速 (桶

／天), x2 为酸添加速率 (千磅／天), x3 为烷基化物产率 (桶

／天), x4 为酸强度 (质量分数), x5 为马达法辛烷值, x6 为

异丁烷补充流与烯烃的比率, x7 为 F-4 性能值, Profit 为

收益最大值. 文献 [16] 采用基于 α 的分支定界法 (α -based

branch and bound, αBB) 对其求解, αBB 是一种确定性的

全局优化算法. 但参数较难确定, 且搜索时间很长. 此后文献

[17] 采用连续约束蚁群优化算法 (Constrainted ant colony

system, CACS) 又对该模型进行了求解.

图 4 丁烯烷化流程图

Fig. 4 Alkylation process flowsheet

本文应用 CAEP 对其进行求解, 采用 4 层信念空间、种

群规模 50、最大代数 1 000、α 和 β 均取 0.5、%p 取 0.2, 图

5(见下页) 为式 (16) 对应目标函数的收敛曲线. 表 2 (见下

页) 列出了三种方法的运行结果 (另两种方法数据分别取自

文献 [16]、[17]), 包括所得的最优解, 相应的对关键约束条件

g1、g3、g6 的违反情况, 以及最优值的统计结果. 由表 2 可见,

采用 CAEP 得到的最优解求得的收益最大值比采用 αBB 和

CACS 所得的收益最大值 (pb) 和其统计结果即收益最大值

的平均值 (pa) 更好, 对于关键约束条件 g1、g3、g6 采用本文

提出的 CAEP 能够全部满足, 采用 CACS 不满足约束条件

g3, 而 αBB 则严重违反了约束条件 g6; 表 2 中, CAEP 采用

的最大代数为 1 000, 而 CACS 采用的最大代数为 2 000, 因

此计算量大大减少. CAEP 对约束优化问题的实用性、高效

性和全局优化性能均令人满意.
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表 1 KM 和 CAEP 的结果比较

Table 1 Comparison of results by KM and CAEP

Function Exact optimum Best (CAEP) Best (KM) Average (CAEP) Average (KM) Worst (CAEP) Worst (KM)

f1 -0.095 825 -0.095 825 -0.095 345 6 -0.095 345 6 -0.089 156 8 -0.091 240 1 -0.029 143 8

f2 0.75 0.75 0.75 0.763 846 6 0.75 0.821 033 1 0.75

f3 -30 665.539 -30 665.1 -30 664.5 -30 657.1 -30 655.3 -30 607.8 -30 645.9

表 2 αBB, CACS 和 CAEP 的结果比较

Table 2 Comparison of results by αBB, CACS and CAEP

Method x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 g1 g3 g6 pb pa

CAEP 1 699.8 53.321 3 033.1 90.225 95.00 10.485 154.53 -1.216 4 -0.985 3 −2.241 5 · 105 1 777.1 1 776.3

CACS 1 700.6 54.346 3 033.2 90.183 94.999 10.51 153.53 -0.644 4.588 7 -2 080 1 776.6 1 775.1

αBB 1 698.2 53.66 3 031.3 90.11 95.00 10.50 153.53 0.016 5 4.752 1 1 727.9 1 772.8 -

Profit = −min (1.715x1 + 0.035x1x6 +

4.0565x3 − 10.0x2 − 0.063x3x5)

s.t. : g1 = 0.0059553571x2
6x1 + 0.88392857x3 −

0.1175625x6x1 − x1 < 0

g2 = 1.1088x1 + 0.1303533x1x6 −
0.0066033x1x

2
6 − x3 < 0

g3 = 6.66173269x2
6 + 172.39878x5 −

56.596669x4 − 191.20592x6 − 104 < 0

g4 = 1.08702x6 + 0.32175x4 − 0.03762x2
6 −

x5 + 56.85075 < 0

g5 = 0.006198x7x4x3 + 2462.3121x2 −
25.125634x2x4 − x3x4 < 0

g6 = 161.18996x3x4 + 5000.0x2x4 −
489510.0x2 − x3x4x7 < 0

g7 = 0.33x7 − x5 + 44.333333 < 0

g8 = 0.0225565x5 − 0.007595x7 < 1

g9 = 0.00061x3 − 0.0005x1 < 1

g10 = 0.819672x1 − x3 + 0.819672 < 0

g11 = 24500.0x2 − 250.0x2x4 − x3x4 < 0

g12 = 1020.4082x4x2 + 1.2244898x3x4 − 105x2 < 0

g13 = 6.25x1x6 + 6.25x1 − 7.625x3 − 105 < 0

g14 = 1.22x3 − x6x1 − x1 + 1 < 0

1500 < x1 < 2000, 1 < x2 < 120, 3000 < x3 < 3500

85 < x4 < 93, 90 < x5 < 95, 3 < x6 < 12, 145 < x7 < 1620

(16)

图 5 目标函数的收敛曲线

Fig. 5 Curve of convergence for objective function

6 结论

本文提出了一种基于多层信念空间的文化算法, 并结合

进化规划的算法流程来解决约束优化问题. 将 CAEP 应用于

3 个典型的约束优化测试问题, 结果表明这种算法具有较好

的结果和相对少的计算量；将 CAEP 应用于丁烯烷化过程

取得了令人满意的结果, 进一步表明了该算法对约束优化问

题的适用性和全局优化性能.

文化算法作为一种新的进化算法仿佛为传统的进化计算

提供了指路的明灯, 它可以从进化的过程中提取相关的知识

信念来指导搜索, 避免多走 “弯路”, 从而大大提高搜索效率.

文化算法到目前为止还未形成完整的体系结构, 尚需要不断

完善. 特别当自变量的维数不断增多, 约束条件更加复杂时,

知识的统计、提取和储存方法等均是急需解决的问题.
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