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基于半Markov决策过程的劣化系统

检测与维修优化模型

程志君 1 郭 波 1

摘 要 针对系统劣化阶段持续时间、检测间隔时间和维修时间都服从

一般分布的情况, 提出了一类基于半马氏决策过程的劣化系统检测与维

修优化模型. 利用位相型分布近似一般分布简化了求解过程, 并提出了

相应的改进值迭代算法. 最后通过算例验证了模型与迭代算法的可行性.
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Optimization of Inspection and
Maintenance Policy for Deteriorating
System with Semi-Markov Decision

Process

CHENG Zhi-Jun1 GUO Bo1

Abstract The optimal model of inspection and maintenance

for the deteriorating system is presented with the semi-Markov

decision process. And the phase-type approach is proposed to

preserve the analytical tractability of the transition probability

matrix. To solve the problem that the PH distribution changes

the state space of the system, the value iteration algorithm for

the semi-Markov decision process is improved to get the optimal

inspection and maintenance policy. Finally the numerical exam-

ple is put forward to illustrate the implementation of the model

and iteration algorithm.
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1 引言

系统失效会造成经济上的巨大损失, 因此为了减少系统

在使用过程中失效的可能性, 预防性维修被广泛地采用. 预

防性维修是指利用一种或一系列的维修作业, 发现或排除某

一隐蔽或潜在故障, 防止潜在故障发展成功能故障. 它对于

提高系统的使用效能至关重要.

一般来说, 预防性维修分为两种：基于时间和基于状态

的预防性维修. 在实际工作中, 大部分系统都服从劣化失效

规律, 即随工作时间的延长性能逐渐下降, 直到不能满足工

作需要而失效. 如果能根据系统的实际工作状况采取一定的

预防性措施, 就能延长系统的使用寿命, 避免失效带来的巨

大损失.那么对于这类系统来说,基于状态的预防性维修更加

有效,其主要思想是通过检测获知系统状态信息,并据此制定

相应的维修策略.近年来,状态维修的相关工作引起了许多研

究者的关注. Pierskalla和 Voelker[1]、Sherif和 Smith[2]、

Valdez-Flores和 Feldman[3]、Wang[4] 先后对这一领域的相

关研究进行了总结讨论. 由这些文献分析可知, 劣化系统的

状态维修研究建立在对应状态描述模型的基础上. 目前劣化

系统的状态描述模型主要有两大类：一类假设运行过程中系
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统状态连续变化, 如 Levy 过程、随机参数回归模型等[5,6]；

一类假设运行过程中系统状态是离散的, 比较典型的是马尔

科夫或半马氏过程模型[7∼9]. 后者更易于解析处理, 因此目

前以此为基础的维修优化研究较多, 但仍存在一些问题. 研

究者为了能获得比较好的解析结果, 一般假设系统在不同劣

化阶段的停留时间、维修时间和检测间隔时间等都服从指数

分布, 那么系统相邻两个劣化阶段的转移率为常数, 直接利

用 Markov过程建立维修优化模型. 但在实际工作中, 这一

假设是不合理的. 为此有人提出将马氏过程扩展, 利用半马

氏过程描述系统劣化率随时间变化的情况[7,8], 但对应的求

解过程非常复杂. 为了解决这一问题, 有些研究者采用位相

型 (Phase type, PH) 分布对一般分布进行拟合, 利用 PH分

布良好的计算特性简化求解[9]. 但是这些工作仅考虑系统维

修策略的优化, 忽略了检测策略的分析.

针对上述问题, 本文提出了一类基于半马氏决策过程的

劣化系统维修优化模型. 利用 PH分布拟合一般分布, 简化

了半马氏决策过程的求解, 但考虑到 PH拟合后系统状态空

间的变化, 对半马氏决策过程的迭代算法进行了相应的改进,

以适应实际系统维修优化的需要.

2 系统假设与分析

系统假设如下：

1)系统随工作时间的延长性能逐渐劣化, 并最终不满足

工作需要而失效. 在系统失效前, 可以根据系统状态对其进

行预防性维修, 延长系统的使用寿命.

2)系统性能用某些特征参数 (如磨损量、滑油粒子浓度、

电压等) 表征, 这些参数能够通过检测手段获得. 将系统从

开始工作到失效这一过程划分为 n + 1个劣化阶段, 当检测

发现特征参数值处于划定的范围内, 则系统处于相应的劣

化阶段. 那么不妨用劣化阶段来对应系统的不同工作状态,

则 1, 2, · · · , n 对应系统性能逐渐劣化但仍保持工作的状态,

n + 1对应系统失效状态. 同时假设系统在每个劣化阶段的

停留时间服从一般分布.

3)系统开始正常工作后, 考虑到检测技术和费用的限制,

不采用连续监测的方式, 而是每隔一定时间对系统状态进行

检测, 检测间隔时间服从一般分布. 假设通过检测能完全确

定系统所处的工作状态, 同时系统的失效状态不需检测即可

获知, 且一旦系统失效即进行修复性维修或更换, 系统返回

到最初工作状态.

4)修复性维修由系统失效时间决定, 那么在每个检测点,

需要进行两方面的决策：一是根据检测信息确定系统处于何

种工作状态, 是否需要进行预防性维修；二是确定下一次检

测的合适时机, 即当前状态对应的检测间隔时间.

5)系统的预防性维修时间、费用与系统状态相关, 维修

能使系统恢复如新. 考虑到实际情况, 一般随劣化程度的加

深, 维修时间和费用也会逐渐提高.

6)进行维修或检测时, 系统停止工作, 同时也不会继续

劣化, 但停机会造成一定的损失.

7)系统的优化目标是：长期运行条件下的平均费用率最

低.

系统变量声明：

i：系统劣化阶段序号, 对应系统不同工作状态;

Gi (t)：系统在状态 i停留时间分布;

ρi (t)：状态 i对应的检测时间间隔;

Fd (t)：检测所需时间分布;

FMi (t)：状态 i时进行预防性维修所需时间分布;

FR (t)：系统进行修复性维修所需时间分布;
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CM：系统因预防性维修停机时的损失率;

Cd：系统因检测停机时的损失率;

CR：系统因修复性维修停机时的损失率;

C′d：系统检测费用;

C′Mi：状态 i时进行预防性维修费用;

C′R：系统修复性维修费用.

由假设 3) 知, 由于需要在一系列的离散检测点

{t1, t2, · · · , tk}, k ∈ N 进行决策, 本文拟采用半马氏决策

过程解决这一问题.

3 模型的分析与求解

半马氏决策过程 (Semi-Markov decision processes,

SMDP) 一般由六重组构成[10]

{S, A(i), pij(a), T (|i, a, j), r(i, a, j, t), V, i, j ∈ S, a ∈ A(i)}

那么系统决策模型对应的六重组的具体形式如下：

S 是系统所有可能状态组成的非空集合, 即系统的状态

空间, 且 S = {1, 2, · · · , n + 1}. A (i)是在状态 i (i ∈ S)可用

的决策集. 若定义变量

a =

{
0 继续工作

1 维修

则由系统假设知, 决策变量为二元组合 (a, ρi (t)), 对应

的决策集为 {(0, ρi), (1, ρ1)}, i ∈ S. 相应的转移概率应为

pij(a, ρi), 它不仅与系统劣化造成的状态转移有关, 而且还受

选择策略的影响, 因此是半马氏决策模型分析中的难点, 具

体求解过程将在 3.3 节中详细讨论. T (|i, a, j)和 r(i, a, j, t)

分别对应转移时间和转移报酬, 都依赖于当前状态 i, 采取的

策略 a 和下一阶段的状态 j. V 是决策准则, 由假设条件 7)

知采用平均准则, 即若 N 代表决策阶段, 则当 N → ∞时系
统平均收益最大, 这里是系统运行所需的平均费用最低. 由

于采用平均准则, 由文献 [10] 中引理 6.2.2可知, 上述半马氏

决策过程可以转化为等价形式

{S, A (i) , pij(a, ρi), τ (i, (a, ρi)) , r(i, (a, ρi)), V }

其中 τ (i, (a, ρi)) 和 r(i, (a, ρi)) 分别对应在状态 i 选择策

略 (a, ρi) 到下一次决策点的时间和费用. 下面将分析确定

pij(a, ρi), τ (i, (a, ρi))和 r(i, (a, ρi))的具体形式.

3.1 转移概率矩阵的求解

令 Yn, n ∈ N = {0, 1, · · · }为第 n个决策阶段系统所处

的劣化阶段, 则半马氏决策过程的转移矩阵为





P {Yn+1 = j|Yn = i, An = (a, ρi (t))} =



∫∞
0

P̃ij (t) dρi (t), a = 0
∫∞
0

P̃1j (t) dρi (t) , a = 1
i ∈ {S/n + 1}, j ∈ S

P {Yn+1 = n + 1|Yn = i, An = (a, ρi (t))} =

∫∞
0

[1− ρi (t)] dP̃i,n+1 (t) i ∈ S

(1)
其中 P̃ij (t) = {Yn+1 = j, Tn+1 − Tn > t|Yn = i}, 即未采取
任何维修措施时, 由系统性能不断劣化造成的转移概率. 根

据假设条件, 系统在每个劣化状态的停留时间不为零, 那么

满足马氏过程的正则性条件, 其转移概率可由 Kolmogorov′s
前进/后退方程求得





dP̃ij (t)

dt
= −λj (t) P̃ij (t) +

∑
k 6=j

λkj (t) P̃ik (t)

dP̃ij (t)

dt
= −λi (t) P̃ij (t) +

∑
k 6=i

λik (t) P̃kj (t)

(2)

本文假设系统在每个劣化阶段的停留时间服从一般分

布, 则状态转移率 λ(t) 与时间相关, 不为常数, 因此微分方

程组 (2)无法获得解析表达式, 对应 pij(a, ρi)的求解也将变

得非常困难, 而且误差较大. 为了解决这一问题, 我们引入了

PH 分布. PH分布是指数分布的自然推广, 保持了指数分布

易于处理的优点, 并且对可靠性中的运算封闭, 在非负随机

变量相应的分布中稠密 (相关的特性详见文献 [11, 12]). 用

PH 分布拟合系统状态停留时间的一般分布, 然后利用 PH

分布良好的特性求解.

3.2 PH分布拟合与系统状态扩展

设系统处于状态 i的时间服从 (α, T )的 ki 阶 PH分布,

那么系统的状态空间在原有基础上扩展为

S : {1, 2, · · · , n + 1} → S′ : {1, 2, · · · , N + 1}

其中 N + 1 =
∑

i∈S ki + 1.若将状态集 S′ 分为若干个子集,

则有

s′i =

{
i−1∑
j=1

kj + 1, · · · ,

i∑
j=1

kj

}

其中 i ∈ S/n+1, s′n+1 = N +1.那么每个子集中包含的状态

是原有状态集中每个状态由 PH分布扩展后所得, 因此子集

中每个状态对应的策略和报酬是相同的. 同时经 PH分布拟

合后, 状态集扩展, 相应的半马氏决策过程其它元素也会发

生变化. 决策集 A(i) = {(a, ρj)}, j ∈ S′, 其中 ρj 对应状态

集 S′中状态 j对应的检测间隔时间分布, 且满足 ∀j ∈ S′, ρj

相同. 转移概率 pij(a, ρi) 同样可用式 (1) 得到 (式中 P̃ij(t)

的具体求解过程见附录), 但状态集合变为 S′.在现有的决策
点选择策略后, 到下一决策点的平均时间 τ (i, (a, ρi))和费用

r (i, (a, ρi))的具体表达式见式 (3) 和 (4).

τ (i, (a, ρi)) =





∫∞
0

(1− Pi,N+1 (t)) (1− ρi (t)) dt +
∫∞
0

(1− Fd (t)) dt 1 ≤ i ≤ N, a = 0
∫∞
0

(1− P1,N+1 (t)) (1− ρi (t)) dt +
∫∞
0

(1− Fd (t)) dt +
∫∞
0

(1− FMi (t))dt 1 ≤ i ≤ N, a = 1
∫∞
0

(1− P1,N+1 (t)) (1− ρi (t)) dt +
∫∞
0

(1− FR (t))dt i = N + 1

(3)
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3.3 半马氏决策模型最优方程求解算法

根据式 (1)∼(4)及半马氏决策过程原理[10], PH 分布拟

合后, 半马氏决策模型对应的最优方程为

v(i)= min
(a,ρi)∈A

{r(i,(a, ρi))−gτ(i,(a, ρi))+
∑

j∈S′
pij(a, ρi)v(j)}

一般来说, 为了求解 SMDP的最优方程, 可以考虑将其转化

为离散时间马氏决策过程 (Discrete time Markov decision

process, DTMDP), 然后利用DTMDP相应迭代算法来进行

求解. 参照文献 [10], 给出以下的转化方法

令 λ = supi∈S′ τ
−1 (i, (a, ρi)) , τ = 1/λ, 显然 λ < ∞.

那么令

p′ij (a, ρi) =
τ [pij (a, ρi)− δij ]

τ (i, (a, ρi))
+ δij

r′ (i, (a, ρi)) =
r (i, (a, ρi))

τ (i, (a, ρi))

其中 δij =

{
1, i = j

0, i 6= j
, i, j ∈ S′. 通过上述变换, 就将

SMDP 转化为 DTMDP, 可以采用 DTMDP 相应的迭代算

法进行求解, 这里采用值迭代算法. 但考虑到扩展后的状态

集并不是实际系统经历的状态, 经 PH拟合后原有状态由连

续变化的位相组合替代,即扩展后状态集中的元素是位相,不

具有实际的物理意义. 而直接利用现有迭代算法[10] 只能针

对扩展后的位相集进行优化. 因此在迭代过程时, 需要对算

法进行相应的调整, 使最终结果为能反映系统实际状态的最

佳策略. 调整后的值迭代算法如下：

步骤 1. 令 n = 0, ε > 0, 选择一个初值 V0 (t). 首先

∀j ∈ s′i, s′i ∈ S′, i ∈ {1, 2, · · · , n + 1}, 选择策略 f0, 使得

f0(j) = arg min
(aj ,ρj)

{
∑

j∈s′i

r′(j, (aj , ρj))}

且同时满足 ∀j ∈ s′i, f0(j) 相同, 然后令 0 ≤ V0(j) ≤
r′(j, f0), j ∈ S′;
步骤 2. 选择 fn+1, 使得 ∀j ∈ s′i, s′i ∈ S′, i ∈

{1, 2, · · · , n + 1}, 都满足以下关系式

fn+1(j) = arg min
A





∑

j∈s′i

(r′(j, fn(j)) +
∑

k∈S′
p′jkVn−1(k))





且同时满足 ∀j ∈ s′i, 有 fn+1(j)相同;

步骤 3. 令 Vn+1 = r′f(n+1) + P ′f(n+1)Vn, 这里对于

j ∈ s′i, fn+1 相同；

步骤 4. 若 sp (Vn+1 − Vn) < ε, 则记 fε = fn+1, 算

法终止；否则, 令 n = n + 1, 转到步骤 2. 此处定义

sp(V ) =

max
j∈S′

{V (j)} − min
j∈S′

{V (j)}
min
j∈S′

{V (j)} .

4 算例

根据文献 [9] 给出的离散状态劣化系统的失效数据, 实

现本文提出模型与求解算法. 设系统在失效前经历 4个劣化

阶段, 检测时间、维修时间和检测间隔时间为确定性分布, 则

Fd(t) = U(t− td), FMi(t) = U(t− ri), ρi(t) = U(t− ti), 且

td = 0.1, r1 = 20, r2 = 21, r3 = 23, r4 = 26, r5 = 100,检测、

维修和更换系统的平均损失费用为 cd = cM = 1,其余费用

为零. 由文献 [9] 提供的数据, 系统在各劣化阶段停留时间的

分布Gi(t)分别用 ki阶, 初始分布为 I的 PH分布拟合 (如图

1), 其中 k1 = 1, k2 = 4, k3 = 1, k4 = 1, λi, i ∈ {1, 2, · · · , 7}
表示拟合后位相间的转移率, 那么拟合后对应的 Q 矩阵如式

(5). 根据文中第 3节提供的迭代算法, 令 ε = 1E− 4, 可以计

算获得对应的优化结果, 如表 1所示. 如果采用文献 [10] 中

经典的值迭代算法, 虽然系统的平均费用率有所下降, 但是

发现状态 {2, 3, 4, 5}对应的策略不同, 但是 {2, 3, 4, 5}是系
统同一劣化状态经 PH分布拟合后得到的位相, 因此对应的

优化策略应该一致. 比较而言, 本文提出的改进算法得到的

结果与实际情况是一致的, 因此用于解决本文建立的决策模

型是可行的.

图 1 PH 分布拟合后系统状态转移图

Fig. 1 System state transition diagram with phase-type

approximation

r (i, (a, ρi)) =





cd

∫∞
0

[1− F d (t)] dt + c′d 1 ≤ i ≤ N, a = 0

cd

∫∞
0

[1− Fd (t)] dt + cM

∫∞
0

[1− FMi (t)] dt + c′d + c′Mi 1 ≤ i ≤ N, a = 1

cR

∫∞
0

[1− FR (t)] dt + c′R i = N + 1

(4)

Q =




−0.01 0.01 0 0 0 0 0 0

0 −0.04762 0.04762 0 0 0 0 0

0 0 −0.04546 0.04546 0 0 0 0

0 0 0 −0.04348 0.04348 0 0 0

0 0 0 0 −0.04167 0.04167 0 0

0 0 0 0 0 −0.0125 0.0125 0

0 0 0 0 0 0 −0.01429 0.01429

0 0 0 0 0 0 0 0




(5)
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表 1 两种值迭代算法得到的系统优化策略

Table 1 The optimal policy with two kinds of value-iteration algorithms

PH 拟合前 1 2 3 4 5
C

PH 拟和后 1 2 3 4 5 6 7 8

算法 1 a=0 a=0 a=0 a=0 a=1 a=1, l=104.3 0.989

l=104.3 l=51.6 l=37.7 l=11.6 l=104.3

算法 2 a=0 a=0, l=52.6 a=1, l=125.0 0.994

l=125.0

∗ 算法 1 指代文献 [10] 给出的值迭代算法, 算法 2 指代本文的改进值迭代算法.

5 结论

本文将半马氏决策过程应用于劣化系统的检测与维修优

化模型中, 并通过引入 PH分布给出了系统转移概率求解的

简化方法. PH分布拟合一般分布后, 系统的状态空间扩展,

但考虑到检测与维修策略是针对原有状态空间制定的, 因此

对半马氏决策过程的值迭代算法进行了改进, 并以长期运行

情况下的系统平均费用率为优化目标, 求得了对应的系统最

优检测与维修策略. 最后本文针对劣化状态停留时间、检测

间隔和维修时间都为确定性分布的情况, 运用较简单的算例

验证了优化模型和迭代算法. 本文分析了满足假设条件的劣

化系统监测与维修策略优化问题, 对于其它情况, 如检测无

法完全反映系统状态, 维修无法使系统恢复如新等将在下一

步的研究中深入讨论.
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附录

求解 P̃ij (t)

dP̃ij (t)

dt
= 0, j < i

dP̃ii (t)

dt
= −λiP̃ii (t)

dP̃ij (t)

dt
= −λjP̃ij (t) + λj−1P̃i,j−1 (t) , i < j ≤ n

P̃i,n+1 (t) = 1−
n∑

l=i

P̃il (t)

且根据 Kolmogorov′s后退方程, 有 P̃n+1,j (t) = P̃1j (t), 则

利用拉氏变换求解上述方程式. 令 πij (s) = L
{

P̃ij (t)
}

, 有

sπii(s) = 1− λiπii(s)

sπij(s) = −λjπij(s) + λj−1πi,j−1(s), i < j ≤ n

πi,n+1(s) = 1−
n∑

l=i

πil(s)

πn+1,j(s) = π1j(s)

解得




P̃ij (t) = (−1)j−iλiλi+1 · · ·λj−1

j∑
k=i

e−λit

j∏
l=i
l 6=k

(λk−λl)

,

i ≤ j ≤ n

P̃i,n+1 (t) = 1−
n∑

l=i

P̃il (t), i ≤ n + 1


