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规则可生长与修剪的非线性系统

T-S模糊模型辨识

廖龙涛 1 李少远 1 黄广斌 2

摘 要 通常离线提取 T-S 模糊模型的规则后, 规则数无法在模型使

用中进行调整, 而这成为表达非线性系统复杂性的一个瓶颈. 针对这一

问题, 本文引入一种神经网络的生长和修剪方法, 从实时数据中提取 T-S

模型的规则, 并定义其对应局部模型对输出的影响, 以此作为在线调整

规则数的依据, 从而更准确地表达了非线性系统的复杂性和运行中的变

化. 再加上基于竞争性 EKF (Extended Kalman filter) 的模型参数在

线学习, T-S 模型的建模精度也得到了保证. 整个算法完全实现了 T-S

模糊模型的在线辨识, 使模型的结构和参数具有很好的自适应能力. 对

CSTR (Continuously stirred tank reactor) 系统的辨识, 表明了该

算法在处理非线性系统辨识问题上的优越性能.

关键词 T-S模型, 模糊规则, 生长与修剪, 平均响应, 在线辨识
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T-S Fuzzy Model Identification with

Growing and Pruning Rules for
Nonlinear Systems

LIAO Long-Tao1 LI Shao-Yuan1 HUANG Guang-Bin2

Abstract Offline rule extraction for the T-S fuzzy systems

usually gives a fixed number of fuzzy rules, which make it a bot-

tleneck for revealing the complexity of nonlinear systems. Thus,

due to a growing and pruning strategy of the neural network,

in this paper the fuzzy rules are extracted from real-time data

and their number is adjusted online by the impact degree of

one local model, such that the rules vary with the system dy-

namically and more precisely reflect the character of nonlinear

systems. Furthermore, the accuracy of the T-S model is guaran-

teed by the parameter learning based on a competitive extended

Kalman filter (EKF). The entire algorithm presents a completely

online identification of the T-S model and gains a structural and

parameter adaptability. An example for CSTR identification il-

lustrates its good performance.

Key words T-S model, fuzzy rule, growing and pruning, av-

erage response, online identification

1 引言

T-S 模糊推理系统[1] 由于具有万能逼近能力[2], 能用较

少规则很好地近似任意非线性函数, 非常适于建立非线性系

统的近似数学模型, 其线性模型的形式亦便于分析. 它相当

于把输入空间划分成若干模糊子空间, 在其内建立局部线性
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模型, 最终将这些局部线性模型用隶属度函数平滑地连接起

来, 形成一个全局模糊模型.

模糊空间划分属于 T-S 模糊模型的结构辨识问题, 可采

用网络划分[1], 模糊聚类[3] 或自组织[4] 等方法离线获得所需

模糊规则的个数和前件参数, 而后 T-S 模型后件的参数辨识

就可以采用 RLS (Recursive least square)[5] 等方法解决. 而

自从自适应学习算法[6] 被引入模糊系统, T-S 模型前后件参

数便能在辨识结果基础上通过如 BP[7] 或遗传算法[8] 等进行

优化, 以提高模型精度和泛化能力.

然而上述方法只能离线给出模型所需的规则个数, 不同

方法所得个数并不一致, 既不能准确描述非线性系统的复杂

性, 也不能通过学习使规则数与系统现况吻合. 因此, 本文考

虑从实时数据中提取 T-S 模型的规则并实现规则数的在线

调整, 以更准确地表达非线性系统的复杂性和运行中的变化.

为此, 本文将引入一种 RBF 神经网络的生长与修剪方

法 (Generalized growing and pruning, GGAP)[9], 基于 T-

S 模型中单个局部模型对输出的影响, 提出了 T-S 模型规

则的在线学习算法, 并结合竞争性 EKF (Extended Kalman

filter) 进行参数优化, 保证了建模精度. 最终形成的广义生

长与修剪 T-S 模糊推理系统 (GGAP-TS) 仅利用当前时刻

的系统数据, 就能完成 T-S 模型结构和参数的在线辨识. 对

CSTR (Continuously stirred tank reactor) 系统的在线辨识

表明了该算法的高效率以及良好的辨识精度与自适应能力.

2 T-S模糊模型的结构形式

对于一个多输入多输出系统 (MIMO), T-S 模糊模型一

般可表示为如下形式

Rk : IF x1 is Ak
1 , and · · · , and xl is Ak

l

THEN yjk = pk
j0 + pk

j1x1 + · · ·+ pk
jlxl

(1)

其中 j = 1, 2, · · · , m, k = 1, 2, · · · , K, K 表示模糊规则数,

Ak
i (i = 1, 2, · · · , l) 为对应于前件输入变量 x1, · · · , xl 的模

糊集合, yjk 是模型第 k 条规则在第 j 个输出端的值, 后件参

数 pk
ji(i = 0, 1, · · · , l) ∈ R.

采用高斯型隶属度函数、单点模糊化、乘积推理和重心

法解模糊化, T-S 模型输出

yyy =

K∑
k=1

Rk (xxx) P̄T
k x̄xx

K∑
k=1

Rk (xxx)

=

K∑
k=1

exp
(
− 1

σ2
k
‖xxx−µµµk‖2

)
P̄T

k x̄xx

K∑
k=1

exp
(
− 1

σ2
k
‖xxx−µµµk‖2

)

其中 yyy = (y1, · · · , ym)T, xxx = (x1, · · · , xl)
T ∈ XXX ⊆ Rl, Rk

是规则适用度, 其归一化后的值用 R̄k 表示. 每条规则的中

心和宽度是 µµµk 和 σk, ‖ · ‖表示两个向量间的欧式距离. 令

x̄xx = (1,xxxT)T, 由 (1) 可知, 权重 P̄k = (pppk
1 , · · · , pppk

m), 其中

pppk
j =

(
pk

j0, p
k
j1, · · · , pk

jl

)T
.

这样, 在第 n 个采样时刻将系统的实际输入输出

(xxxn, yyy∗n) 作为训练信号, MIMO 系统即可通过辨识得到的

T-S 模糊模型来近似.

3 T-S模糊模型的广义生长与修剪算法

3.1 局部线性模型对 T-S模型输出的影响

在上述 T-S 模糊模型中, 规则适应度反映了与之对应的

局部线性模型在全局模型中的比重. 在整个连续样本空间 X

和Y 中, 利用它考察某个局部线性模型在输出端的平均响应
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即可知它对输出贡献的重要程度, 从而将相对重要的局部线

性模型保留下来.

首先, 在第 n 时刻第 k 个局部线性模型在输出端的响应

yyyk
n =

Rk (xxxn) P̄T
k x̄xxn

K∑
k=1

Rk (xxxn)

将其写成如下形式

K∑

k=1

Rk (xxxn)yyyk
n = Rk (xxxn) P̄T

k x̄xxn

对训练开始以来获得的 N 个样本有

N∑
n=1

K∑

k=1

Rk (xxxn)yyyk
n =

N∑
n=1

Rk (xxxn) P̄T
k x̄xxn

上式两边同除以 N , 并令 N →∞ 得

lim
N→∞

K∑

k=1

N∑
n=1

Rk (xxxn)yyyk
n

N
= lim

N→∞

N∑
n=1

Rk (xxxn) P̄T
k x̄xxn

N

设 ϕ (xxx) 和 ψ (yyy) 分别是连续样本空间 X 和 Y 的概率
密度. 将它们的乘积空间 X × Y 划分成 M1 × M2 个区域
∆s ⊂ X(s = 1, · · · , M1) 和 Ωt ⊂ Y(t = 1, · · · , M2), 对应分
区大小为 S (∆s) 和 S (Ωt). 当划分很细时, 分区也变得很小,
故可近似认为在每个分区 ∆s × Ωt 中, 取值均为 (xxxs, yyyt) 的
样本有 N · ϕ (xxxs) S (∆s) 个, 它们对应着 T-S 模型的输入输
出, 且输出为 yyyt 的概率为 ϕ (yyyt) · S (Ωt), 因此上式可近似表
示成

K∑

k=1

lim
M1,M2→∞

M1∑
s=1

M2∑
t=1

Rk (xxxs) Nϕ (xxxs) S (∆s)yyyk
t ϕ (yyyt) S (Ωt)

N
=

lim
M1→∞

M1∑
s=1

Rk (xxxs) P̄T
k x̄xxsNϕ (xxxs) S (∆s)

N

写成积分形式

K∑

k=1

∫∫

X×Y

Rk (xxx)yyyϕ (xxx) ψ (yyy) dxxxdyyy = P̄T
k

∫

X

Rk (xxx)x̄xxϕ (xxx) dxxx

其中 xxx ∈ X, yyy ∈ Y 且相互独立, 故上式可变为

K∑

k=1

∫

X

Rk (xxx)ϕ (xxx) dxxx

∫

Y

yyyψ (yyy) dyyy = P̄T
k

∫

X

Rk (xxx)x̄xxϕ (xxx) dxxx

因此第 k 个局部线性模型在输出端的平均响应, 也就是它的

数学期望

E
(
yyyk

)
=

∫

Y

yyyψ (yyy) dyyy =
P̄T

k

∫
X

Rk (xxx)x̄xxϕ (xxx) dxxx
K∑

k=1

∫
X

Rk (xxx) ϕ (xxx) dxxx

这一结果与样本无关而只与局部模型的参数有关, 是其对输

出影响程度的一种描述. 引入 q 范数[9] 来描述其大小, 向量

yyy = (y1, · · · , ym)T 的 q 范数：‖yyy‖q = q

√(∑m
j=1 |yj |q

)
/m.

它表征了一个向量的平均大小, 因此 T-S 模糊模型中第 k 个

局部线性模型对输出的影响：E (k) ,
∥∥E

(
yyyk

)∥∥
q
.

它全面反映了在输入空间上此局部模型对输出的影

响. 增加或删除它对应的规则, 就能使输出误差减少或增大

E (k). 如果把它与精度要求作比较, 就可以反映此规则对精

度的影响是否显著, 从而决定是否需要增加或删减此规则.

一般认为宽度 σk 远小于X 的范围, 当 xxxn 服从均匀分布, 即

ϕ (xxx) = 1/S (xxx), 其中 S (xxx) 是 X 的范围大小. 对于单输出

的情况, P̄k = pppk
1 , ‖yyy‖q = |y|

E (k) ≈

∣∣∣∣∣∣∣∣

(
pk

1

)T
(
√

πσk)
l
µ̄k/S (xxx)

K∑
k=1

(∫ +∞
−∞ exp

(
− x2

σ2
k

)
dx

)l

/S (xxx)

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

σl
k

K∑
k=1

σl
k

∣∣∣∣
(
pk

1

)T

µ̄k

∣∣∣∣

其中 µ̄µµk =
(
1,µµµT

k

)T
.

3.2 T-S模糊模型规则的生长与修剪

与神经网络生长和修剪的方法相同, 本文 T-S 模糊

模型的规则也是从无到有, 而其个数与参数经在线学习

不断得到调整, 没有离线过程. 将每一时刻的模型输入

xxxn(n = 1, 2, · · · ) 作为候选规则中心, 根据 3.1 节的结论,

增加一条规则后所对应增加的局部线性模型要使建模误差降

至期望值以下；同时, 为保证 T-S 模型的泛化性能, 规则的空

间分布要求相对均匀. 因此对于单输出系统, 生成一条模糊

规则应满足

∥∥µµµK+1 −µµµ
nr

∥∥ > εn,
σl

K+1

∣∣∣
(
pppK+1

1

)T
µ̄µµK+1

∣∣∣
K∑

k=1

σl
k + σl

K+1

> ec (2)

其中, µµµnr 是离当前输入 xxxn 最近的模糊规则 Rnr 的中心, 精

度要求 ec 预先设定, 距离阈值 εn 由下式给出

εn = max {εmax × γn, εmin} (3)

其中 εmax, εmin 和衰减因子 γ (0 < γ < 1) 将共同决定模糊

规则空间上的相对分布[9]. 不难理解, 在线学习时的模糊规

则将从稀疏变得稠密. 新增加的这第K + 1 条规则其参数





pppK+1
1 = ēeen = (y∗n − yn, 0, · · · , 0)T(l+1)×1

µµµK+1 = xxxn

σK+1 = κ ‖xxxn −µµµnr‖
(4)

其中 κ 是预先给定的模糊规则的重叠系数. 反之, 当某个局

部模型对输出的影响不足, 即满足

σl
k

K∑
k=1

σl
k

∣∣∣∣
(
pppk

1

)T

µ̄k

∣∣∣∣ ≤ ec (5)

它对应的模糊规则就被删去.

3.3 T-S模糊模型的参数学习

在线学习时若当前输入不满足式 (2), T-S 模型的规则数

将不会增加. 此时进行参数学习, 可以使 T-S 模型的逼近性

能进一步提高, 而由于在线学习要求计算速度快, 占用资源

少, 使得一种新型的竞争性 EKF[9] 能发挥其优势. 为进行参

数估计, 首先令
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θθθn =

(
(
ppp1

1

)T
, µµµ

T

1
, σ1, · · · , (pppnr

1 )T , µµµT
nr, σnr, · · · ,

(
pppK

1

)T

, µµµT
K , σK

)T

其中 (pppnr
1 )T ,µµµT

nr, σnr 是离当前输入 xxxn 最近的模糊规则的

参数. 式 (2) 的距离条件与式 (4) 的参数配置使 xxxn 对 Rnr

之外其它规则的适应度几乎为零, 因此 EKF 的梯度向度

βββn ≈
(
0, · · · , 0, (ṗppnr

1 )T, µ̇µµT
nr, σ̇nr, 0, . . . , 0

)T





ṗppnr
1 = R̄nrx̄xxn

µ̇µµnr =
(
(pppnr

1 )T x̄xxn − yn

)
2R̄nr

1
σ2

nr
(xxxn −µµµnr)

σ̇nr =
(
(pppnr

1 )T x̄xxn − yn

)
2R̄nr

1
σ3

nr
‖xxxn −µµµnr‖2

并根据 EKF 公式, θθθn 可调整为

Gn = Pn−1βββn

(
Rn + βββT

nPn−1βββn

)−1

θθθn = θθθn−1 + Gneeen

Pn =
(
IZ×Z −GnβββT

n

)
Pn−1 + qIZ×Z

(6)

其中, q 是梯度方向上的步长, Z 是 θθθn 的维数. 式 (6) 中向

量和矩阵的维数都将根据现有规则的数目而变化, 若有新的

规则加入, 则

Pn =

(
Pn−1 0

0 p0IZ1×Z1

)

增加的维数 Z1 即 θθθnr
n 的维数, p0 表示不确定性大小, 本文

设为 1; 反之, 当删减一条规则后, Pn 相应删去了 IZ1×Z1 对

应的行和列.

3.4 算法步骤

初始化：选取适当的学习参数 εmax, εmin, γ, κ, q 和精

度要求 ec, 模型初始规则数 K = 0, 对当前接收到的样本

(xxxn, y∗n) ,xxxn ∈ X ⊆ Rl, y∗n ∈ Y ⊆ R, n = 1, 2, · · · .
1) 计算 T-S 模型输出及与实际输出间的误差；

2) 根据式 (3) 计算距离阈值；

3) 根据若满足式 (2) 则生成一条规则, 按照式 (4) 配置

其参数, K = K + 1, 否则利用式 (6) 仅调整最邻近规则的参

数；

4)判断调整后的最邻近规则是否满足式 (5)的修剪判据,

若满足则删去该规则并使 EKF 减少相应维数, K = K − 1.

综上可见, GGAP-TS 模糊模型生长和修剪的整个过程,

只需利用当前样本 (xxxn, yyy∗n). 由于在参数调整中引入了竞争,

使得规则修剪变得简单, 总的计算量、计算时间和占用资源

都大为减少.

4 仿真实验

本节通过 GGAP-TS 模糊模型对 CSTR 这一非线性系

统的在线辨识验证本方法的有效性, 辨识精度指标采用均方

根误差 (Root mean square error, RMSE) 和最大绝对误差

(Maximal absolute error , MAE). 将它的结果与其它两种

方法作比较：1) FCM-TS：先对训练样本进行模糊 C 均值

聚类 [10], 再利用竞争性 EKF 在线调整该 T-S 模型的参数

(规则数确定)；2) SAFIS[11]: Mamdani 型模糊推理系统, 其

规则数可根据精度要求利用生成与修剪方法确定.

连续搅拌反应釜是一多变量非线性系统, 反应物在其内

部发生不可逆放热反应. 可以通过控制流经反应釜的冷却剂

流量 qc (温度为 Tcf ) 使生成物浓度 Ca(温度为 Ta) 达到生产

要求. 其反应过程可以由以下方程组来描述：

Ċa =
q(Caf − Ca)

V
− a0Cae

− E
RTa

Ṫa =
q(Tf − Ta)

V
+a1Cae

− E
RTa

+a3qc(1− e
− a2

qc )(Tcf−Ta)

各参数的意义及取值参照文献 [12], 初始条件 Ca0 =

0.1mol/L, Ta0 = 440.0K, qc = 100 mL/min. 采样时间为

0.1 秒, 模型输入为 (Ca(n− 1), Ca(n− 2), qc(n− 1)). 取

1 200 个样本, 其中前 1 000 个用于训练, 后 200 个用于检验

三种算法的效果, 控制量 qc 用 90 和 110 之间服从均匀分

布的一系列随机数模拟, 然后将采集的数据归一化至 [0, 1].

FCM-TS 方法的聚类数为 20, GGAP-TS 和 SAFIS 两种方

法的建模精度要求同设为 ec = 0.001, 而两者的学习参数均

为 εmax = 0.1, εmin = 0.01, γ = 0.999, κ = 0.87, q = 0.0002.

检验阶段, 用三种算法进行在线辨识, 完成后统计其检

验误差. 在 110 秒 (即第 1 100 个样本), 令反应物温度 Tf 上

升 10 K 以产生工况变化, 从而检验本文提出的算法对时变参

数的自适应能力. 以参数改变为界, 把检验阶段分割为 P1 和

P2. 仿真结果如图 1、图 2 及表 1 所示.

图 1 三种算法的辨识结果

Fig. 1 Comparison of results of the three algorithms

图 2 随时间的变化的模糊规则数

Fig. 2 Number of rules changing with time

由表 1 的定量指标可以看出, 虽然 FCM-TS 多数指标均

为最优 (值最小), 但它首先需要通过很长时间的离线训练以

完成聚类；而由于 P2 阶段开始时系统参数的改变, 它的指标

陡然恶化, 说明工况变化对它有较大影响. 与之相比, 可以在

线训练的 GGAP-TS 和 SAFIS 由于在参数改变时生成了新

规则 (如图 2 中 110 秒处), 克服了工况变化的影响, 所有性

能指标均很好, 而又以本文提出的 GGAP-TS 算法以最少的

规则数取得了最好的建模效果.
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表 1 三种算法辨识结果的比较 (归一化后)

Table 1 Performance comparison (normalized)

算法 最终规则数 训练误差 检验误差 (P1) 检验误差 (P2) 训练时间

RMSE MAE RMSE MAE RMSE MAE

GGAP-TS 16 0.0575 0.0397 0.0445 0.0351 0.0640 0.0379 4.001

FCM-TS 20 0.0530 0.0331 0.0396 0.0298 0.1193 0.0436 103.640

SAFIS 17 0.0655 0.0456 0.0516 0.0419 0.0716 0.0427 2.018

5 结论

本文针对 T-S 模糊推理系统, 引入神经网络中一种神经

元生长和修剪方法, 提出了模糊规则的在线生成与修剪的算

法. 它计算一条模糊规则所对应的局部线性模型在输出端的

平均响应, 并从统计角度描述了它对输出的影响. 与精度要

求的比较反映了该局部模型减小误差的显著程度, 从而决定

一条规则的增加或删减, 同时模型参数利用竞争性的 EKF

还进行着有监督的学习. 最终形成的 GGAP-TS 方法能够直

接在线增减模糊规则与调整参数, 具有良好的自适应和逼近

的能力. 仿真实验说明, 利用本文提出的 GGAP-TS 模糊推

理系统对非线性系统辨识取得了良好效果.
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