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网络环境下不确定时滞系统

鲁棒 H∞ 控制
彭 晨 1 岳 东 1

摘 要 研究了网络环境下不确定时滞系统的鲁棒 H∞ 控制器的设计
问题. 在综合考虑网络的非理想状况下, 建立一种新的网络控制模型. 然

后利用 Lyapunov Krsasovskii 泛函方法, 通过引入自由矩阵, 得到网

络控制系统的 H∞ 鲁棒稳定条件和相应的鲁棒 H∞ 时滞状态反馈控制
器的设计方法. 实例表明了本文所得结果的有效性.
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Network-based Robust H∞ Control of
Systems with State-delay and Uncertainty

PENG Chen1 YUE Dong1

Abstract This paper is concerned with the H∞ controller

design of networked control systems with state delay and uncer-

tainty. A model of the networked control systems is provided

in consideration of the non-ideal network conditions. By in-

troducing some free-weighing matrices, the robust H∞ stability

conditions are obtained based on Lyapunov Krsasovskii func-

tional method, and an H∞ controller design method with time

delay state feedback is also proposed. An illustrative example is

provided to show the effectiveness of our proposed method.

Key words Networked control systems, H∞ control, maxi-

mum allowable synthetical bounds, linear matrix inequalities

1 引言

网络控制系统 (Networked control systems, NCSs) 是

一种全分布式、网络化实时反馈控制系统, 是某个区域现场

传感器、控制器及执行器和通信网络的集合, 用以提供设备

之间的数据传输, 使该区域内不同地点的用户实现资源共享

和协调操作. 这种网络化的控制模式具有信息资源能够共享、

连接线数大大减少、易于扩展、易于维护、高效率、高可靠

性、灵活等优点.

近年来, NCSs 的研究正成为国际学术界研究的一个热

点[1∼5]. 由于采样及控制信号通过网络进行传输, 网络的不

确定性问题如网络时延、数据丢包及错序等问题不可避免.

考虑网络非理想状况, 研究者们分别基于连续模型[1, 5]、离

散模型[2] 或混杂模型方法[3], 考虑网络控制稳定性分析及综

合问题. 由于采用的网络传输类型及协议不同, 网络时延可

能是定常或时变或是随机的. 在采用类似 Kim 等[6] 方法获

取网络取大允许时延 (Maximum allowable deadline bound,

MADB) 前提下, Park 等[7] 研究网络采样周期调度问题, 但
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没有考虑非理想网络状况. Yue 等[8] 考虑了具有外界扰动下

不确定性系统的鲁棒分析及综合问题. 但综合考虑网络非理

想网络状况下复杂对象的鲁棒控制的分析与综合尚需进一步

研究. 本文主要讨论网络环境下时滞不确定性系统的鲁棒控

制器的设计问题, 针对传统方法保守性强的问题, 有别于对

原系统进行模型变换的传统方法, 通过引入自由矩阵[7], 采用

Lyapunov Krsasovskii 泛函方法, 得到网络控制系统的鲁棒

稳定条件, 并给出一种新的鲁棒时滞状态反馈控制器的设计

方法. 实例表明, 与已有网络反馈控制器分析设计方法相比,

本文所获得的主要结果, 具有较小的保守性, 且所得出的最

大允许综合时滞界为网络控制调度提供一种有效的多参数联

合调度策略.

2 NCS系统描述

在网络控制系统中,假设被控对象为时滞不确定系统,可

描述为

ẋxx(t) = Axxx(t) + Bxxx(t− d) + Buuu(t) + B1www(t) (1)

zzz(t) = Cxxx(t) + C1xxx(t− d) + Duuu(t) + D1www(t) (2)

其中, A = A+∆A, B = (A1 +∆A1), xxx(t) ∈ Rn, uuu(t) ∈ Rm

和 zzz(t) ∈ Rq 分别是适当维数的状态矢量, 控制输入矢量和

控制输出矢量; A, A1, B, B1, C, C1, D, D1 为具有适当维

数的常数矩阵; ∆A 和 ∆A1 为具有时变特征的不确定参数

矩阵；www(t) 为外界扰动且www(t) ∈ L2(t0,∞), d 为定常状态时

延.

假设不确定参数矩阵 ∆A 和 ∆A1 范数有界且满足
[

∆A ∆A1

]
= D2F (t)

[
E1 E2

]
(3)

其中 F (t) ∈ Ri×j 为满足 FT(t)F (t) ≤ I 的不确定矩阵, D2,

E1 和 E2 为具有合适维数的常数矩阵.

假设传感器是时钟驱动, 控制器和执行器是事件驱动且

数据单包传送, 式 (1) 中 uuu(t) 通过零阶保持器实现, 通过网

络实现的真实控制输入是分段连续函数. 此外, 在网络传输

过程中考虑网络延迟、丢包和错序等非理想网络状况的影响

后, 采用状态反馈控制器结构, 实际的控制系统可表示为

ẋxx(t) = Axxx(t) + Bxxx(t− d)+

Buuu(t) + B1www(t), t ∈ [ikh + τik , ik+1h + τik+1)

(4)

zzz(t) = Cxxx(t) + Cdxxx(t− d) + Duuu(t) + D1www(t) (5)

uuu(t+) = Kxxx(t− τik ), t ∈ {ikh + τik , k = 1,2, · · · } (6)

其中, uuu(t+) = limt̂→t+0 uuu(t̂), h 为采样周期, ik (k =

1, 2, 3, · · · ) 是一些整数且 {i1, i2, i3, · · · } ⊂ {0, 1, 2, 3, · · · },
τk 是时间延迟, 此值表示从被控制对象采样时刻到执

行器执行控制信号的时间间隔. 显然
⋃∞

k=1[ikh + τik ,

ik+1h + τik+1) = [t0,∞), t0 ≥ 0. 系统 (4)∼(6) 可重写

为

ẋxx(t) = Axxx(t) + Bxxx(t− d) + BKxxx(ikh) + B1www(t) (7)

zzz(t) = Cxxx(t) + C1xxx(t− d) + DKxxx(ikh) + D1www(t) (8)

显然系统 (7)∼(8) 的解xxx(t)在 t ∈ [ikh + τik ,ik+1h + τik+1)

上是连续的. 由于
⋃∞

k=1[ikh + τik , ik+1h + τik+1) = [t0,∞),

t0 ≥ 0, 可知系统 (7)∼(8) 的解在 [t0 ∞) 是连续的[5, 8]. 模
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型 (7)∼(8) 考虑了在网络传输过程中网络延迟、丢包和错序

等非理想网络状况的影响. 可由图 1 说明.

图 1 非理想网络下模型信号选择

Fig. 1 Choosing signals of model under non-ideal network

从图 1 中可见

1) 传感器 h 时刻包在控制器到执行器时发生丢包. 控制

信号选择为图中 [τ0, 3h + τ3) 的实线部分；

2) 传感器 2h 时刻与 3h 时刻包在从控制器传到执行器

时发生错序, 后发的包先到执行器. 控制信号选择为图中

[3h + τ3, 4h + τ4) 的实线部分；

3) 传感器 4h 时刻与 5h 时刻包在从传感器到控制器发

生错序, 从控制器到执行器又发生了错序, 整体上没有错序.

控制信号选择为图中 [4h + τ4, 5h + τ5) 的实线部分;

4) 模型对网络时延没有特殊约束, 并不要求 τi ≤ h. 如

图中 τ3 ≤ h, 2h ≤ τ2 ≤ 3h.

为便于分析, 给出如下定义.

定义 1. 网络控制系统最大允许综合界 η, 满足 η ≥
(ik+1 − ik)h + τik+1 , k = 1, 2, 3, · · · .
定义 2. 假设系统 (7)∼(8) 满足如下两个条件:

1)对于所有允许的不确定参数∆A和∆A1,在www(t) ≡ 0

时, 如果存在 Lyapunov Krsasovskii 泛函 V (t) 满足 V (t) >

0, V̇ (t) < 0 则称系统 (7)∼(8) 是鲁棒渐近稳定的；

2) 在零初始条件下, 对于给定的 γ 及任意外界扰动

www(t) ∈ L2[0,∞), 控制输出 zzz(t) 满足 ‖zzz(t)‖2 ≤ γ ‖www(t)‖2.
则称系统 (7)∼(8) 具有 H∞ 范数界 γ, 且是鲁棒渐近稳定的.

注 1. 式 (4) 中, t ∈ [ikh + τik , ik+1h + τik+1), 此处不

需 ik+1 > ik. 当 ik+1 > ik + 1 时, 表示传输过程中没有错

序现象；当 ik+1 < ik 时表示包没有按采样时序发送, 后采样

的信息可能经不同路由先到达控制器, 传输过程中有错序现

象. 当 |ik+1 − ik| > 1 时, 表示发生了丢包现象, 丢包个数为

(|ik+1 − ik| − 1). 另外式 (4) 中并不要求 τk+1 = τk, 表示了

网络控制时延的随机性、不确定性, 表达网络 QoS (Quality

of Service) 对网络控制效果的影响.

注 2. 根据定义 1, 采样周期并不要求是定常的, 这样就

为研究控制与网络调度协作时, 通过主动丢包或在一定允许

范围内调节采样周期等调度策略, 找到一个统一于模型的调

度分析方法. 如当 ik+1 = ik + 1 时, h + τk+1 ≤ η, 表示采样

周期与时延综合性能受约束, 而不要求采样周期与时延关系,

如不要求 h ≥ τk+1.

3 主要结果

下面首先建立 NCS 系统 (7)∼(8) 的H∞ 鲁棒稳定条件,

然后利用这一条件给出网络系统 (7)∼(8) 的 H∞ 鲁棒控制
器设计方法.

定理 1. 给定 γ > 0, η > 0 和矩阵 K, 如果存在标量

ε > 0, 具有适当维数的矩阵 P > 0, S > 0, R > 0, Ni 和

Mi(i = 1, 2, 3, 4), 使如下线性矩阵不等式 (Linear matrix

inequality, LMI) 成立

[
Ψ11 ∗
Ψ21 Ψ22

]
< 0 (9)

其中

Ψ11 =




Π̂11 ∗ ∗ ∗ ∗
Π̂21 Π̂22 ∗ ∗ ∗
Π̂31 Π̂32 Π̂33 ∗ ∗
Π̂41 Π̂42 Π̂43 Π̂44 ∗
BT

1 NT
1 BT

1 NT
2 BT

1 NT
3 BT

1 NT
4 −γ2I




Ψ21 =




ηMT
1 ηMT

2 ηMT
3 ηMT

4 0

C Cd DK 0 D1

DT
2 NT

1 0 0 0 0

ET
1 0 0 0 0

0 DT
2 NT

2 0 0 0

0 ET
2 0 0 0

0 0 DT
2 NT

3 0 0

0 0 0 DT
2 NT

4 0




Ψ22 = diag(−ηR,−I,−0.5ε−1I,−0.25εI,−0.5ε−1I,

− 0.25εI,−0.5ε−1I,−0.5ε−1I)

Π̂11 = S + N1A + ATNT
1 + M1 + MT

1

Π̂21 = AT
1 NT

1 + N2A + M2

Π̂31 = KTBTNT
1 + N3A−MT

1 + M3

Π̂41 = PT + N4A−NT
1 + M4

Π̂22 = −S + N2A1 + AT
1 NT

2

Π̂32 = KTBTNT
2 + N3A1 −MT

2

Π̂42 = −NT
2 + N4A1

Π̂33 = N3BK + KTBTNT
3 −M3 −MT

3

Π̂43 = −NT
3 + N4BK −M4

Π̂44 = ηR−N4 −NT
4

则闭环网络系统 (7)∼(8) 具有 H∞ 范数上界 γ, 且是鲁棒渐

近稳定的.

证明. 定义 ẋxx(t) = yyy(t), 构建 Lyapunov Krasovskii 泛

函

V (t) = xxxT(t)Pxxx(t) +

∫ T

t−d

xxxT(v)Sxxx(v)dv +

∫ t

t−η

∫ t

s

yyyT(v)Ryyy(v)dvds (10)

其中, P > 0, S > 0, R > 0. V (t) 在 t ∈ [ikh + τik ,

ik+1h + τik+1) 上的导数为

V̇ (t) = 2xxxT(t)Pyyy(t) + xxxT(t)Sxxx(t)− xxxT(t− d)Sxxx(t− d) +

ηyyyT(t)Ryyy(t)− ∫ t

t−η
yyyT(s)Ryyy(s)ds (11)
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根据 Newton-Leibniz 公式及具有适当维数的矩阵 Ni

和Mi (i = 1, 2, 3, 4) , 可构建如下等式

ξξξT(t)M

[
xxx(t)− xxx(ikh)−

∫ t

ikh

yyy(s)ds

]
= 0 (12)

ξξξT(t)N [Axxx(t)+Bxxx(t− d)+BKxxx(ikh)+B1www(t)−yyy(t)] = 0

(13)

其中, ξξξT(t) =
[
xxxT(t) xxxT(t− d) xxxT(ikh) yyyT(t)

]
, MT =[

MT
1 MT

2 MT
3 MT

4

]
, NT =

[
NT

1 NT
2 NT

3 NT
4

]
.

根据定义 1, 当 t ∈ [ikh + τik , ik+1h + τik+1), 下式成立

−
∫ t

t−η

yyyT(s)Ryyy(s)ds ≤ −
∫ t

ikh

yyyT(v)Ryyy(v)dv (14)

−2ξξξT(t)M

∫ t

ikh

yyy(s)ds ≤ ηξξξT(t)MR−1MTξξξ(t)+

∫ t

ikh

yyyT(v)Ryyy(v)dv (15)

结合式 (11)∼(15), 有

V̇ (t) ≤
[

ξξξ(t)

www(t)

]T {[
Ψ11 ∗
Ψ̂21 −γ2I

]
+Θ

} [
ξξξ(t)

www(t)

]
−

zzz(t)Tzzz(t) + γ2www(t)Twww(t) (16)

其 中, M̃T =
[

MT
1 MT

2 MT
3 MT

4 0
]
, Θ =

ηM̃R−1M̃T + C̃TC̃, C̃ =
[

C Cd KD 0 D1

]
,

Ψ̂21 =
[
BT

1 NT
1 BT

1 NT
2 BT

1 NT
3 BT

1 NT
4

]
.

结合式 (9) 与 (16), 当 t ∈ [ikh + τik , ik+1h + τik+1) 有

V̇ (t) ≤ −zzz(t)Tzzz(t) + γ2www(t)Twww(t) (17)

从 ikh + τik 到 t ∈ [ikh + τik , ik+1h + τik+1) 对 (17) 两边积

分可得：

V (t)− V (ikh + τik ) ≤ −
∫ t

ikh+τik

zzz(s)Tzzz(s)ds+

∫ t

ikh+τik

γ2www(s)Twww(s)ds (18)

因为
⋃∞

k=1[ikh + τik , ik+1h + τik+1) = [t0,∞) 且 V (t)

在 t ∈ [t0,∞) 是连续的. 根据式 (18), 可得

V (t)− V (t0) ≤ −
∫ t

t0

zzz(s)Tzzz(s)ds +

∫ t

t0

γ2www(s)Twww(s)ds

(19)

然后, 在零初始条件下, 使 t →∞ 可得
∫ ∞

t0

zzz(s)Tzzz(s)ds ≤
∫ ∞

t0

γ2www(s)Twww(s)ds (20)

因此 ‖zzz(t)‖2 ≤ γ ‖www(t)‖2.
下面证明网络系统 (7)∼(8) 是渐近稳定的. 当www(t) ≡ 0,

由式 (9) 及 (16) 可得

V̇ (t) ≤
[

ξξξ(t)

www(t)

]T {[
Ψ11 ∗
Ψ̂21 −γ2I

]
+Θ

} [
ξξξ(t)

www(t)

]
−

zzz(t)Tzzz(t) < 0 (21)

根据定义 2 及式 (16) 和 (21), 可知结论成立.

定理 1 给出了网络控制系统 (7)∼(8) 的鲁棒稳定条件,

该条件中自由矩阵 Ni 和Mi (i = 1, 2, 3, 4) 的引入, 为设计

H∞ 鲁棒控制器提供了一种新方法.

定理 2. 给定 η > 0, λi ∈ RRR(i = 2, 3, 4), λ4 > 0, γ > 0,

如果存在标量 ε > 0, 具有适当维数的矩阵 P̃ , S̃, R̃ > 0,

M̃i (i = 1, 2, 3, 4), Y , 非奇异阵 X, 使如下 LMI 成立
[

Ψ̃11 ∗
Ψ̃21 Ψ̃22

]
< 0 (22)

其中

Ψ̃11 =




Π̃11 ∗ ∗ ∗ ∗
Π̃21 Π̃22 ∗ ∗ ∗
Π̃31 Π̃32 Π̃33 ∗ ∗
Π̃41 Π̃42 Π̃43 Π̃44 ∗
BT

1 λ2B
T
1 λ3B

T
1 λ4B

T
1 −γ2I




Ψ̃21 =




ηM̃T
1 ηM̃T

2 ηM̃T
3 ηM̃T

4 0

CXT CdXT DY 0 D1

DT
2 0 0 0 0

E1X
T 0 0 0 0

0 λ2D
T
2 0 0 0

0 E2X
T 0 0 0

0 0 λ3D
T
2 0 0

0 0 0 λ4D
T
2 0




Ψ̃22 = diag(−ηR̃−I,−0.5ε−1I,−0.25εI,−0.5ε−1I,−0.25εI,

−0.5ε−1I,−0.5ε−1I),

Π̃11 = S̃ + AXT + XAT + M̃1 + M̃T
1

Π̃21 = XAT
1 + λ2AXT + M̃2

Π̃31 = Y TBT + λ3AXT − M̃T
1 + M̃3

Π̃41 = P̃T + λ4AXT −X + M̃4

Π̃22 = −S̃ + λ2A1X
T + λ2XAT

1

Π̃32 = λ2Y
TBT + λ3A1X

T − M̃T
2

Π̃42 = −λ2X + λ4A1X
T

Π̃33 = λ3BY + λ3Y
TBT − M̃3 − M̃T

3

Π̃43 = −λ3X + λ4BY − M̃4

Π̃44 = ηR̃− λ4X
T − λ4X

则闭环网络系统 (7)∼(8) 有 H∞ 范数上界 γ 及状态反馈增

益K = Y X−T, 且是鲁棒渐近稳定的.

证明. 定义 N2 = λ2N1, N3 = λ3N1, N4 = λ4N1,

Y = KXT, P̃ = XPXT, R̃ = XRXT, S̃ = XSXT,

M̃i = XMiX
T (i = 1, 2, 3, 4), 其中 N1 = X−1, 然后用

diag(X, X, X, X, I, X, I, I, I, I, I, I, I) 和它的转置阵分别左

乘右乘式 (9) 两边, 利用 Schur 补引理, 得到式 (22). 在式

(22) 中, Π̃44 = ηR̃ − λ4X
T − λ4X < 0, 根据假设 η > 0,

λ4 > 0, R̃ > 0, 欲使 Π̃44 = ηR̃ − λ4X
T − λ4X < 0 恒成立

必须 XT + X > 0, 可得 X 是非奇异的. 由定义 Y = KXT,

可得K = Y X−T.

显然, 定理 2 的求解与 λi 相关, 可采取如下寻优算法获

取相应的 η 和K.

算法 1. 求取相应的 η 和K.
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1) 给定 λi (i = 2, 3, 4) 的搜索上下界 αi 和 βi, 增量 ξ,

设定K(0) = 0, η(0) = 0;

2) 利用 λi = λi + ξ 组合 λi；

3) 根据式 (22), 建立 LMIs, 设定 η(0) = η(0) + µ, 其中

µ 为 η 增量, 求取最大的 η(λi) 和相应的 K(λi), 如 η(λi) >

η(0), 则 η(0) = η(λi), K(0) = K(λi);

4) 返回 2), 直至 α ≤ λi ≤ βi;

5) 输出 η = η(0), K = K(0).

注 3. 定理 2 给出系统 (7)∼(8) 的鲁棒 H∞ 状态反馈
控制器的设计方法, 该方法与引入的自由矩阵 M̃i 及转化为

LMI 时引入的参数 λi 相关, η 和 K 通过算法 1 获得. 所获

得的 η 与选取的参数 λi 相关, 实际仿真中需初步设定 αi, βi

和增量 ξ 的大致区间, 然后找出敏感区间后再进一步细化搜

索参数. 上述算法虽然只能获取次优解, 但保守性较小.

显然, 根据定理 1 和定理 2 可得到最大允许综合时滞

界 η, 在网络延时、丢包、错序及采样周期满足 η ≥ (ik+1 −
ik)h + τik+1 , k = 1, 2, 3, · · · . 情况下, 所得出的最大允许综

合界为网络控制调度提供一种有效的多参数联合调度策略.

4 实例仿真

为说明上述结论的有效性, 考虑具有如下参数的不确定

线性时滞系统 (1)∼(2)

A =

[
0 1

0 −0.1

]
, A1 =

[
−0.1 0

0 −0.1

]
,BBB =

[
0

0.1

]
,

BBB1 =

[
0.1

0.1

]
,

[
CCC

CCC1

]
=

[
0 1

0 0.1

]
,

D = D1 = 0.1

d = 0.3

其中 ‖∆A‖ ≤ 0.01, ‖∆BBB‖ ≤ 0.01. 为保证系统 (7)∼(8) 的

鲁棒稳定性, 应用定理 2 及算法 1, 选用 λ2 = −0.5, λ3 =

0.3, λ4 = 0.35, 及 γ = 1.5, 可得 KKK = [−0.4995 − 3.7515]

和 η = 1.84. 同样在假设不存在时滞及不确定性情况下, 模

型 (7) 可转化与文献 [3] 中同样的模型. 与文献 [3] 中采取

同样的控制器KKK = [−3.75 − 11.5], 在保证系统稳定性前提

下, 采取已有方法[3, 8, 9] 与本文方法可得最大允许时间间隔

(Maximum allowable time interval)的结果分别为 0.0045[3],

0.0538[8], 0.7805[9] 和 0.8695. 显然在采样周期较小情况下,

采用本文方法保守性较小.

图 2 网络参数调度关系

Fig. 2 Scheduling relationship of network parameter

根据定义 1, 通过定理 2 获得的 η 满足 (ik+1 − ik)h +

τk+1 ≤ η, 可以为网络控制提供一种采样周期 h、丢包数

(|ik+1 − ik| − 1)、网络允许时滞 τk+1 之间的有效调度方法.

如在 γ = 1.5 的性能约束下, 利用定理 2 可求得 η = 1.84, 在

η = 1.84 约束下, 可得到网络参数间的相互关系, 如图 2 所

示.

5 结论

本文研究了网络环境下时滞不确定性系统的鲁棒控制器

的设计问题.通过引入网络控制系统最大允许综合界方法,考

虑包含错序、丢包、时延等网络的非理想状况. 然后通过引

入自由权重矩阵, 采用 Lyapunov Krsasovskii 泛函方法, 得

到网络控制系统的鲁棒稳定条件及与网络参数相关的最大允

许综合界, 为网络调度提供一种有效的调度策略, 并给出一

种新的时滞状态反馈控制器的设计方法. 最后实例表明了本

文所获得的主要结果的有效性. 如何确定式 (22) 中 λi 及多

包传送的网络控制问题是下一步将要研究的问题.
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