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有色噪声干扰输出误差系统的偏差补偿

递推最小二乘辨识方法

张 勇 1 杨慧中 1

摘 要 借助于偏差补偿原理和预滤波思想, 推导了有色噪声干扰输出误差系统参数估计的偏差补偿递推最小二乘 (Bias

compensation recursive least squares, BCRLS) 辨识方法. 该方法降低了辨识对输入信号平稳性的要求, 实现了偏差补偿方

法参数估计的递推计算, 可以用于在线辨识. 提出的递推 BCRLS 辨识方法优于非递推偏差补偿最小二乘算法, 提高了参数估

计精度. 仿真试验证实了算法的有效性.
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Bias Compensation Recursive Least Squares Identification

for Output Error Systems with Colored Noises

ZHANG Yong1 YANG Hui-Zhong1

Abstract Based on the bias compensation principle and pre-filtering idea, this paper derives a bias compensation

recursive least squares (BCRLS) identification algorithm for output error systems with colored noises. The algorithm

proposed, which does not require the input signals to be stationary and ergodic, carries out the recursive computation

of the bias compensation methods and can be on-line implemented. The BCRLS algorithm has advantage over the non-

recursive bias compensation algorithms and can give highly accurate parameter estimation. The simulation results confirm

the theoretical results.
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1 引言

考虑下列有色噪声干扰输出误差系统的辨识问

题[1]

y(t) =
B(z)
A(z)

u(t) + e(t) (1)

其中, y(t) 为系统输出, u(t) 为系统输入, e(t) 是
与输入 u(t) 不相关的有色干扰噪声, A(z) 和 B(z)
均为单位后移算子 z−1 的互质多项式 [z−1y(t) =
y(t− 1)], 且

A(z) = 1 + a1z
−1 + a2z

−2 + · · ·+ ana
z−na

B(z) = b1z
−1 + b2z

−2 + · · ·+ bnb
z−nb

不妨设 t ≤ 0 时, u(t) = 0, y(t) = 0, e(t) = 0. 假设
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系统模型阶次 na 和 nb 已知. 对于噪声模型结构未
知的系统, 常规最小二乘方法 (Least squares, LS)
给出的参数是有偏的[2], 也无法运用基于模型等价
理论的脉冲响应方法来估计其参数[3]. 偏差校正或
偏差消除或偏差补偿辨识方法是获得随机系统无偏

参数估计的重要方法. 多年来, Zheng 等提出了一
些偏差消除方法 (Bias compensation least squares,
BCLS) 来研究各种有色噪声干扰系统的辨识问题,
例如输出误差系统[4]、相关噪声干扰的 ARX 模
型[5]、自回归模型[6]、变量误差模型[7] 等. 而这些
基于相关分析的偏差消除辨识方法都是假设系统输

入是平稳的 (Stationary) 和各态遍历的 (Ergodic),
且算法是非递推的, 不能用于在线辨识. 尽管杨
等[8] 提出了辨识 Box-Jenkins 模型的偏差补偿方
法无需平稳性假设, 也不能用于在线辨识. 最近,
丁等[9] 针对 (白噪声干扰) 输出误差多输入单输出
系统, 提出了偏差补偿递推最小二乘辨识算法 (Bias
compensation recursive least squares, BCRLS);这
是一种很新颖和有效的辨识方法, 无需输入信号平
稳和各态遍历的假设, 进一步说明 BCRLS 算法优
于非递推 (基于相关分析) 的偏差补偿辨识算法. 本
文针对有色噪声干扰的输出误差系统, 利用系统输
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入输出数据 {u(t), y(t)}, 基于偏差补偿原理, 研究
和提出的 BCRLS 算法, 来获得参数 ai 和 bi 的无偏

估计.
本文借助于偏差补偿基本原理, 通过设计一个

预滤波器, 对系统输入信号进行滤波, 把滤波器的已
知零点嵌入到系统中, 然后利用零点提供的信息, 补
偿最小二乘估计中噪声引起的偏差, 进而推导偏差
补偿递推辨识方法. 它能够在线辨识非平稳信号作
为输入时的有色噪声干扰输出误差系统的参数, 减
小了辨识对输入为平稳信号的要求. BCRLS 辨识
方法与非递推偏差补偿辨识方法相比, 模型参数估
计精度得以提高, 这些通过仿真例子进行了说明. 并
且该算法不同于 Zheng 的偏差补偿类方法[4∼7], 原
因在于他的方法是非递推的, 也不同于文献 [9] 的
白噪声干扰输出误差系统的偏差补偿递推辨识方法,
因为 BCRLS 算法讨论的是有色噪声干扰的输出误
差系统.

2 偏差补偿辨识的基本原理

定义参数向量 θθθ、信息向量 ϕϕϕ(t) 和噪声向量
ϕϕϕe(t) 如下

θθθ = [a1, · · · , ana
, b1, · · · , bnb

]T ∈ Rn

ϕϕϕ(t) = [−y(t− 1), · · · , −y(t− na), u(t− 1),

· · · , u(t− nb)]T ∈ Rn

ϕϕϕe(t) = [e(t− 1), · · · , e(t− na),

0, · · · , 0]T ∈ Rn, n = na + nb.

则系统 (1) 可转化为

y(t) = ϕϕϕT(t)θθθ + ϕϕϕT
e (t)θθθ + e(t) (2)

极小化输出误差准则函数

J(t) =
t∑

i=1

[y(i)−ϕϕϕT(i)θθθ]2

容易得到参数 θθθ 的最小二乘估计

θ̂θθLS(t) = P (t)
t∑

i=1

ϕϕϕ(i)y(i) =

θθθ + P (t)
t∑

i=1

ϕϕϕ(i)[ϕϕϕT
e (i)θθθ + e(i)] (3)

P−1(t) =
t∑

i=1

ϕϕϕ(i)ϕϕϕT(i)

式 (3) 两边同乘以 P−1(t) 可得

P−1(t)[θ̂θθLS(t)− θθθ] =
t∑

i=1

ϕϕϕ(i)[ϕϕϕT
e (i)θθθ + e(i)]

两边除以 t 取极限得

lim
t→∞

1
t
P−1(t)[θ̂θθLS(t)− θθθ] =

lim
t→∞

[
1
t

t∑
i=1

ϕϕϕ(i)ϕϕϕT
e (i)]θθθ + lim

t→∞
1
t

t∑
i=1

ϕϕϕ(i)e(i) (4)

由假设噪声 e(t) 与输入 u(t) 不相关, 可知

lim
t→∞

1
t

t∑
i=1

u(i− j)e(i) = 0, ∀j

假设 {e(t)} 是零均值、平稳随机有色噪声, 定
义噪声时间平均相关函数

re(j) = lim
t→∞

1
t

t∑
i=1

e(i− j)e(i), j = 0, 1, · · · , na

相关矩阵 Λ, R 和相关向量 ρρρ, ppp 定义如下

Λ =




re(0) re(1) · · · re(na − 1)
re(1) re(0) · · · re(na − 2)

...
...

. . .
...

re(na − 1) re(na − 2) · · · re(0)




ρρρ = [re(1), re(2), · · · , re(na)]

R = − lim
t→∞

[
1
t

t∑
i=1

ϕϕϕ(i)ϕϕϕT
e (i)] =

[
Λ 0
0 0

]
∈ Rn×n

ppp = − lim
t→∞

1
t

t∑
i=1

ϕϕϕ(i)e(i) = [ρρρ, 0]T ∈ Rn

R 和向量 ppp 中 0 表示适当维数的零矩阵, 则利用式
(2), 由式 (4) 可得

lim
t→∞

1
t
P−1(t)[θ̂θθLS(t)− θθθ] =

lim
t→∞

[
1
t

t∑
i=1

ϕϕϕ(i)ϕϕϕT
e (i)]θθθ + lim

t→∞
1
t

t∑
i=1

ϕϕϕ(i)e(i) =

− (Rθθθ + ppp) (5)

若输入 u(t)为持续激励信号,则 P (t)是一个正
定矩阵. 即对于 t, 下列持续激励条件成立

P (t)
t

> 0

在某种程度上, 这个条件与文献 [10] 中提到的弱激
励条件和文献 [11] 中提到的强激励条件密切相关.
定义

∆θθθ(t) = −P (t)t[Rθθθ + ppp]
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则由式 (4) 与 (5) 可以写出以下关系

lim
t→∞

θ̂θθLS(t) = θθθ − lim
t→∞

P (t)t[Rθθθ + ppp] =

θθθ + lim
t→∞

∆θθθ(t) (6)

下面对文献 [4] 需要输入信号平稳性和遍历性
假定[11] 做简要说明. 定义信息向量 ϕϕϕ(t) 的相关函
数矩阵

Sϕϕϕ(t) = E[ϕϕϕ(t)ϕϕϕT(t)]

如果系统信号是二阶矩平稳和各态遍历的, 那么
limt→∞ P−1(t)/t 存在, Sϕϕϕ(t) 是不依赖于 t 的常数

矩阵 (记作 Sϕϕϕ), 且 Sϕϕϕ = limt→∞ P−1(t)/t (根据各
态遍历的定义). 在这种假设下, 式 (6) 可写为

lim
t→∞

θ̂θθLS(t) = θθθ − Sϕϕϕ[Rθθθ + ppp] (7)

式 (7) 是平稳信号输入下偏差补偿辨识的基本
关系式, 文献 [4] 的方法隐含了各态遍历假设,
即要求 limt→∞ P−1(t)/t 有限. 而在非平稳情形,
limt→∞ P (t)/t 是时变的, 用一个常数矩阵 Sϕϕϕ 代

替会造成大的误差 (参见下文仿真实例).
式 (6) 说明, 有色噪声干扰模型的最小二乘估

计 θ̂θθLS(t) 是有偏的. 如果在最小二乘估计 θ̂θθLS(t) 中
引入补偿项 P (t)t[Rθθθ + ppp], 就可获得 θθθ 的无偏估计

θ̂θθB(t). 这就是偏差补偿最小二乘辨识的基本原理.
由于 ppp与R 是未知的, 我们用其估计项 p̂pp(t)与 R̂(t)
代替. 因此 θ̂θθB(t) 可以表示为

θ̂θθB(t) = θ̂θθLS(t) + P (t)t[R̂(t)θ̂θθB(t− 1) + p̂pp(t)] (8)

其中协方差阵 P (t) 可以通过观测数据计算得到. 但
ppp 与 R 是未知的, 所以无偏估计 θ̂θθB(t) 的关键问题
是如何估算 p̂pp(t) 与 R̂(t).
下面基于观测的输入输出数据 {y(t), u(t)}, 利

用准则函数的递推计算及稳定的预滤波给定的相关

零点信息, 在线估计出噪声时间平均相关函数; 再利
用偏差补偿原理校正最小二乘估计, 推导一个偏差
补偿递推最小二乘辨识算法, 以获得系统模型参数
的无偏估计.

3 偏差补偿方法

在系统 (1) 中, 若 e(t) 为白噪声, 则 re(j) =
0,∀j 6= 0, 于是无偏递推辨识的关键就转化为对
re(0) 的求解[9]. 而本文中 e(t) 被假设为有色相关噪
声, 故文献 [9] 的方法不适用. 为了得到有色噪声干
扰下系统 (1) 参数的无偏估计, 本文引入预滤波思
想来研究系统 (1) 的偏差补偿辨识方法, 把滤波器
的已知零点嵌入到系统中, 然后利用零点提供的信
息, 补偿最小二乘估计中噪声引起的偏差, 进而推导
偏差补偿递推辨识方法.

为了得到式 (8) 中的 p̂pp(t) 与 R̂(t), 在系统的输
入端引入一个稳定的 na 阶预滤波器 1/F (z), 其中

F (z) = (1− λ1z
−1)(1− λ2z

−1) · · · (1− λna
z−1) =

1 + f1z
−1 + f2z

−2 + · · ·+ fna
z−na

其所有零点满足 0 < λi < 1 (i = 1, 2, · · · , na). 令

ū(t) =
1

F (z)
u(t)

B̄(z) = F (z)B(z) = b̄1z
−1 + b̄2z

−2 + · · ·+ b̄nz−n

于是系统 (1) 可以等价为

y(t) =
B̄(z)
A(z)

ū(t) + e(t) (9)

再定义参数向量 θ̄θθ, 信息向量 ϕ̄ϕϕ(t) 和噪声向量 ϕ̄ϕϕe(t)
如下

θ̄θθ = [a1, · · · , ana
, b̄1, · · · , b̄n]T ∈ Rn̄

ϕ̄ϕϕ(t) = [−y(t− 1), · · · , −y(t− na), ū(t− 1),

· · · , ū(t− n)]T ∈ Rn̄

ϕ̄ϕϕe(t) = [e(t− 1), · · · , e(t− na),

0, · · · , 0]T ∈ Rn̄, n̄ = na + n

则系统 (9) 可转化为

y(t) = ϕ̄ϕϕT(t)θ̄θθ + ϕ̄ϕϕT
e (t)θ̄θθ + e(t) (10)

参数向量 θ̄θθ 的最小二乘估计为

ˆ̄θθθLS(t) = P1(t)
t∑

i=1

ϕ̄ϕϕ(i)y(i) =

θ̄θθ + P1(t)
t∑

i=1

ϕ̄ϕϕ(i)[ϕ̄ϕϕT
e (i)θ̄θθ + e(i)] (11)

P−1
1 (t) =

t∑
i=1

ϕ̄ϕϕ(i)ϕ̄ϕϕT(i)

类似于式 (4) 与 (5) 的推导, θ̄θθ 有式 (12) 的关系

lim
t→∞

ˆ̄θθθLS(t) = θ̄θθ+

lim
t→∞

P1(t)t
{

lim
t→∞

[
1
t

t∑
i=1

ϕ̄ϕϕ(i)ϕ̄ϕϕT
e (i)]θ̄θθ+

lim
t→∞

1
t

t∑
i=1

ϕ̄ϕϕ(i)e(i)
}

=

θ̄θθ − lim
t→∞

P1(t)t[R1θ̄θθ + ppp1] (12)
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其中

R1 = − lim
t→∞

[
1
t

t∑
i=1

ϕ̄ϕϕ(i)ϕ̄ϕϕT
e (i)] =

[
Λ 0
0 0

]
∈ Rn̄×n̄

ppp1 = − lim
t→∞

1
t

t∑
i=1

ϕ̄ϕϕ(i)e(i) = [ρρρ, 0]T ∈ Rn̄

参照式 (8) 的推导, 可以得到 θ̄θθB 的无偏估计

ˆ̄θθθB(t) = ˆ̄θθθLS(t) +

P1(t)t[R̂1(t)ˆ̄θθθB(t− 1) + p̂pp1(t)] (13)

其中未知的 ppp1 与 R1 已经用其估计 p̂pp1(t) 与 R̂1(t)
代替, 下面讨论如何计算 p̂pp1(t) 与 R̂1(t). 记

B̄∗(z) = znaF (z)znbB(z) = znB̄(z) =

b̄1z
n−1 + b̄2z

n−2 + · · ·+ b̄n

则

B̄∗(λi) = b̄1λ
n−1
i + b̄2λ

n−2
i + · · ·+ b̄n = 0 (14)

定义矩阵

H =




0

λn−1
1 · · · λ1 1

λn−1
2 · · · λ2 1
...

. . .
...

...
λn−1

na
· · · λna

1




T

∈ Rn̄×na

容易得到

HTθ̄θθ = 0 (15)

式 (12) 两边同左乘矩阵 HT, 可得

HT lim
t→∞

ˆ̄θθθLS(t) = − lim
t→∞

HTP1(t)t[R1θ̄θθ + ppp1]

其近似方程为

HTˆ̄θθθLS(t) = −HTP1(t)t[R̂1(t)ˆ̄θθθB(t− 1) + p̂pp1(t)]
(16)

定义残差

ε(i) = y(i)− ϕ̄ϕϕT(i)ˆ̄θθθLS(t) (17)

和准则函数

J1(t) =
t∑

i=1

[y(i)− ϕ̄ϕϕT(i)ˆ̄θθθLS(t)]2 (18)

由式 (10) 和下式

t∑
i=1

ε(i)ϕ̄ϕϕT(i) = 0 (19)

参考式 (5) 的推导, 不难得到

lim
t→∞

1
t
J1(t) = lim

t→∞

t∑
i=1

ε2(i) =

lim
t→∞

t∑
i=1

ε(i)[y(i)− ϕ̄ϕϕT(i)ˆ̄θθθLS] =

lim
t→∞

t∑
i=1

ε(i)y(i) =

lim
t→∞

t∑
i=1

ε(i)[ϕ̄ϕϕT(i)θ̄θθ + ϕ̄ϕϕT
e (i)θ̄θθ + e(i)] =

lim
t→∞

t∑
i=1

ε(i)[ϕ̄ϕϕT
e (i)θ̄θθ + e(i)] =

lim
t→∞

t∑
i=1

[y(i)− ϕ̄ϕϕT(i)ˆ̄θθθLS][ϕ̄ϕϕT
e (i)θ̄θθ + e(i)] =

lim
t→∞

t∑
i=1

ϕ̄ϕϕT(i)[θ̄θθ − ˆ̄θθθLS][ϕ̄ϕϕT
e (i)θ̄θθ + e(i)]+

t∑
i=1

[ϕ̄ϕϕT
e (i)θ̄θθ + e(i)]2 =

re(0) + ppp1θ̄θθ
T

+ θ̄θθ
T
[pppT

1 + R1θ̄θθ]−
[ppp1 + R1θ̄θθ]TP1(t)t[ppp1 + R1θ̄θθ]

其近似方程为

1
t
J1(t) = r̂e(0) + p̂ppT

1 (t)ˆ̄θθθB(t− 1) +

ˆ̄θθθT

B(t− 1)[p̂ppT

1 (t) + R̂1
ˆ̄θθθB(t− 1)]−

[p̂pp1(t) + R̂1(t)ˆ̄θθθB(t− 1)]TP1(t)t[p̂pp1(t) +

R̂1(t)ˆ̄θθθB(t− 1)] (20)

式 (16)和 (20)共有 na +1个线性方程,包含了未知
标量 r̂e(0)、向量 p̂pp1(t) 和矩阵 R̂1(t), 总共有 na + 1
个未知量 r̂e(j) (j = 0, 1, · · · , na), 从而可以求解得
到未知量.
从 P1(t) 的定义式和式 (11), 可以得到 ˆ̄θθθLS(t)

的递推关系

ˆ̄θθθLS(t) = ˆ̄θθθLS(t− 1) + P (t)ϕ̄ϕϕ(t)[y(t)−
ϕ̄ϕϕT(t)ˆ̄θθθLS(t− 1)]

P−1
1 (t) = P−1

1 (t− 1) + ϕ̄ϕϕ(t)ϕ̄ϕϕT(t)

参照文献 [9] 和上式中 ˆ̄θθθLS(t) 的递推关系, 不难得到
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准则函数的递推关系

J1(t) =
t∑

i=1

[y(i)− ϕ̄ϕϕT(i)ˆ̄θθθLS(t)]2 =

J1(t− 1) +
[y(t)− ϕ̄ϕϕT(t)ˆ̄θθθLS(t− 1)]2

1 + ϕ̄ϕϕT(t)P1(t− 1)ϕ̄ϕϕ(t)
(21)

由式 (13)∼(21), 可以归纳出 BCRLS:

ˆ̄θθθB(t) = ˆ̄θθθLS(t) + P1(t)t[R̂1(t)ˆ̄θθθB(t− 1) +

p̂pp1(t)] (22)
ˆ̄θθθLS(t) = ˆ̄θθθLS(t− 1) + L1(t)[y(t)−

ϕ̄ϕϕT(t)ˆ̄θθθLS(t− 1)] (23)

L1(t) = P1(t− 1)ϕ̄ϕϕ(t)[1 +

ϕ̄ϕϕT(t)P1(t− 1)ϕ̄ϕϕ(t)]−1 (24)

P1(t) = P1(t− 1)− L1(t)ϕ̄ϕϕT(t)P1(t− 1) (25)

在计算 ˆ̄θθθB(t) 的 BCRLS 算法中, 初值一般假设为
P1(0) = p0In̄, p0 为一个大正数 (如 p0 = 106), In̄

为 n̄ 阶单位阵; ˆ̄θθθLS(0) 和 ˆ̄θθθB(0) 为零向量或者一个
较小的实数向量, 如 ˆ̄θθθLS(0) = ˆ̄θθθB(0) = 1n̄/p0, 其中
1n̄ 表示元均 1 的 n̄ 维向量, 其具体计算步骤总结如
下:

1) 采集数据 {u(t), y(t)}, 设定数据长度 Le, 并设
计稳定滤波器 F (z), 用于对系统输入信号滤波,
形成扩充系统 (9).

2) 设定初值, 令 t = 1 时, 取 p0 = 106, P1(0) =
p0In̄, ˆ̄θθθLS(0) = ˆ̄θθθB(0) = 1n̄/p0, J1(0) = 0.

3) 根据式 (10) 构造 ϕ̄ϕϕ(t).

4) 用式 (21) 计算 J1(t), 式 (25) 计算 P1(t), 式
(24) 计算 L1(t), 式 (23) 计算 ˆ̄θθθLS(t), 并由式
(16) 和 (20) 计算出噪声相关函数 r̂e(j) (j =
0, 1, · · · , na), 进而得到 p̂pp1(t) 与 R̂1(t).

5) 用式 (22) 计算无偏估计 ˆ̄θθθB(t).

6) 通过无偏估计 ˆ̄θθθB(t) 和稳定滤波 F (z) 给定的已
知零点计算 θ̂θθB(t).

7) 如果 t = Le + 1, 那么终止计算, 并且得到参数
θθθ 的无偏估计 θ̂θθB(L); 否则 t 增加 1, 回到 3).

4 仿真例子

例. 考虑一个二阶仿真对象

y(t) =
B(z)
A(z)

u(t) + e(t)

A(z) = 1 + a1z
−1 + a2z

−2

B(z) = b1z
−1 + b2z

−2

θθθ = [−1.60, 0.78, 0.84, 0.46]T

假定有色随机噪声干扰由以下MA 模型产生

e(t) = v(t) + 0.6v(t− 1) + 0.3v(t− 2)

其中 {v(t)} 采用零均值方差为 σ2
v 白噪声序列, 系

统输入 {u(t)}采用零均值单位方差 (σ2
u = 1.002)不

相关可测随机变量序列. 引入如下滤波器

F (z) = (1− 0.6z−1)(1− 0.8z−1)

将二阶随机线性系统扩展成

y(t) =
B̄(z)
A(z)

ū(t) + e(t)

B̄(z) = b̄1z
−1 + b̄2z

−2 + b̄3z
−3 + b̄4z

−4

θ̄θθ = [−1.60, 0.78, 0.84,

−0.7166, −0.2408, 0.2208]T

改变 σ2
v 可以控制噪信比 δns. 当 σ2

v = 0.502 时,
系统的噪信比为 δns = 13.00%; 当 σ2

v = 1.002 时,
系统的噪信比为 δns = 26.01%. 系统噪信比定义为
输出中 v(t) 的方差 var[e(t)] = σ2

e 与无噪输出 x(t)
的方差 var[x(t)] = σ2

x 之比的平方根
[12], 用数学关

系式可以表达为

δns =

√
var[e(t)]
var[x(t)]

× 100% =
σe

σx

× 100%

x(t) =
B(z)
A(z)

u(t)

在输入数据为平稳信号情况下, 运用 BCRLS
算法、递推最小二乘法 (RLS)、BCLS 算法辨识这
个系统的参数, 不同噪信比下的仿真结果如表 1 和
表 2, 图 1 和图 2 所示, 其中 δ = ‖θ̂θθ(t)− θθθ‖/‖θθθ‖ 为
系统模型参数估计误差, 数据长度 Le = 3 000, 三种
方法的参数估计误差 δ 随 t 变化曲线如图 1 和图 2
所示, 参数估计误差曲线可以用来衡量参数估计收
敛于真值的速率和参数估计精度.
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表 1 平稳信号输入下的参数估计和误差 (δns = 13.00%)

Table 1 Estimates and errors for stationary cases

(δns = 13.00%)

t a1 a2 b1 b2 δ (%)

参数 RLS 估计

100 -1.26010 0.50537 0.70450 0.51342 22.78833

500 -1.21858 0.48332 0.69102 0.42877 25.06472

1 000 -1.23117 0.49091 0.68655 0.43931 24.41734

1 500 -1.23560 0.49335 0.69483 0.44580 24.04583

2 000 -1.23341 0.49805 0.68730 0.44646 24.10465

2 500 -1.24755 0.50720 0.69449 0.45119 23.19928

3 000 -1.24664 0.50591 0.69467 0.45286 23.26614

参数 BCLS 估计

100 -1.27730 0.83662 0.71066 0.43450 17.47165

500 -1.58474 0.71829 0.83342 0.45385 3.17629

1 000 -1.63044 0.72806 0.84668 0.47530 3.09063

1 500 -1.65125 0.74833 0.86495 0.48434 3.44347

2 000 -1.65527 0.75911 0.85999 0.48783 3.37928

2 500 -1.64875 0.76812 0.85993 0.48634 2.97215

3 000 -1.65607 0.76013 0.86378 0.49343 3.57487

参数 BCRLS 估计

100 -1.62200 0.78149 0.86715 0.55416 4.96929

500 -1.56115 0.73888 0.82164 0.44127 3.08507

1 000 -1.57444 0.75267 0.81981 0.45198 2.14050

1 500 -1.59615 0.76755 0.83854 0.46252 0.66083

2 000 -1.59875 0.77512 0.83303 0.46629 0.52713

2 500 -1.60427 0.78101 0.83820 0.46887 0.49743

3 000 -1.59868 0.77536 0.83601 0.47141 0.64387

真值 -1.60000 0.78000 0.84000 0.46000

图 1 平稳信号输入下参数估计误差 δ 随 t 的变化曲线

(δns = 13.00%)

Fig. 1 The estimation errors δ changing with t for

stationary cases (δns = 13.00%)

表 2 平稳信号输入下的参数估计和误差 (δns = 26.01%)

Table 2 Estimates and errors for stationary cases

(δns = 26.01%)

t a1 a2 b1 b2 δ (%)

参数 RLS 估计

100 -0.96872 0.28323 0.56690 0.52856 42.11293

500 -0.90217 0.26441 0.57671 0.40723 44.93423

1 000 -0.89950 0.25591 0.55458 0.41869 45.57315

1 500 -0.89303 0.25413 0.55585 0.42254 45.83928

2 000 -0.89198 0.26233 0.54272 0.42127 45.85706

2 500 -0.91101 0.27020 0.55171 0.42979 44.76268

3 000 -0.91235 0.27072 0.55334 0.43266 44.66742

参数 BCLS 估计

100 -1.01707 0.85886 0.60092 0.41307 31.49979

500 -1.56282 0.65746 0.82614 0.44802 6.39984

1 000 -1.65952 0.67467 0.85363 0.49085 6.21363

1 500 -1.70697 0.71580 0.89171 0.51003 7.12532

2 000 -1.71479 0.73825 0.88144 0.51683 6.97345

2 500 -1.70158 0.75737 0.88164 0.51396 6.15466

3 000 -1.71733 0.74166 0.88997 0.52858 7.41054

参数 BCRLS 估计

100 -1.64202 0.78526 0.89430 0.64910 9.95655

500 -1.52323 0.69867 0.80537 0.42469 6.05032

1 000 -1.54935 0.72568 0.80062 0.44456 4.22855

1 500 -1.59241 0.75497 0.83710 0.46508 1.32619

2 000 -1.59755 0.77019 0.82606 0.47254 1.05362

2 500 -1.60858 0.78213 0.83642 0.47776 0.99733

3 000 -1.59752 0.77085 0.83206 0.48278 1.28251

真值 -1.60000 0.78000 0.84000 0.46000

图 2 平稳信号输入下参数估计误差 δ 随 t 的变化曲线

(δns = 26.01%)

Fig. 2 The estimation errors δ changing with t for

stationary cases (δns = 26.01%)
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在输入数据为非平稳信号输入下, 运用本文提
出的方法和 RLS, BCLS[4] 算法辨识估计的系统参

数, 结果如表 3 和图 3 所示, 其中输入数据 {u′(t)}
和噪声数据 {v′(t)} 由下列关系产生[9]

u′(t) = (1 + t0.5)u(t)

v′(t) = (1 + t0.5)v(t)

在这种条件下, P1(t)/t 是随时间变化的, 并且
随着 t → ∞, 即使 v′(t) = v(t) 是白噪声, P1(t)/t

是时变的, 没有极限, 因而是非平稳的.
下面改变滤波器特性, 对该例再次进行仿真试

验. 令

F (z) = (1− 0.5z−1)(1− 0.7z−1)

得到的参数估计误差曲线如图 4 所示.

表 3 非平稳信号输入下的参数估计和误差
Table 3 Estimates and errors for non-stationary cases

t a1 a2 b1 b2 δ (%)

参数 RLS 估计

100 -1.23548 0.48123 0.67997 0.51187 24.75866

500 -1.21120 0.47532 0.69342 0.41123 25.60509

1 000 -1.22034 0.47900 0.67601 0.43931 25.32634

1 500 -1.23413 0.49029 0.69500 0.45115 24.18106

2 000 -1.23225 0.50036 0.68204 0.45192 24.15888

2 500 -1.25698 0.51514 0.69680 0.45834 22.58091

3 000 -1.25335 0.51096 0.69681 0.45909 22.83582

参数 BCLS 估计

100 -1.49693 0.78906 0.79916 0.51852 6.21830

500 -1.63668 0.67448 0.85699 0.45303 5.60125

1 000 -1.64863 0.70757 0.84655 0.48321 4.47782

1 500 -1.66544 0.75003 0.87288 0.49394 4.25980

2 000 -1.66992 0.76232 0.86266 0.50115 4.25818

2 500 -1.64963 0.77673 0.86032 0.49229 3.10107

3 000 -1.66378 0.76043 0.86785 0.50337 4.17083

参数 BCRLS 估计

100 -1.65026 0.77567 0.86483 0.56666 5.96498

500 -1.54320 0.72874 0.81206 0.41215 4.67366

1 000 -1.55925 0.74358 0.80403 0.44718 3.29849

1 500 -1.60015 0.76964 0.84164 0.46880 0.67746

2 000 -1.60016 0.77829 0.82938 0.47516 0.91985

2 500 -1.60872 0.78665 0.84004 0.47634 0.97385

3 000 -1.59817 0.77550 0.83592 0.47847 0.96609

真值 -1.60000 0.78000 0.84000 0.46000

图 3 非平稳信号输入下参数估计误差 δ 随 t 的变化曲线

Fig. 3 The estimation errors δ changing with t for

non-stationary cases

图 4 平稳信号输入下参数估计误差 δ 随 t 的变化曲线

(δns = 13.00%)

Fig. 4 The estimation errors δ changing with t for

stationary cases (δns = 13.00%)

从表 1∼3、图 1∼4 的仿真结果可以看出: 对于
有色噪声干扰的输出误差系统, 偏差补偿方法和偏
差补偿递推辨识方法的参数估计精度优于递推最小

二乘方法; 而偏差补偿递推辨识方法的精度和平稳
性优于偏差补偿方法, 尤其在噪信比较大和非平稳
输入情况下; 选择不同的滤波器, 参数估计没有明显
的变化.

5 结论

本文利用样本相关函数, 在偏差补偿原理的基
础上, 推导了一个辨识有色噪声干扰输出误差系统
的偏差补偿递推最小二乘辨识方法, 实现了偏差补
偿方法的递推辨识. 所提出的偏差补偿递推最小二
乘辨识方法不仅保留了偏差补偿最小二乘算法的特

点, 还提高了辨识精度, 弥补了偏差补偿算法估计波
动比较大的不足, 同时降低了辨识对系统输入信号
平稳性的要求.
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附录

式 (19) 的证明. 将式 (17) 代入式 (19) 中, 可
得

t∑
i=1

ε(i)ϕ̄ϕϕT(i) =
t∑

i=1

[ϕ̄ϕϕ(i)ε(i)]T =
t∑

i=1

ϕ̄ϕϕT(i)y(i)−

{[
t∑

i=1

ϕ̄ϕϕ(i)ϕ̄ϕϕT(i)]ˆ̄θθθLS(t)}T

把式 (11) 代入上式, 于是有

t∑
i=1

ε(i)ϕ̄ϕϕT(i) =
t∑

i=1

ϕ̄ϕϕT(i)y(i)−

{[
t∑

i=1

ϕ̄ϕϕ(i)ϕ̄ϕϕT(i)]P1(t)
t∑

i=1

ϕ̄ϕϕ(i)y(i)}T

由 P1(t) 的定义, 上式有

t∑
i=1

ε(i)ϕ̄ϕϕT(i) =
t∑

i=1

ϕ̄ϕϕT(i)y(i)−
t∑

i=1

ϕ̄ϕϕT(i)y(i) = 0

¤


