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非线性最优控制系统的保辛摄动

近似求解

谭述君 1 钟万勰 1

摘 要 非线性两端边值问题是在非线性最优控制计算中遇到的主要

困难, 通常将其转化为线性两端边值问题的迭代求解．因此, 很有必要发

展求解线性时变非齐次方程的两端边值问题的精确、高效算法．本文通

过引入区段混合能的概念, 将问题转化为区段的混合能矩阵及向量的求

解, 进一步给出了它们的保辛摄动算法．该算法具有很强的并行性, 高效

而精确．本文还指出经典的 Riccati 变换方法是该方法的一个特例．数

值算例验证了本文方法的有效性.
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Abstract The nonlinear two-point boundary-value problem

(TPBVP) poses the major difficulty in the computation of non-

linear optimal control systems, which is usually solved through

iteration of the corresponding linearization TPBVP. Therefore,

it is necessary to develop accurate and efficient algorithms for

TPBVPs of linear time varying systems. By introducing the

concept of interval mixed energy, the nonlinear TPBVP can be

solved by converting the interval mixed energy matrices and vec-

tors. And the classical Riccati transformation can be regarded

as a special case of the interval mixed energy method. Then, an

symplectic conservative and strongly parallel perturbation algo-

rithm has been presented. Numerical results demonstrate its

effectiveness.
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1 引言

非线性最优控制问题的提法如下[1∼3]：

在满足动力方程

ẋxx = fff(xxx(t),uuu(t), t), xxx(t0) = xxx0 (1)
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的条件下, 选取最优控制向量 uuu∗(t) 极小化下面指标泛函

J(uuu) = Θ(xxxf ) +

∫ tf

t0

φ(xxx(t),uuu(t), t)dt (2)

其中, xxx(t),uuu(t) 分别是 n 维状态向量和 m 维控制向量, 动力

方程和指标泛函都有可能引起非线性．本文假定初始状态给

定, 末端状态自由, 末端时间 tf 固定, 并且控制向量没有任

何限制．对于有约束的情况, 做相应的修改[4], 如罚函数等方

法, 就可应用．

非线性最优控制系统导向非线性两端边值问题的求解,

专著[1](第 10 章)、[2] (第 7 章)、[3] (第 4 部分) 等对此问题

进行了专题讨论总结, 虽然远未完善, 但一直受到人们的关

注[4∼6]．一般说来, 借助于拟线性化法 (Quasilinearization)

等可将其转化为线性两端边值问题的迭代求解, 即下面线性

对偶方程




ẋxx(N+1) = A(t)xxx(N+1) + D(t)λλλ(N+1) + fx

λ̇λλ
(N+1)

= B(t)xxx(N+1) −AT(t)λλλ(N+1) + fλ

(3)

及其两端边值条件

xxx(N+1)(t0) = xxx0, λλλ(N+1)(tf ) = −Sfxxx
(N+1)
f + θθθf (4)

的求解, 其中, 系数 A(t), D(t), B(t) 及 fx, fλ 由当前迭代值

xxx(N),λλλ(N) 确定, N 表示迭代次数; 直到收敛．

线性两端边值问题 (3) 通常通过非齐次 Riccati 变换, 即

λλλ(N+1)(t) = −S(t)xxx(N+1)(t) + θθθ(t), ∀ t ∈ [t0, tf ] (5)

转化为矩阵 Riccati 相关方程的求解

−Ṡ = B + ATS + SA− SDS, S(tf ) = Sf (6)

−θ̇θθ = (A−DS)Tθθθ − Sfx − fλ, θθθ(tf ) = θθθf (7)

ẋxx(N+1) = (A−DS)xxx(N+1) + Dθθθ + fx,

xxx(N+1)(t0) = xxx0 (8)

这样, 两端边值问题 (3) 就解耦为初值问题 (6)∼(8) 的

求解．由于受控系统方程 (8) 是稳定的, 基于 Riccati 变换的

方法被广泛采用[1∼4]．然而,变系数方程组 (6)∼(8)的求解有

很大难度, 通常采用 Runge-Kutta 等差分类近似算法[1∼3];

但是, 非线性两端边值问题是 Hamilton 体系的, 其近似线

性体系仍然是 Hamilton 体系的, 算法应该保辛[7], 上述差分

类算法没有注意到这一点, 不够理想, 特别地, Runge-Kutta

在求解时变系数矩阵 Riccati 微分方程时易出现数值不稳定

性[8]; 况且方程组 (6)∼(8) 是从 Hamilton 体系下的对偶方

程 (3)导出的, 有其特性, 不宜割裂开来求解．

文献 [9]提出了求解初值问题的保辛摄动法,取得良好的

效果．本文则在区段混合能的基础上, 将保辛摄动方法扩展

到两端边值问题 (3) 或 (6)∼(8) 的求解, 并指出基于 Riccati

变换的方法实际上是区段混合能方法的一个特例, 具有内在

稳定性的优点．迭代步中核心问题的有效求解将会使原问题

的初值敏感性、收敛速度等问题得到改善．数值算例显示了

本文算法的有效性．
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2 基于区段混合能的求解方法

区段混合能方法是从变分原理导出的, 算法设计具有灵

活稳定的特点．线性非齐次两端边值问题式 (3) 对应的指标

泛函可以表述为

JA(x̃xx, λ̃λλ) =
1

2
x̃xxT

f Sfx̃xxf − x̃xxT
f θθθf +

∫ tf

t0

[λ̃λλ
T ˙̃xxx−H(x̃xx, λ̃λλ)]dt (9)

其中, x̃xx 为 xxx(N+1), λ̃λλ 为 λλλ(N+1),

H(x̃xx, λ̃λλ) =
1

2
λ̃λλ

T
D(t)λ̃λλ+λ̃λλ

T
A(t)x̃xx− 1

2
x̃xxTB(t)x̃xx+λ̃λλ

T
fx−x̃xxTfλ

(10)

为 Hamilton 函数.

相应于变分式 (9), 引入区段 [ta, tb] 的混合能 V (x̃xxa, λ̃λλb)

V (x̃xxa, λ̃λλb) = λ̃λλ
T

b x̃xxb − JA = λ̃λλ
T

b x̃xxb −
∫ tb

ta

[λ̃λλ
T ˙̃xxx−H(x̃xx, λ̃λλ)]dt

(11)

对于线性 Hamilton 系统, 区段混合能可一般性地描述为

V (x̃xxa, λ̃λλb) =
1

2
λ̃λλ

T

b G(ta; tb)λ̃λλb + λ̃λλ
T

b F (ta; tb)x̃xxa−

1

2
x̃xxT

a Q(ta; tb)x̃xxa + x̃xxT
a rλ(ta; tb) + λ̃λλ

T

b rx(ta; tb)

(12)

其中, Q(ta; tb), G(ta; tb), F (ta; tb), rx(ta; tb), rλ(ta; tb) 是表

征该区段混合能的矩阵和向量, 因为系统是时变的, 故而记

为 (·)(ta; tb) , 为表述的方便, 后面简记为 Q, G, F, rx, rλ, 不

至于混淆概念．

区段量 Q, G, F, rx, rλ 满足如下微分关系
[10]

∂Q(ta; tb)

∂ta
= B + ATQ + QA−QDQ, Q(tb; tb) = 0 (13)

∂G(ta; tb)

∂ta
= FDFT, G(tb; tb) = 0 (14)

∂F (ta; tb)

∂ta
= F (A−DQ), F (tb; tb) = I (15)

∂rx(ta; tb)

∂ta
= F (Drλ + fx), rx(tb; tb) = 0 (16)

∂rλ(ta; tb)

∂ta
= (A−DQ)Trλ −Qfx − fλ, rλ(tb; tb) = 0 (17)

比较式 (13), (17) 中 Q, rλ 和式 (6), (7) 中 S, θθθ 满足的

微分方程, 可以发现二者是完全一样的; 而区段混合能还引

入了 Riccati 方程中不曾出现的其它矩阵G, F 和向量 rx, 见

式 (14)∼ (16), 它们与 Q, rλ 具有相同的地位, 从这个意义上

讲, Riccati 变换方法是区段混合能求解方法的一个特例．

区段混合能保留了更多原 Hamilton 体系的特性, 在算

法设计中具有更大灵活性．事实上, 区段混合能变分原理可

以导出区段对偶方程




x̃xxb = F (ta; tb)x̃xxa + G(ta; tb)λ̃λλb + rx(ta; tb)

λ̃λλa = −Q(ta; tb)x̃xxa + FT(ta; tb)λ̃λλb + rλ(ta; tb)

(18)

区段对偶方程式 (18) 对应于连续的对偶方程式 (3), 实质上

是用区段两端的性质来描述整个区段上的性质; 利用前面引

入的 Riccati 变换式 (5), 在两端有

λ̃λλa = −Sax̃xxa + θθθa, λ̃λλb = −Sbx̃xxb + θθθb, (19)

将式 (19) 代入式 (18), 整理得

Sa =Q(ta; tb)+FT(ta; tb)Sb[I+G(ta; tb)Sb]
−1×

F (ta; tb)
(20)

θθθa =− FT(ta; tb)Sb[I + G(ta; tb)Sb]
−1(G(ta; tb)θθθb+

rx(ta; tb)) + FT(ta; tb)θθθb + rλ(ta; tb)
(21)

x̃xxb =[I + G(ta; tb)Sb]
−1(F (ta; tb)x̃xxa + G(ta; tb)θθθb+

rx(ta; tb))
(22)

可见, 如果将整个区间 [t0, tf ] 划分为 N 个区

段：[t0, t1], · · · , [tk−1, tk], · · · , [tN−1, tN ], 记 [ta, tb] 为其

中的第 k 区段, 相应区段的混合能矩阵和向量记为

(Qk, Gk, Fk, rx,k, rλ,k), 那么当 k 遍历整个区间就得到了

微分方程的解．因此, 微分方程 (6)∼ (8) 的求解就转换为区

段混合能矩阵和向量 (Qk, Gk, Fk, rx,k, rλ,k) 的求解问题．

说明：

1) 各区段矩阵和向量 (Q, G, F, rx, rλ)(ta; tb) 运算的独

立性. 从上面推导可以看出, 各区段独立地满足微分方程式

(13)∼(17), 因此, 对它们可执行并行运算, 这是本文算法第

一个层次上的并行性.

2) 相邻区段的合并及其合并次序的无关性[11]. 事实上,

引入了区段混合能, 任意相邻的区段 [ta, tb] 和 [tb, tc] 混合

能可以合并得到组合区段 [ta, tc] 的混合能, 合并公式见文

[11], 描述为 (Qc, Gc, Fc, rx,c, rλ,c) = (Q1, G1, F1, rx,1, rλ,1)

∽ (Q2, G2, F2, rx,2, rλ,2). 这样, 大区段 (如上面的 [tk, tf ])

的混合能就可以由其连续的分段混合能合并得到, 而不是单

纯的通过微分方程式 (13)∼(17) 求解. 而相邻区段合并次序

的无关性使得多个连接分段的合并可以并行运算, 这是本算

法第二个层次上的并行性.

3) 边界条件的独立性. 对于递推式 (20), (21), 如果

记区段 [ta, tb] 为 [tk, tf ], 那么 Sk, θθθk 则由区段矩阵及向量

(Q, G, F, rx, rλ)(tk; tf ) 与边界条件 Sf , θθθf 的一次运算得到.

因此, 对于重复改变边界条件试算的情况, 区段 [tk, tf ] 矩阵

及向量只需求解一次, 从而大大提高边界重分析的效率.

各区段矩阵及向量运算的独立性, 相邻区段合并的次序

无关性, 以及边界条件的独立性等使算法具有极高的并行性,

有利于提高计算效率, 这对于需要迭代求解的非线性两端边

值问题是极为有利的．

3 区段混合能的保辛摄动

通过引入区段混合能, 问题转化为区段混合能矩阵及向

量的求解．区段矩阵和向量的算法也应该有所讲究, Hamil-

ton 体系的近似算法应当保辛[7]．

引入状态变量 ṽvv(t) = {x̃xxT(t), λ̃λλ
T
(t)}T, 式 (3) 重写为

˙̃vvv(t) = H(t)ṽvv(t) + fff (t)
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其中,

H(t) =


 A(t) D(t)

B(t) −AT(t)


 , f (t) =





fx(t)

fλ(t)



 (23)

在区段 [ta, tb] 内, 将时变 Hamilton 矩阵和外力分成两部分.

H(t) = H0 + H1(t), f (t) = f0 + f1(t) (24)

其中, H0 和 f0 在区段内是定常的; H1(t) 和 f1(t) 则是余下

时变的“小量”．

相应的零阶近似系统为

˙̃v0(t) = H0ṽ0(t) + f0 (25)

零阶系统的解可以表示为

ṽ0(t) = Φ0(t; ta)ṽ0(ta) + ṽ0p(t; ta) (26)

其中, Φ0(t; ta) 和 ṽ0p(t; ta) 分别是零阶系统的辛传递矩阵和

零初值特解, 可解析求解．

利用零阶系统的 Φ0(t; ta) 和 ṽ0p(t; ta), 引入正则变换

ṽ(t) = Φ0(t; ta)ṽ1(t) + ṽ0p(t; ta) (27)

将式 (27) 代入式 (23), 推导出摄动方程

˙̃v1(t) = H̄1(t)ṽ1(t) + f̄1(t) (28)

其中,

H̄1(t) = Φ−1
0 (t; ta)H1(t)Φ0(t; ta)

= −JΦT
0 JH1Φ0

f̄1(t) = Φ−1
0 (t; ta)(H1(t)ṽ0p(t; ta) + f1(t))

= −JΦT
0 J(H1ṽ0p + f1)

(29)

上面用到了 Φ0(t; ta) 是辛矩阵的事实, 即 ΦT
0 JΦ0 = J . 由

于 H(t) 及 H0 皆为 Hamilton 矩阵, 不难验证 [JH̄1(t)]
T =

JH̄1(t), 即 H̄1(t) 仍是 Hamilton 矩阵．这说明, 正则变换后

的微分方程 (28) 仍然在 Hamilton 体系下, 即保辛了．

摄动系统 (28) 和零阶系统 (25) 皆是 Hamilton 体系, 因

此有其相应的区段混合能 V1(x̃xx1a, λ̃λλ1b) 和 V0(x̃xx0a, λ̃λλ0b), 如下

V1(x̃xx1a, λ̃λλ1b) = λ̃λλ
T

1bx̃xx1b −
∫ tb

ta
[λ̃λλ

T

1
˙̃xxx1 −H1(x̃xx1, λ̃λλ1)]dt =

1

2
λ̃λλ

T

1bG1λ̃λλ1b + λ̃λλ
T

1bF1x̃xx1a − 1

2
x̃xxT

1aQ1x̃xx1a + x̃xxT
1ar1λ + λ̃λλ

T

1br1x

(30)

V0(x̃xx0a, λ̃λλ0b) = λ̃λλ
T

0bx̃xx0b −
∫ tb

ta
[λ̃λλ

T

0
˙̃xxx0 −H0(x̃xx0, λ̃λλ0)]dt =

1

2
λ̃λλ

T

0bG0λ̃λλ0b + λ̃λλ
T

0bF0x̃xx0a − 1

2
x̃xxT

0aQ0x̃xx0a + x̃xxT
0ar0λ + λ̃λλ

T

0br0x

(31)

其中, 相应的 Hamilton 函数分别为

H1(x̃xx1, λ̃λλ1) =
1

2
λ̃λλ

T

1 D̄1(t)λ̃λλ1 + λ̃λλ
T

1 Ā1(t)x̃xx1−
1

2
x̃xxT

1 B̄1(t)x̃xx1 + λ̃λλ
T

1 f̄1x − x̃xxT
1 f̄1λ

(32)

H0(x̃xx0, λ̃λλ0) =
1

2
λ̃λλ

T

0 D0(t)λ̃λλ0 + λ̃λλ
T

0 A0(t)x̃xx0−
1

2
x̃xxT

0 B0(t)x̃xx0 + λ̃λλ
T

0 f0x − x̃xxT
1 f0λ

(33)

其中, Ā1, B̄1, D̄1 和 f̄1x, f̄1λ 分别是摄动系统 H̄1(t) 和 f̄1(t)

的分块矩阵和向量; 而 A0, B0, D0 和 f0x, f0λ 则分别是零阶

系统 H0 和 f0 的分块矩阵和向量．自然地, 各系统的混合能

矩阵和向量与 Hamilton 函数矩阵和向量之间满足微分方程

式 (13)∼ (17)．

下面根据正则变换关系式 (27) 来推导由摄动系统和零

阶系统的混合能 V1(x̃xx1a, λ̃λλ1b) 和 V0(x̃xx0a, λ̃λλ0b) 得到原系统混

合能 V (x̃xxa, λ̃λλb) 的组合关系．

在区段的左端 ta, 正则变换式 (27) 给出 ṽ1(ta) = ṽ(ta),

从而摄动系统的混合能可写为

V1(x̃xx1a, λ̃λλ1b) = V1(x̃xxa, λ̃λλ1b) (34)

在区段的右端 tb, 正则变换式 (27) 给出

ṽ(tb) = Φ0(tb; ta)ṽ1(tb) + ṽ0p(tb; ta) (35)

式 (35) 表明, 对零阶系统 (25), 若左端值取 ṽ0(ta) = ṽ1(tb),

则右端值相应为 ṽ0(tb) = ṽ(tb), 用区段混合能表示为

V0(x̃xx0a, λ̃λλ0b) = V0(x̃xx1b, λ̃λλb) (36)

观察式 (34) 和式 (36), 可认为同一区段的摄动系统混合

能 V1(x̃xx1a, λ̃λλ1b) 和零阶系统混合能 V0(x̃xx0a, λ̃λλ0b) 在 ṽ1(tb) 处

“连接”, 是空间上的 “连接”, 如图 1 所示．可进行区段合并

V (x̃xxa, λ̃λλb) = sta
x̃xx1b,λ̃λλ1b

{V1(x̃xxa, λ̃λλ1b) + V0(x̃xx1b, λ̃λλb)− λ̃λλ
T

1bx̃xx1b}
(37)

完成变分运算就得到了区段的合并公式, 即

(Q, G, F, rx, rλ) = (Q1, G1, F1, r1x, r1λ)∽

(Q0, G0, F0, r0x, r0λ)
(38)

其中, (Q, G, F, rx, rλ) 即为原系统 (23) 的区段混合能

V (x̃xxa, λ̃λλb)矩阵和向量, 见式 (12)．

图 1 零阶系统和摄动系统的混合能区段合并示意图

Fig. 1 Combination of interval mixed energy of zero-order

system and perturbed system

因此, 分别求解出零阶系统 (25) 和摄动系统 (28) 的区

段混合能矩阵及向量, 利用式 (38) 就得到了原系统的区段混

合能矩阵及向量，这就是区段混合能的保辛摄动方法．

零阶系统 (25) 的区段混合能矩阵及向量可利用精细积

分法求得计算机上的精确解[6], 这是保证摄动精度的基础．
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而摄动系统 (28) 虽仍然是时变的, 但已是摄动后的 “小量”,

故在这一步上做些近似是允许的．摄动系统的近似求解也应

当保辛, 而混合能矩阵的加法摄动是保辛的[11]．因此可对其

区段矩阵及向量满足的微分方程式 (13)∼ (17) 采用 Taylor

级数展开等近似方法[11] 求解, 这里不再赘述．

4 数值算例

为了说明本文算法的有效性, 本文选用文献 [4] 中的强

非线性算例, 分别就其收敛速度、精度以及对迭代初值的敏

感性, 与常用的 Runge-Kutta 算法进行比较．

首先选取迭代初值格式为

xxx(0) =





0

3− 0.5t



 , λλλ(0) =





3− 0.5t

0



 , 0 ≤ t ≤ tf

给定 xxx(0) = {0, 3.0}T, tf = 6.0, 进行求解．表 1 比较了采用

保辛摄动算法和四阶 Runge-Kutta 算法迭代计算的收敛速

度,其中 d(x
(i)
1 −x

(i−1)
1 )为相邻两次迭代间的距离[4]．可以看

出第 5 次迭代之后本文算法收敛速度大大高于 Runge-Kutta

算法 (高出 2∼5 个数量级)．

进一步计算表明, 对于给定初值 xxx(0) = {0, 3.0}T 的情
形, Runge-Kutta 算法采用 η = 0.3 的步长是发散的; 而对

于给定初值 xxx(0) = {0, 2.0}T 的情形, Runge-Kutta 算法采

用 η = 0.3 的计算步长则可以得到正确结果, 这表明问题初

值和计算步长都会影响到 Runge-Kutta 算法的数值稳定性．

而本文算法对于上述情形在大计算步长 η = 0.4 仍然都收敛

于真解, 说明本文算法具有更好的数值鲁棒性．

本文算法对迭代初值选取的要求比较宽松．给定

xxx(0) = {0, 3.0}T, tf = 18.0, 仍然采用上述迭代初值格式

启动, 此时迭代初值相对于最优值的偏离是很大的, 如图 2

和图 3 所示．图例给出了在计算步长 η = 0.2 时本文算法

的迭代结果, 迭代 5 次已基本收敛到最优解 (其中参考解是

采用小计算步长 η = 0.1 迭代 20 次得到的迭代结果), 收敛

速度是很快的; 而采用 Runge-Kutta 法, 只有当步长减小到

η = 0.01, 才能得到正确的结果．

图 2 迭代初值偏离较大时的收敛结果

Fig. 2 Convergent results by bad initial trial value

图 3 迭代初值偏离较大时的收敛结果

Fig. 3 Convergent results by bad initial trial value

另外, 高度的并行性是本文保辛摄动算法的另一大优点,

而且, 计算的独立性可有效地避免数值误差的传播．

表 1 相邻迭代结果的距离 (η = 0.2, tf = 6.0)

Table 1 Distances between iterations (η = 0.2, tf = 6.0)

迭代 d(x
(i)
1 − x

(i−1)
1 ) d(λ

(i)
1 − λ

(i−1)
1 ) d(u(i) − u(i−1))

次数 i 保辛摄动 Runge-Kutta 保辛摄动 Runge-Kutta 保辛摄动 Runge-Kutta

5 1.2703e-04 3.0958e-04 1.5162e-03 2.8313e-03 7.5811e-04 1.4156e-03

6 5.4700e-07 5.6138e-06 3.7977e-06 1.4141e-04 1.8989e-06 7.0704e-05

7 2.2125e-09 2.6793e-07 1.5126e-08 5.5623e-06 7.5629e-09 2.7811e-06

8 8.9407e-12 1.1338e-08 7.8044e-11 1.5068e-07 3.9022e-11 7.5341e-08

9 4.0856e-14 6.3019e-10 3.6593e-13 5.7898e-09 1.8296e-13 2.8949e-09

10 6.6613e-16 2.9304e-11 3.1086e-15 1.3731e-10 1.5543e-15 6.8656e-11
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5 结论

非线性动力系统最优控制的求解是一个挑战, 一般需要

借助于迭代法求解, 每次迭代都将转化成为一个线性时变系

统的两端边值问题．因此, 发展线性时变非齐次两端边值问

题的快速精确求解算法是迫切需要的．本文引入了区段混合

能概念, 指出传统的 Riccati 变换方法是区段混合能方法的

特例．推导了基于区段混合能方法的求解列式, 并给出了时

变系统区段混合能的保辛摄动求解方法．该算法具有很强的

并行性, 高效而精确．最后的算例验证了本文方法的有效性．

本文算法是对线性时变 LQ 最优控制中出现的齐次两端

边值问题求解的一个扩展, 可进一步应用到时变或非线性系

统的最优滤波、跟踪等课题中去．
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