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基于饱和方法的直升机镇定设计

叶华文 1 桂卫华 1 阳春华 1 刘国平 1

摘 要 考虑直升机的镇定问题. 通过把直升机的部分动态视为非线性

扰动下的积分器链, 并进一步转化为前馈型系统, 然后运用饱和设计方

法, 给出了直升机镇定控制器的设计. 并用 Lyapunov 方法证明了闭环

系统的全局渐近稳定性. 本文设计方法简单, 无需前推、反推技巧, 也无

需小增益分析. 与现存的控制器设计相比, 本文的控制律形式简单. 数例

仿真表明了方法的有效性.
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Abstract The problem of stabilization of the planar verti-

cal take-off and landing (PVTOL) aircraft is considered in this

paper. Based on a saturation design approach, the design of sta-

bilization controller of the PVTOL is given by viewing a partial

dynamics of the PVTOL as a chain of integrators with nonlinear

perturbation and by further transforming it into a feedforward-

form system. The global asymptotic stability of the closed loop

system is proven using Lyapunov method. The design method

in this paper is simple in the sense that it requires neither the

forwarding and backstepping technique nor the small gain anal-

ysis. The control law in this paper has a simpler functional

form than the existing designs and its effectiveness is verified by

simulations.

Key words Stabilization, saturated control, helicopter con-

trol

1 引言

在构造非线性控制领域, 实际系统的镇定研究备受关

注[1,2]. 直升机是一种重要的非线性实际系统, 常用来验证

镇定新方法的有效性, 而且, 直升机控制本身也是具有挑战

性的非线性控制问题. 关于直升机镇定的研究, 文献 [3] 运用

非线性小增益原理给出了基于前推方法的设计；构造合适的

Lyapunov函数, 文献 [4]给出了不同的基于前推方法的设计.

借助特殊饱和函数, 文献 [5, 6] 给出了两种基于反推方法的

设计. 特别是, 基于 Lyapunov 分析和饱和方法, 文献 [7] 给

出了迄今为止相对简单的设计.

一般地说, 前推方法面临构造复杂 Lyapunov 函数和计

算小增益的困难, 反推方法往往导致复杂控制律. 为了避免

构造复杂 Lyapunov 函数和计算小增益, 及避免运用反推方

法, 本文将给出直升机的又一个简单镇定设计. 关键处理是

将直升机的部分动态转化成带有非线性扰动的 4 维积分器
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链, 然后将积分器链的一种饱和设计算法扩展运用到这种扰

动情形.

2 直升机的镇定设计

2.1 初步设计及系统形式转换

直升机的运动方程描述如下[6]

ẍ = − U1 sin θ + εU2 cos θ

ÿ = U1 cos θ + εU2 sin θ − 1

θ̈ = U2

(1)

其中, x, y 分别是水平和垂直位置坐标, θ 是直升机相对于

水平位置的偏转角；控制输入 U1, U2 分别是推力和转动力

矩. 小参数 ε刻画转矩和横向加速度间的耦合关系.

运用变换

x = x− ε sin θ, y = y + ε(cos θ − 1)

u1 = U1 − εθ̇2, u2 = U2

(2)

系统 (1) 转化为

ẍ = −u1 sin θ, ÿ = u1 cos θ − 1, θ̈ = u2 (3)

因为系统 (3) 可镇定意味系统 (1) 可镇定, 并且, 一旦设

计好新控制 u1 和 u2, 便可以通过变换 (2) 得到系统 (1) 的

相关设计[6]. 所以本文将集中考察系统 (3). 针对系统 (3), 初

步设计

u1 = (r + 1)/ cos(sat(θ)) (4)

r 是待确定的控制输入；又因为存在有限时间 T1(≥ 0), 使得

对所有 t ≥ T1 有 |θ(t)| ≤ 1, 这可以通过设计 u2 得到保证

(见第 3 节的证明). 于是, 系统 (3) 成为

ẍ = −(r + 1) tan θ, θ̈ = u2, ÿ = r (5)

为游离出来的 ÿ 子系统设计

r = −sat1/2(ẏ)− sat1/4(y + ẏ) (6)

其中饱和函数定义为

satε(s) =





ε, s > ε

s, −ε ≥ s ≤ ε

−ε, s < −ε

(7)

运用第 2.2节给出的引理 1的证明方法, 可推知系统 ÿ = r =

−sat1/2(ẏ)− sat1/4(y + ẏ) 为全局渐近稳定, 显然, 该系统还

是局部指数稳定的.

下面给出 u2 的设计. 令 β = −θ, u = −u2, 则系统 (5)

的 ẍ 子系统和 θ̈ 子系统写为

ẍ = β + (tan β − β) + r tan β, β̈ = u (8)

由于有限时间后 |β| = | − θ| ≤ 1, ÿ = r 为全局渐近稳定和

局部指数稳定, 因此 r tan β 是有限时间后足够小的指数收敛

项. 另外已知 tan β−β = β3/3+2β5/15+ · · · , 于是系统 (8)

可看作指数收敛扰动和高阶扰动下的 4 –维积分器链. 再引

入坐标变换

z1 = x + 3ẋ + 3β + β̇, z2 = ẋ + 2β + β̇

z3 = β + β̇, z4 = β̇
(9)
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系统 (8) 转化成下面的前馈型系统

ż1 = z2 + z3 + z4 + u+

3(tan(z3 − z4)− (z3 − z4)) + 3r tan(z3 − z4)

ż2 = z3 + z4 + u+

tan(z3 − z4)− (z3 − z4) + r tan(z3 − z4)

ż3 = z4 + u

ż4 = u

(10)

2.2 饱和设计思想

本文对系统 (10) 的镇定设计基于积分器链的饱和设计

算法.

引理1.下面的饱和控制可作为 4 维积分器链 ẋ1 = x2,

ẋ2 = x3, ẋ3 = x4, ẋ4 = u 的镇定控制

u = −satε(z4)− satε/2(z3)− satε/4(z2)− satε/8(z1) (11)

其中 ε > 0, z1, z2, z3, z4 分别为

z4−i =

i∑
j=0

i!

j!(i− j)!
x4−j , i = 0, 1, 2, 3 (12)

证明. 通过变换 (12), 4 维积分器链转化成下面的前馈

型系统

ż1 = z2 + z3 + z4 + u

ż2 = z3 + z4 + u

ż3 = z4 + u

ż4 = u

(13)

控制 (11) 有界, 积分计算表明 4 维积分器链不会

有限逃逸, 因此系统 (13) 也如此. 接下来按由后至前

的顺序分析系统 (13) 的各子系统. 考察 ż4 子系统, 定

义 Lyapunov 函数 V4 = (1/2)z2
4 . 对所有 |z4| ≥ ε, 有

z4satε(z4) = |z4|satε(|z4|) = ε|z4| 成立, 因此, 沿 ż4 子

系统的解计算 V4 的时间导数, 对所有 |z4| ≥ ε 有

V̇4 = −ε|z4| − z4(satε/2(z3) + satε/4(z2) + satε/8(z1))

≤ (−ε + ε/2 + ε/4 + ε/8)|z4| < 0

这表明存在有限时间 t1 ≥ 0, 使得对所有 t ≥ t1, 有 |z4| ≤ ε.

于是 ż3 子系统成为

ż3 = −satε/2(z3)− satε/4(z2)− satε/8(z1)

用同样的方法分析 ż3 子系统可以推知, 存在有限时间

t2 ≥ t1, 使得对所有 t ≥ t2, |z3| ≤ ε/2. 同样可以分析知道,

存在有限时间 t ≥ t2 ≥ t1, 使得对所有 t ≥ t, |z2| ≤ ε/4 ,

|z1| ≤ ε/8. 于是系统 (13), (11) 退化为

ż1 =− z1

ż2 =− z1 − z2

ż3 =− z1 − z2 − z3

ż4 =− z1 − z2 − z3 − z4

(14)

该系统为指数稳定. 上面的分析实际上表明系统 (13), (11)

是全局吸引和局部渐近稳定的, 因此为全局渐近稳定[8]. □

注1. 引理 1 中的饱和控制不同于文献 [9] 的设计, 因

为从文献 [9] 的定理 6.1 将得到下面形式的镇定控制: u =

−εsat(x4)−ε2sat(x4 +εx3) −ε3sat(x4 +(ε2 +ε)x3 +ε3x2)

−ε4sat(x4 + (ε3 + ε2 + ε)x3 + (ε5 + ε4 + ε3)x2 + ε6x1),

0 < ε ≤ 1/4.

注2. 对应于前馈型系统 (13) 的饱和控制 (11) 有一个

重要特征, 即每个状态受到不同的饱和限制. 因此, 运用文献

[6, 9, 10] 中由后至前的迭代分析方法, 可推知有限时间后各

状态收敛到不同的小区域

|z4| ≤ ε, |z3| ≤ ε/2, |z2| ≤ ε/4, |z1| ≤ ε/8

正是这个现象启发我们为系统 (10) 设计形如式 (11) 的控制

律, 因为系统 (10) 只是比系统 (13) 增加了非线性扰动.

2.3 完整设计

为系统 (10) 设计控制律

u = −sat1/18(z4)− sat1/36(z3)− sat1/72(z2)− sat1/144(z1)

(15)

相当于在控制 (11) 中令 ε = 1/18 . 这样设置饱和参数是为

了保证系统 (10) 中的非线性扰动项在有限时间后为足够小,

详情可见第 3 节的稳定性分析.

至此便完成了直升机的控制设计, 由前面的设计步骤可

得到直升机系统 (1) 的完整设计

U1 =
−sat1/2(ẏ)− sat1/4(y + ẏ) + 1

cos(sat(θ))

U2 =sat1/18(−θ̇) + sat1/36(−θ − θ̇) + sat1/72(ẋ− 2θ − θ̇)+

sat1/144(x + 3ẋ− 3θ − θ̇)

(16)

其中,

x = x− ε sin θ, ẋ = ẋ− εθ̇ cos θ

y = y + ε(cos θ − 1), ẏ = ẏ − εθ̇ sin θ

3 稳定分析和仿真验证

现在证明上节的设计导致了闭环系统的全局渐近稳定.

证明方式为, 首先表明有限时间后系统轨线进入包含原点的

小区域, 然后运用 Lyapunov 分析推断退化系统在该域中为

局部渐近稳定. 为此, 有必要验证系统的非有限逃逸性, 即验

证系统状态不会在有限时间内逃逸为无穷. 在现在的情形,

非有限逃逸是容易验证的. 考察系统 (3), 既然

|u1 sin θ| ≤ 3/4 + 1

cos 1
, |u1 cos θ − 1| ≤ 3/4 + 1

cos 1
+ 1

而控制输入 u2 是饱和的反馈控制, 简单积分计算表明系统

(3) 不存在有限逃逸时间.

为了下面的推导, 补充不等式

| tan β − β| ≤ β2/10, β ∈ [−1/12, 1/12] (17)

该不等式的证明如下：设 g(β) = tan β − β − β2/10, 有

g′(β) = 1/ cos2 β− 1− β
5
; g′′(β) = sin 2β/ cos4 β− 1

5
. 既然

g(0) = g′(0) = 0; g′′(β) < 0, β ∈ [−1/12, 1/12], 那么 g(β)

在 β = 0 为最大, 即 tan β − β ≤ β2/10, β ∈ [−1/12, 1/12],

同样可证明 −(tan β − β) ≤ β2/10, β ∈ [−1/12, 1/12].
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定理1. 控制律 (16) 为直升机系统 (1) 的镇定控制.

根据前面的设计步骤可知, 为了证明定理 1 只需证明下

面的结论.

引理2. 系统 (10), (15) 是全局渐近稳定的.

证明. 既然系统 (3) 不会有限逃逸, 系统 (10) 也不存

在有限逃逸时间. 用引理 1 的证明方法依次分析系统 (10)

的 z4、z3 子系统, 可知存在有限时间 T1 ≥ 0, 使得对所有

t ≥ T1, 有 |z4| ≤ 1/18, |z3| ≤ 1/36. 特别地, 此时有

|θ(t)| = | − β(t)| = | − z3(t) + z4(t)| ≤ 1/12 (18)

于是, 对所有 t ≥ T1, z2 子系统成为

ż2 = −sat1/72(z2)+ tan(z3− z4)− (z3− z4)+ r tan(z3− z4)

(19)

由于 ÿ = r 全局渐近稳定和局部指数稳定, 必然存在有

限时间 T2 ≥ T1, 使得对所有 t ≥ T2, 有

|r(t) tan(z3(t)− z4(t))| ≤ 1/2160, |r(t)| ≤ 1/72

又因为对所有 t ≥ T2, 有 |z3(t)− z4(t)| ≤ 1/12, 运用不等式

(17) 有

| tan(z3(t)− z4(t))− (z3(t)− z4(t))| ≤ (z3(t)− z4(t))
2/10

因此,为系统 (19)定义函数U = (1/2)z2
2 ,对所有 |z2| ≥ 1/72

和 t ≥ T2,容易得到 U̇ < 0. 这意味着存在有限时间 T3 ≥ T2,

使得对所有 t ≥ T3, 有 |z2| ≤ 1/72 成立. 于是, 对所有

t ≥ T3, z1 子系统退化为

ż1 = −sat1/144(z1)+3(tan(z3−z4)−(z3−z4)+r tan(z3−z4))

(20)

为系统 (20)定义函数 V = (1/2)z2
1 ,对所有 |z1| ≥ 1/144

和 t ≥ T3, 有

V̇ ≤ (−1/144 + 3/1440 + 3/2160)|z1| < 0

因此, 存在有限时间 T4 ≥ T3, 使得对所有 t ≥ T4，有 |z1| ≤
1/144 成立. 这样, 当 t ≥ T4 时, 系统状态收敛到小区域 Ω =

{(z1, z2, z3, z4)||z4| ≤ 1/18, |z3| ≤ 1/36, |z2| ≤ 1/72, |z1| ≤
1/144}, 而系统 (10), (15) 退化为

ż1 =− z1 + 3(tan(z3 − z4)− (z3 − z4) + r tan(z3 − z4))

ż2 =− z1 − z2 + tan(z3 − z4)− (z3 − z4) + r tan(z3 − z4)

ż3 =− z1 − z2 − z3

ż4 =− z1 − z2 − z3 − z4

(21)

下面证明, 当 t ≥ T4 时, 系统 (21) 为局部渐近稳定 (Ω

为相应的吸引域). 令

cz = (z3 − z4)
2/3 + 2(z3 − z4)

4/15 + · · ·
czr = r(1 + (z3 − z4)

2/3 + 2(z3 − z4)
4/15 + · · · )

则有

tan(z3 − z4)− (z3 − z4) = cz(z3 − z4),

r tan(z3 − z4) = czr(z3 − z4)

而系统 (21) 可重写为

ż = Az + D(z , r)z (22)

其中, z = (z1, z2, z3, z4)
T, A 和 D(z , r) 分别为

A =




−1 0 0 0

−1 −1 0 0

−1 −1 −1 0

−1 −1 −1 −1




D(z , r) =




0 0 3(cz + czr) −3(cz + czr)

0 0 (cz + czr) −(cz + czr)

0 0 0 0

0 0 0 0




因为 t ≥ T4 时有 |z3(t)− z4(t)| ≤ 1/12, |r(t)| ≤ 1/72, 故而

成立

|cz| < 1/54, |czr| < 1/54 (23)

现在定义函数W = zTPz , 其中正定对称矩阵

P =




15/16 −1/16 −1/4 −1/8

−1/16 9/8 −3/8 −1/4

−1/4 −3/8 3/2 −1/2

−1/8 −1/4 −1/2 1




满足 ATP + PA = −diag(1, 1, 2, 2). 运用 (23) 式, 计算W

沿系统 (22) 的解的时间导数可得到

Ẇ = zT(ATP + PA)z + 2zTPD(z , r)z

≤ −zTdiag(1/2, 1/2, 3/2, 3/2)z

根据 Lyapunov 稳定原理, 系统 (22) 因而系统 (21) 为局部

渐近稳定.

以上分析表明, 闭环系统 (10), (15) 是全局吸引和局部

渐近稳定的, 即为全局渐近稳定[8]. ¤
注3. 不需运用反推方法, 本文的控制设计明显比文献

[5, 6] 简单; 无需计算小增益和构造复杂 Lyapunov 函数, 本

文的设计方法也不同于文献 [3, 4]. 与文献 [7] 相比, 本文采

用了不同的方式分析收敛性. 我们首先证明系统轨线于有限

时间后进入小区域, 然后证明该域中的退化系统为局部渐近

稳定; 而文献 [7] 则首先证明各状态的有界性, 然后运用小增

益方法确定收敛性. 很显然, 分析方式的不同决定了控制器

参数化的差异. 其次, 本文的饱和控制是和式的, 而文献 [7]

为嵌套形式. 另外, 稍作比较可发现, 本文设置饱和度参数的

过程简单于文献 [7].

最后对系统 (1) 进行仿真. 取 ε = 1, 任选初始条件

(2, 3, 4, 1, π/3,−0.27),图 1的仿真结果显示了相应的收敛性.

注意图中X1, X2, Y1, Y2, Z1, Z2分别表示 x, ẋ, y, ẏ, θ, θ̇.
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图 1 直升机系统 (1), (16) 的状态响应

Fig. 1 State response of the PVTOL (1), (16)

4 结论

本文给出了直升机镇定的新设计. 关键处理是 4 维子系

统被视为非线性扰动下的积分器链, 并进一步转化成前馈

型系统, 然后运用不同于文献 [9] 的积分器链的饱和设计算

法. 另外, 下面各项在镇定设计和稳定分析中也起着重要作

用：1) 饱和控制中精心选择的饱和度小常数, 用来抑制非线

性扰动; 2) 由后至前的迭代的 Lyapunov 分析, 用来推断各

状态到小区域的收敛性；3)小区域中的简单 Lyapunov 分析,

用来推断退化系统的局部渐近稳定性.

针对直升机这一实际模型, 本文的设计无需构造复杂

Lyapunov 函数, 无需繁琐的小增益分析, 也避免了反推方法

导致的复杂控制律, 达到了用简单方法获得简单控制的目的.
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