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基于输入扩张的闭环系统子空间辨识及其强一致性分析

杨 华 1 李少远 1

摘 要 针对闭环条件下的子空间辨识问题, 结合线性代数和几何学的基本概念, 将输入输出误差序列包含至输入子空间中,

基于输入扩张的状态空间构造方法, 提出一种新的闭环辨识算法；解决开环算法应用于闭环系统辨识时产生有偏估计, 甚至不

能正确辨识的问题；实现闭环条件下对系统状态空间矩阵的强一致估计, 并理论证明该辨识算法的强一致性；最后通过仿真实

例验证本算法的有效性.
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Closed-loop Subspace Identification Based on Augmented Input with

Consistency Analysis

YANG Hua1 LI Shao-Yuan1

Abstract For the basic problem of closed-loop identification, a new closed-loop identification algorithm is proposed in

the framework of subspace method combined with linear algebra and geometry. In order to implement a new reconstruction

of the state sequence, the output and input error sequences are included in the input subspace based on the augmented

input. The estimation error, which is produced by open-loop algorithm when it is applied in the existence of feedback,

is eliminated. The consistency estimate of system state-space matrices is implemented and the consistency property is

proven in theory. Finally, the efficiency of this method is illustrated with a simulation example.
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1 引言

子空间辨识[1∼3] 作为一种新的辨识算法, 由于
其对先验知识要求较少, 对于多变量系统辨识广泛
适用, 以及在数值计算上的优势, 受到了控制和辨识
领域的广泛关注. 在开环情况下, 由于不可测噪声与
输入之间无关性条件成立, 使得辨识结果为强一致
无偏估计. 但是, 由于工艺或者稳定性需要, 许多工
业过程必须在闭环条件下进行辨识, 当系统中存在
反馈, 上述无关性不再成立, 成为子空间方法应用于
闭环辨识的主要障碍[4∼7].
针对闭环条件下的子空间辨识问题, 已有一些

研究成果. 文献 [8] 对开环系统子空间辨识的标准
算法 N4SID[6] 进行了改进, 以适应闭环数据的要求,
但是这种方法需要 Markov 参数已知；Ljung 等人
也依靠一些辅助信息提出了 ARX 模型的闭环子空
间辨识算法[9], 但是这些方法中都没有给出辨识算
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法的一致性分析. 基于子空间正交投影的概念, 文献
[10] 通过从闭环系统中分离控制器模型来实现系统
模型的辨识；在辨识系统模型与反馈通道均为线性

时不变的前提下, 文献 [11] 提出一种联合输入输出
闭环辨识算法, 但是辨识前需要反馈控制器的传递
函数已知. 正如文献 [12] 中指出, 闭环条件下的辨
识算法仍有待于进一步的研究. 为分析闭环辨识算
法的渐进性质, 文献 [13, 14] 在随机实现框架内对如
[8, 9] 中描述的几种已有的闭环子空间辨识算法进
行了一致性分析, 分析了偏差产生的原因, 并指出文
中几种算法的辨识结果均为有偏的.
本文在已有辨识算法研究 [9] 的基础上, 在子空

间辨识框架内提出一种新的闭环辨识方法, 通过对
算法的修正, 消除闭环条件下噪声与输入之间相关
性对辨识的影响. 文中首先介绍闭环子空间辨识中
存在的有偏性问题, 分析并给出问题产生原因, 详细
分析系统的闭环建模以及控制器对辨识的影响, 并
给出量化表示关系. 在上述分析的基础上提出闭环
辨识算法, 理论证明参数估计的强一致性, 最后通过
仿真实例来验证算法的有效性.

2 问题描述
本文研究如下系统的闭环辨识问题[6, 7]

xxx(t + 1) = Axxx(t) + Buuu(t) + Keee(t)
yyy(t) = Cxxx(t) + Duuu(t) + eee(t)

(1)
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其中, uuu(t) ∈ Rm, yyy(t) ∈ Rl 和 xxx(t) ∈ Rn 分别为过

程输入、输出和系统状态, eee(t) 为零均值白噪声, 并
满足 E[eeepeee

T
q ] = Sδpq, {A,B, C, D} 为相应维数的

系统矩阵, K 为 Kalman 滤波增益.
文中过程 (1) 工作于闭环条件下, 即系统中存

在从 yyy 到 uuu 的反馈, 如图 1 所示. 在辨识过程中, 只
有闭环输入输出数据 uuu 和 yyy 可测, 控制器模型未知,
且对控制器形式没有任何限制. 为保证系统的可辨
识性以及一致性分析需要, 系统满足下述条件：

1) (A,B) 能控, (A,C) 能观测, 且系统为最小
实现.

2) 外部输入 rrr 与噪声 eee 不相关, 且 rrr 满足充分

激励条件.
3) D = 0, 即从 uuu 到 yyy 没有直接的前向通道.
本文闭环子空间辨识的主要目标是从闭环输入

输出数据 uuu 和 yyy 开始, 在控制器模型未知的情况下,
不依赖任何被辨识模型的先验知识, 得到系统矩阵
(A,B, C, D)、Kalman 滤波增益 K 和新息方差矩

阵 S 的一致无偏估计.

3 闭环系统分析

图 1 闭环系统框图

Fig. 1 The frame of the closed-loop system

本节针对闭环子空间辨识的关键问题, 即输入
与噪声之间相关性, 对图 1 所示闭环系统进行建模
分析, 讨论控制器对闭环数据以及对闭环辨识的影
响, 并给出量化表示. 为简化分析, 反馈均以线性
时不变形式出现, 闭环系统中包含的控制器表示如
下[13, 14]

xxxc(t + 1) = Acxxxc(t) + Bcyyy(t) + Lvvv(t)
uuu(t) = Cc(t)xxxc(t) + Dcyyy(t) + vvv(t)

(2)

类似于式 (1), 上式中描述了当 yyy 给定, 从 yyy 到 uuu 的

稳态描述形式. 其中, xxxc 为控制器状态, 控制器的输
入输出分别为 yyy 和 uuu, vvv 为控制器的白噪声输入. 假
定 qqq(t) = [ xxx(t)T xxxc(t)T ]T 为闭环系统模型的最
小状态向量, 则闭环系统可由下式给出

qqq(t + 1) = Aqqq(t) +Knnn(t)
[

yyy(t)
uuu(t)

]
= Cqqq(t) +Hnnn(t)

(3)

其 中, A =

[
A + BDcC BCc

BcC Ac

]
, K =

[
K + BDc BDc

Bc Bc

]
, C =

[
C 0
Dc Cc

]
, H =

[
I 0
Dc I

]
, nnn(t) =

[
eee(t)
vvv(t)

]
. 由条件 1) ∼ 3) 可

知系统满足充分激励条件[4], 则 (uuu,yyy) 为零均值联合
二阶过程, 满足系统的可辨识条件. 由式 (1) 和 (2)
可知, 输入输出白噪声产生过程可分别由输入、输出
的一步超前误差表示

vvv(t) = uuu(t)− uuu(t)|W−
t (4)

eee(t) = yyy(t)− yyy(t)|W−
t (5)

其中W−
t 表示过去直到 t时刻无限维输入输出序列,

即 W−
t = [ (Y −

t )T (U−
t )T ]T, uuu(t)|W−

t 表示正交

投影. 实际上, 只有有限时间 [t0, ts] 的数据可以利
用, 数据维数为有限维, 因此在辨识中使用下述 “暂
态” 形式来代替 vvv(t) 和 eee(t)

v̂vv(t) = uuu(t)− uuu(t)|W[t0,t) (6)

êee(t) = yyy(t)− yyy(t)|W[t0,t) (7)

t 为当前时刻, 即过去输入输出序列Wp 由 [t0, t) 时
段的数据W[t0,t) 代替. 与上述 eee(t) 和 vvv(t) 相比, 暂
态形式 êee(t) 和 v̂vv(t) 与初始时刻 t0 和初始条件有关,
当满足 t−t0 →∞时,以均方形式满足 ê(t) → e(t),
v̂(t) → v(t).
由闭环系统模型 (3) 可知, x̂xx(t) = xxx(t)|W[t0,t)

和 x̂xxc(t) = xxxc(t)|W[t0,t) 分别为开环系统和控制器的

Kalman 状态估计, 它们共同构成闭环系统暂态方
程的状态向量, 并基于输入输出序列进行更新, 即
x̂xx(t + 1) = xxx(t + 1)|W[t0,t+1), x̂xxc(t + 1) = xxxc(t +
1)|W[t0,t+1), 其中W[t0,t+1) = (W[t0,t) ⊕Et)⊕ Vt, 子
空间 Et 和 Vt 分别定义为 Et = span{êee(t)}, Vt =
span{v̂vv(t)}. 令闭环系统 Kalman 状态估计 q̂qq(t) =
[ x̂xxT(t) x̂xxT

c (t) ]T, 则有

q̂qq(t + 1) = Aq̂qq(t) +K(t)

[
êee(t)
v̂vv(t)

]
(8)

[
yyy(t)
uuu(t)

]
= Cq̂qq(t) +

[
I 0
Dc(t) I

][
êee(t)
v̂vv(t)

]
(9)
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其中

K(t) =

[
K(t) + B(t)Dc(t) B(t)Dc(t)
Bc(t) Bc(t)

]

令初始状态 q̂qq(t0) = 0, 矩阵 A 和 C 由式 (3) 定义,
K(t)、B(t)、Dc(t) 和 Bc(t) 可由标准 Riccati 方程
计算得到. 由式 (8) 和 (9) 可知, 即使只需要更新开
环系统状态 xxx(t), 对 x̂xx 的递推中包含 x̂xxc 和 v̂vv. 因此,
当系统中包含反馈, 由于系统输入与不可测噪声之
间的相关性, 如果不将控制器的当前状态包含在内,
则不能给出闭环系统中从 uuu 到 yyy 的系统描述.

引理[13]. 定义 x̃xx(t) = xxx(t)|W[t0,t+1) − x̂xx(t), 其
中, x̂xx(t) = xxx(t)|W[t0,t). 则开环系统状态方程可写为

x̂xx(t+1) = Ax̂xx(t)+Buuu(t)+K(t)êee(t)+ Āx̃xx(t) (10)

yyy(t) = Cx̂xx(t) + êee(t) (11)

上式可由式 (8) 和 (9) 简单变化得到.
令 K̂(t) = K(t)− B̃(t)Dc(t), 式 (10) 可写为

x̂xx(t + 1) = Ax̂xx(t) + Buuu(t) + K̂(t)êee(t)− B̃(t)v̂vv(t)
(12)

而且满足

Āx̃xx(t) = −(B̃(t)Dc(t)+K̂(t))êee(t)−B̃(t)v̂vv(t) (13)

由引理可知, 状态变化量 x̃xx(t) 与输入输出误差 êee(t)
和 v̂vv(t) 线性相关, 其大小可由式 (13) 量化表示, 正
是由于这种相关性的存在, 给闭环子空间辨识算法
带来一定的问题.

4 闭环系统子空间辨识

4.1 闭环子空间辨识算法

为实现闭环条件下的系统模型辨识, 首先使用
输入输出数据构造过去与未来输入 Hankel 矩阵 Up

和 U
[6]
f

Up =




uuu0 uuu1 · · · uuuj−1

uuu1 uuu2 · · · uuuj

...
. . .

uuui−1 uuui · · · uuui+j−2




Uf =




uuui uuui+1 · · · uuui+j−1

uuui+1 uuui+2 · · · uuui+j

...
. . .

uuu2i−1 uuu2i · · · uuu2i+j−2




输出Hankel矩阵 Yp 和 Yf 也可以类似构造,过

去输入输出矩阵 Wp =
[

Y T
p UT

p

]T

, 式中假定 i

为当前时刻, 下标 p 和 f 分别表示 “过去” 与 “未
来” 的相对时间概念. 状态序列 Xi 定义为

Xi = [ xxxi xxxi+1 · · · xxxi+j−1 ] (14)

误差 eee 的 Hankel 矩阵与 Uf 类似定义为 Ef , 根据
上述矩阵的定义, 对式 (1) 迭代得到如下矩阵等式,
这一等式在子空间辨识中起着重要作用：

Yf = ΓiXi + Hd
i Uf + Hs

i Ef (15)

其中, Γi 为扩展能观测矩阵

Γi =




C

CA
...
CAi




(16)

下三角 Toeplize 矩阵 Hd
i 和 Hs

i 分别为

Hd
i =




D 0 0 · · · 0
CB D 0 · · · 0
CAB CB D · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
CAi−2B CAi−3B CAi−4B · · · D




Hs
i =




0 0 0 · · · 0
CK 0 0 · · · 0
CAK CK 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
CAi−2K CAi−3K CAi−4K · · · 0




子空间辨识的重要步骤是实现对系统状态空间的重

构, 当状态序列得到之后, 系统矩阵可通过状态序列
或者扩展能观测矩阵求解得到. 在开环条件下满足
噪声与输入之间的无关性要求, Ef 与过去输入 Up、

过去输出 Yp 以及未来输入 Uf 之间相互独立, 因此
ΓiXf 可通过把式 (15) 沿 Uf 行空间到Wp 行空间

做斜投影求解, 即

Yf/Uf
Wp = ΓiXi/Uf

Wp + Hd
i Uf/Uf

Wp+
Hs

i Ef/Uf
Wp

(17)

由投影性质可知 Uf/Uf
Wp = 0, 而 Ef 与 Uf 独立使

得 Ef/Uf
Wp = 0 满足, 因此式 (17) 的后两项为零,

等式 (17) 可以简化为

Yf/Uf
Wp = ΓiXi/Uf

Wp (18)

这一结果表明, Γi 等价于 Yf/Uf
Wp 的列空间, 可通

过线性代数工具 SVD 分解 Yf/Uf
Wp 获得. 代数工
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具 SVD的引入使得计算具有更高的数值鲁棒性. 类
似地, Yf/Uf

Wp 的行空间等价于 Xi/Uf
Wp 的行空

间, 其中 Xi/Uf
Wp 为系统的 Kalman 状态估计 X̂i.

但是控制器的引入及反馈的存在给辨识带来

新的问题, 即噪声与输入之间的相关性, 这一问题
的存在使得 Ef/Uf

Wp = 0 不再成立, 第 3 节所
述新的闭环状态方程给出了输入输出误差与系统

状态之间关系的清晰的量化描述. 定义误差变量
ξξξ(t) = eee(t)⊕vvv(t),构造扩张输入子空间 ϑt = uuut∨ξξξt,
新的状态空间构造方法可由定理 1 给出.
定理 1. 对任意 k ≥ n (n 为系统阶次), 有

ϑ[t,ts] ∩W−
t = {0}, 令

X
+/−
t = Y[t,t+k]/ϑ[t,t+k]W

−
t (19)

则 X
+/−
t 为模型 (1) 的状态空间, 满足

xxx(t + 1) = Axxx(t) + Buuu(t) + Gfff(t) (20)

yyy(t) = Cxxx(t) + Duuu(t) + Jfff(t) (21)

证明. 由定义 ξξξ(t) = eee(t) ⊕ vvv(t), 可知 Yt ⊆
W−

t ⊕ ξt, 则有 Yt/ϑ[t,t+k]W
−
t = Yt/ξt

W−
t = Yt|W−

t

成立, 且已包含在状态空间 X
+/−
t 的构造中. 因此,

Yt ⊆ X
+/−
t ⊕ ξt, 条件 (21) 成立.

X
+/−
t+1 = Y[t+1,t+k]/ϑ[t+1,t+k]W

−
t+1 =

Y[t+1,t+k]/A[t+1,t+k] [W
−
t + ϑt] ⊆

Y[t+1,t+k]/A[t,t+k]W
−
t + ϑt] ⊆

Y[t,t+k]/A[t,t+k]W
−
t + ϑt =

(X+/−
t + Ut)⊕ ξt

条件 (20) 满足. ¤
定义 eee(t) = Reee∗(t), 满足 cov(eee∗(t)) = I, 则有

RTR = S. 由式 (1) 可知

Xi+1 = AXi + BUi + KRE∗
i (22)

Yi = CXi + DUi + RE∗
i (23)

根据式 (22) 和 (23) 给出闭环子空间辨识算法, 实现
对系统矩阵的估计:
步骤1. 构造输入输出 Hankel 矩阵 U[t0,t)、

U[t,ts]、Y[t0,t)、Y[t,ts] 和W[t0,t).
步骤2. 计算输入输出误差矩阵 V̂[t,ts] 和 Ê[t,ts],

构造扩张输入子空间 ϑ̂[t,ts] = U[t,ts] ∨ Ê[t,ts] ∨ V̂[t,ts].
步骤3. 计算斜投影 ΓiX̂t = Y[t,ts]/ϑ[t,ts]W[t0,t).
步骤4. 通过 SVD 分解求出扩展能观测矩阵

Γi.

步骤5. 由式 (16) 估计矩阵 Â 和 Ĉ.
步骤6. 令 D = 0, 由式 (23) 估计新息矩阵 Ei

和新息方差矩阵 Ŝ.
步骤7. 由式 (22), 估计系统输入矩阵 B̂ 和

Kalman 滤波增益矩阵 K̂.

4.2 辨识一致性分析

由第 4.1 节可知, 上述闭环辨识算法利用有限
的输入输出数据实现了对系统状态空间的重构, 与
定理 1 相比, 这一构造从暂态形式 Ê[t,ts] = Y[t,ts] −
Y[t,ts]|W[t0,t) 和 V̂[t,ts] = U[t,ts] − U[t,ts]|W[t0,t) 开始,
利用由 t 开始数据构造扩张的输入子空间

ϑ̂[t,t+k] = span{uuu(t + i), ξ̂ξξ(t + i), i = 0, · · · , ts − t}
(24)

分别沿子空间 ϑ̂[t,ts] 和W[t0,t), Hankel 矩阵被分解
成两部分的和

Y[t,ts] = Y[t,ts]/ϑ[t,ts]W[t0,t)+Y[t,ts]/W[t0,t)ϑ[t,ts] (25)

第一项用来近似 ΓiX̂t, 即

Y[t,ts]/ϑ[t,ts]W[t0,t] '
ΓiXt/ϑ[t,ts]W[t0,t) ' ΓiXt|W[t0,t) = ΓiX̂t

从上式通过 SVD 分解可简单计算得系统的扩展
能观测矩阵 Γi, 然后实现系统矩阵 (A,B, C, D) 和
K, S 的求解. 式 (25) 中后面一项可近似表示为

Y[t,ts]/W[t0,t)ϑ[t,ts] ' Hu
i U[t,ts] + He

i Ê[t,ts] (26)

系统的Markov 参数可直接从 Hu
i 和 He

i 获得.
定理 2. 在条件 1)∼3) 下, 子空间 X

+/−
t =

Y[t,ts]/ϑ[t,ts]W
−
t 为系统 (1) 的状态空间, 则本文闭环

辨识算法对系统矩阵 {A,B, C, D}、K 和 S 的估计

满足强一致性, 即

lim
ts−t→∞

(ÂT, B̂T, ĈT, D̂T, K̂T, Ŝ)

→ (A,B, C, D, K, S) a.s.
(27)

下标 T 表示线性变换.

证明. 由式 (10) 和 (11) 可得

Y[t,ts] =




yyyt yyyt+1 · · · yyyts−i+1

yyyt+1 yyyt+2 · · · yyyts−i+1

...
. . .

yyyt+i−1 yyyi · · · yyyts




=

ΓiXt + Hu
i U[t,ts] + He

i E[t,ts] + Hv
i V[t,ts]
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由 ϑ 定义可知, 上式可写成

Y[t,ts] = ΓiX̂t + “terms in ϑ̂[t,ts]” (28)

因此对式 (28) 计算斜投影得

Y[t,ts]/ϑ[t,ts]W[t0,t) =
ΓiXt/ϑ[t,ts]W[t0,t) + “terms in ϑ̂[t,ts]/ϑ[t,ts]W

′′
[t0,t)

由斜投影性质简单可知等上式右边第二项为零, 即

Y[t,ts]/ϑ[t,ts]W[t0,t) = ΓiX̂t (29)

当 ΓiX̂t 得到之后, 闭环子空间辨识过程与开环辨
识过程采用相同的方法, 由已有结论可知[14], 若式
(29) 成立, 当 ts − t → ∞时, 式 (27) 成立, 即系统
矩阵估计值 (Â, B̂, Ĉ, D̂)、K 和 S 为强一致估计.¤

5 仿真研究

以下对一个闭环子空间辨识问题 [10] 进行仿真
研究, 并与已有开环辨识算法 N4SID[6] 相比较, 以
检验本文提出算法在闭环条件下的有效性. 闭环系
统如图 1 所示, 开环系统模型由式 (1) 状态空间形
式给出, 其中系统矩阵分别给定如下

A =




4.40 1 0 0 0
−8.09 0 1 0 0
7.83 0 0 1 0
−4.00 0 0 0 1
0.86 0 0 0 0




, B =




0.00098
0.01299
0.01895
0.0033
−0.00002




CT =




1
0
0
0
0




, K =




2.3
−6.64
7.515
−4.0146
0.86336




反馈控制器状态空间模型为

Ac =




2.65 −3.11 1.75 −0.39
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0




Bc =




1
0
0
0




, CT
c =




−0.4135
0.8629
−0.7625
0.2521




, Dc = 0.61

外部输入 uuu 为方差为 1 高斯白噪声序列, eee 为方差

为 1/9的高斯白噪声序列. 为提高辨识准确度,共产

生 100 组数据集, 每组取 1200 个采样点, 各组具有
相同的外部输入信号 rrr 和不同的噪声序列 eee, 对 100
组数据集取平均结果.

开环辨识算法与本文闭环辨识模型的伯特图与

实际系统伯特图比较结果如图 2 所示. 矩阵 A 的特
征值, 即系统的极点分布在图 3 中给出. 从比较结果
可以看出, 与成熟的开环辨识算法 N4SID 相比, 在
相同的数据样本集和相同的辨识条件下, 本文提出
的算法在闭环条件下表现出一定的优势, 在控制器
模型未知的情况下, 不依赖于开环系统模型的任何
先验知识, 实现对于多变量系统的闭环辨识.

图 2 伯特图

Fig. 2 Bode diagram

图 3 矩阵 A 的特征值

Fig. 3 Eigenvalue of matrix A

6 结论

针对反馈存在条件下输入与不可测噪声之间相

关性带来的新问题, 本文在对闭环建模分析的基础
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上, 将输入输出误差包含至输入子空间中, 基于扩张
输入子空间的方法, 实现新的状态空间构造方法, 在
子空间辨识框架内提出一种新的闭环辨识算法, 在
不需要任何控制器和模型先验知识的前提下, 实现
闭环条件下对系统参数的强一致无偏估计. 为子空
间方法应用于闭环系统辨识提供了算法和理论支持,
最后给出仿真实例验证了算法的有效性.
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