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球 – 杆系统的非线性问题

何 朕 1 王 毅 1 周长浩 1 刘彦文 2

摘 要 球 – 杆系统真正的问题并不是大行程下的非线性现象, 而是平

衡点上的自振荡问题. 分析指出自振荡是由于球在滚动时存在一种滞环

特性而引起的. 提出了一种极点配置的方法来避免自振荡. 仿真和实验

验证了这一判断. 所采取的稳定措施也是正确的.
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Nonlinear Problems of the Ball-and-Beam
System

HE Zhen1 WANG Yi1 ZHOU Chang-Hao1 LIU Yan-Wen2

Abstract The real problem of the ball-and-beam system is

not the nonlinear behavior under large excursions, but the limit

cycle around the equilibrium point. It is pointed out that the

limit cycle is caused by the hysteresis behavior of the ball during

rolling. A pole placement method is proposed to avoid the limit

cycle. The analysis is verified by simulation and by experiment.

The stabilization approach for the ball-and-beam system is also

proved to be correct.

Key words Ball-and-beam system, limit cycle, hysteresis,

pole placement

1 引言

在现代控制理论中, 球 – 杆系统是一个典型的实验装置,

国内不少高校也已配备这种实验装置. 近年来还有作者将球

– 杆系统作为一种典型的非线性系统来进行研究[1∼3]. 但是

实际调试发现球 – 杆系统并不是像文献中的数学模型所描述

的那么单纯. 实际的球 – 杆系统确实是一个非线性系统, 但

其中的非线性特性却尚未见有报道. 本文结合实测和调试,

对球 – 杆系统的非线性进行分析和说明. 只有了解了该系统

中的实际的非线性问题, 才能正确确定控制规律中的各个参

数, 使实验系统发挥正常的作用.

2 球 – 杆系统

图 1 是德国 Amira 公司生产的 BW500 球 – 杆实验系

统, 小球可以在杆上自由滚动, 施加在杆上的力矩 τ 是系统

的控制输入, 通过控制杆的转动来控制小球在杆上的位置.

球 – 杆系统的运动方程式为[4]

(m +
Ib

r2
)ẍ−mxα̇2 + mg sin α = 0 (1)

(mx2 + Iw + Ib)α̈ + 2mxẋα̇ + mgx cos α = τ (2)
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式 中 球 的 转 动 惯 量 Ib = 4.32× 10−5 kg·m2, 球 的 质

量 m = 0.27 kg, 球的半径 r = 0.02m, 杆的转动惯量

Iw = 0.1402 kg·m2, x 为球在杆上的位移, α 为杆的转角.

图 1 球 – 杆系统

Fig. 1 The ball-and-beam system

式 (1) 和 (2) 是一组非线性方程. 设原点为平衡点, 如果

按原点展开, 其小偏差线性化方程为

(m +
Ib

r2
)ẍ = −mgα (3)

(Iw + Ib)α̈ + mgx = τ (4)

这组线性方程就是这个球 – 杆系统作为现代控制理论课程实

验装置的数学模型, 可在此基础上开展有关的研究.

但是这个系统极易出现自振荡, 也许因为是这个缘故,

促使人们从非线性的角度来研究这个系统. 一般在进行非线

性研究时都是以式 (1) 和 (2) 的非线性方程作为出发点[1∼3].

但是 (1) 和 (2) 中的 xα̇2 项是向心加速度, ẋα̇ 项是哥氏

(Coriolis) 加速度, 这两项在实际系统中是非常小的, 以致于

最后的结论是当 x > 5m[1](文献 [2] 中则是 3m) 时系统是不

稳定的. 由于实际装置上球的行程只有 ±0.4m, 所以这种理

论分析的结果, 并无助于实际问题的解决.

对球 – 杆系统来说, 现在的问题是围绕着平衡点出现

自振荡. 因此球 – 杆系统的主要问题是平衡点的稳定问

题. 平衡点是指杆处于水平位置 (α = 0), 而球停在某一位置

x = x0. 当研究平衡点稳定性时, (1) 和 (2) 中的 sin α ≈ α,

cos α ≈ 1, 而 (2) 中的 mx2 = mx2
0, 可视为常数. 由于实际

系统中 x < 0.4m, 而球的质量 m 又较小, 这 mx2
0 项远小于

第二项 Iw, 所以在下面分析中可以略去这一项. 或者说, 以原

点 (x = 0) 处的稳定性作为代表来进行研究. 至于 (1) 中的

向心加速度 xα̇2 和 (2) 中的哥氏加速度 ẋα̇ 在这种实际系统

中本来就是可以忽略的. 所以球 – 杆系统的运动学方程可以

用 (3) 和 (4) 的线性方程来描述, 确切地说, 是在 (3) 和 (4)

上再加上非线性因素.

3 球 – 杆系统中的非线性

这个系统极易出现自振荡, 在方波输入作用下, 有时半

周内能稳定下来, 而当参数不合适时, 基本上一直都在振, 也

有可能 (随机的) 在某个半周内又会停下来. 图 2 是先稳定、

后持续存在自振荡的记录曲线, 参考信号为 ±0.10m 方波.

第二个周期内无论是正向或反向, 角度一直在振荡, 球则围

绕着平衡点来回滚动, 随后的几个周期一直是在自振荡 (限

于篇幅, 后续的图已截断).

注意到第一个半周内角度停在 −0.0062 rad(≈ −0.36◦),
而在第二个半周内角度停在 +0.0043 rad. 这说明角度存在

着死区, 一进入死区整个系统就停下来了 (注：线性设计保证

了其稳定性). 从图中还可以看到, 当系统出现自振荡 (第二
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个方波周期) 时, 基本上是围绕着死区的大小范围在振荡. 图

2 所记录的才是球 – 杆系统的真实的非线性现象.

(a)

(b)

图 2 球位移 (a) 和杆转角 (b) 的实验记录 1

Fig. 2 Experimental record 1 ((a) Displacement of the ball;

(b) Angle of the beam)

理论上只要杆有转动, 球就会滚动, 因而可以列出 (1).

但实际上这是一个相对比较重的钢球架在边缘比较薄的铝质

凹槽上, 所以铝质的杆上会有一定的弹性变形[5], 当杆转动时

因为球还陷在凹坑内而并不会立即滚动 (见图 3). 从图 2 的

数据看, 死区的范围约为 ±0.0065 rad(约 ±0.37◦). 应该说明
的是这种弹性变形的程度存在一定的随机性. 如果杆正负转

动, 转角反向时球就要在另一方向越过凹坑才能滚动, 所以

对应自振荡 (图 2 第二个方波) 时, 球的滚动呈现滞环特性,

如图 4 所示. 当然关于滞环特性的解释是需要验证的.

设滞环的宽度 (标称值) 2a1 = 0.014 rad, 其描述函数

的负倒特性见图 5 的 −1/N . 球 – 杆系统的状态变量为

xxx = [x ẋ α α̇]T, 对此球 – 杆系统采用状态反馈. 实验系统

是采用数字控制的, 采样周期 Ts = 0.05 sec. 设对应的离散

状态反馈阵为

KKKd1 = [25.0418 26.9373 56.1205 6.1019] (5)

注意到滞环特性的输入输出都是连续的, 而这个系统是

采样系统, 需要将此采样系统的回路在 α 处断开, 计算在连

续的正弦信号 θ 作用下的连续输出 α 之间的频率响应. 所以

这里采用 [6] 的方法来计算这个采样系统的频率响应 G(jω),

如图 5 所示. 这里 G(jω) 就是描述函数法分析中的系统线性

部分的特性.

图 3 球压在杆上的示意图

Fig. 3 Beam deformation under the ball

图 4 滞环特性

Fig. 4 Hysteresis

图 5 自振荡的描述函数法分析

Fig. 5 Describing function analysis

根据描述函数法, G(jω) 与 −1/N 的交点即对应于自振

荡. 从图上可读得自振荡的频率 ω0 = 1.19 rad/sec, 交点处

的 A/a1 = 1.32. 因为 a1 的标称值是 0.007 rad, 故自振荡的

幅值 A = 0.00924 rad.

其实, 图 2(b) 的曲线就是在此反馈增益阵KKKd1 控制下

的实验记录, 图中在第二个方波信号下出现自振荡. 图 6 所

示则是在方波半个周期下转角变化的仿真曲线. 仿真是采取

混合仿真, 对象是连续的, 而控制器是离散的. 表 1 所列是这

三种情况下的自振荡数据.
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图 6 仿真所得的自振荡波形

Fig. 6 Simulation result

表 1 转角的自振荡参数

Table 1 Parameters of the limit cycle

方法 频率 (rad/s) 周期 (s) 峰 – 峰值 (rad)

描述函数法 (图 5) 1.19 5.28 0.0185

仿真 (图 6) 0.97 6.47 0.0171

实验 (图 2b) 1.10 5.71 0.0134

换用不同的反馈增益阵KKKd, 会出现不同的自振荡频率

和幅值, 不过三种情况下的数据关系仍然是与表 1 相类似的

(文中略). 众所周知, 描述函数法实际上是一种近似法, 这里

计算和仿真用的数学模型又都是标称模型, 而且是忽略了实

际存在的各种阻尼. 还应该指出的是, 对实际的实验系统来

说, 存在着带动杆转动的传动上的摩擦. 不过原球 – 杆实验

系统设计有扰动观测器来补偿这个摩擦力 (矩) 的. 经观测,

该扰动观测器的设计是成功的, 所以本文在上面的分析中已

经将摩擦力的因素排除了. 但是实际上扰动补偿并不可能完

全是理想的. 总之, 表 1 的三种方法都有各自的背景和条件.

这三种不同方法所得的结果如此接近, 说明球 – 杆系统在工

作点附近的自振荡确实是由于滞环特性引起的.

这里要说明的是, 滞环特性并不能完全反映球 – 杆系统

的特点, 因为一般的滞环特性只反映了 α̇ > 0 或 α̇ < 0 的特

性 (图 4). 对球 – 杆系统来说, 实验表明在平衡点附近的小

区域内还存在一个死区特性, 所以这是一种带死区的滞环特

性. 设用 Ω 表示相空间中的这个区域,

Ω = {(α, α̇)||α̇| < |∆α̇|, |α| < |a2 + ∆α|} (6)

则该非线性特性可描述如下

(α, α̇) ∈ Ω ,

(
θ = α− a1 · sign(α̇)

θ − a1 < α < θ + a1, θ̇ = 0
(7)

(α, α̇) ∈ Ω , θ =

8
>><
>>:

α− a2, θ > a2

0, |θ| < a2

α + a2, θ < −a2

(8)

(7) 表示在 Ω 区域之外时是滞环特性, 而 (8) 为死区特性. 式

中 α 是杆的转角, 也就是原式 (4) 中的 α, 非线性的输出 θ 就

是式 (3) 右项中的 α. 也就是说, 要在这两个线性方程之间插

入上述的非线性环节. 图 5 中线性部分的频率特性 G(jω) 就

是根据这种系统结构来计算的.

仿真研究时需要在式 (7) 和 (8) 之间进行切换, 为方便

应用可以将式 (7) 和 (8) 在 Simulink 环境下封装成一个模

块[7]. 仿真分析中 a1 仍取其标称值 0.007rad, 而死区部分 Ω

的参数为

8
>><
>>:

a2 = 0.0065 rad

∆α = 0.0001 rad

∆α̇ = 0.002 rad/sec

(9)

按式 (9) 参数仿真所得的结果见图 7, 角度振荡一次后就稳

定下来了, 与图 2 的前一个方波周期内的波形有相似的特性.

当其它参数不变, 仅改变 a2, 将 a2 从 (9) 的 0.0065 rad 改成

0.0064 rad 时, 系统就出现与图 6 一样的自振荡. 这说明这

个系统对 a1 与 a2 的相对关系极为敏感, 稍有变化就会从进

入死区的稳定状态跳变为自振荡, 或相反. 而这个 a1 和 a2

是由于球压在杆上的弹性变形引起的, 本身就带有不确定性.

因此这个实验系统就会出现图 2 所示的情况, 有时是稳定的

(进入死区), 有时则出现自振荡, 一直停不下来.

图 7 按式 (9) 的仿真曲线

Fig. 7 Simulation with equation (9)

4 球 – 杆系统的设计

由于球 – 杆系统极易出现自振荡, 所以这个实验装置一

般来说是很难调试的. 现在有了这个非线性模型 (式 (7) 和

(8)) 就可以来讨论调试问题了. 因为这里有死区特性, 所以

杆和球是可以停下来的, 但 a1 和 a2 相差不大, 球只要一滚

出 Ω 区域就会出现自振荡. 所以选择状态反馈增益KKKd(式

(5)) 时应使系统的主导极点是一个单极点, 即应该使系统呈

现出一阶系统的特性. 因为如果是一阶的特性, 则其相轨迹

是单侧趋近于死区的. 而如果按常规的复数主导极点来设计,

则其相轨迹有可能要绕过死区, 即有可能离开 Ω 区域, 进入

自振荡状态.

基于这个认识, 先按连续系统设计, 将极点配置在 −0.8,

−4, −12.3382 ± j19.6387. 当然也可以配置其他极点, 主要

是设法让只有一个单极点靠近原点. 将这些极点按 z = esTs

的关系式转换为离散极点, 再根据极点配置理论, 得离散的

状态反馈阵为

KKKd2 = [37.5559 50.8261 97.2558 6.6962] (10)

图 8 所示就是在这个反馈阵KKKd2 控制下球 – 杆系统跟踪方

波信号的记录曲线, 每次阶跃变化后系统都能稳定下来不再

出现自振荡.
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(a)

(b)

图 8 球位移 (a) 和杆转角 (b) 的实验记录 2

Fig. 8 Experimental record 2 ((a) Displacement of the ball;

(b) Angle of the beam)

这个实验结果表明, 上节对非线性特性的认识是正确的,

用这个思路来指导设计可取得预期的效果.

5 结论

1) 球 – 杆系统本来是现代控制理论的一个重要实验装

置. 但是由于存在非线性, 使该系统的极点不能完全自由配

置, 尤其是不能按常规来配置复数的主导极点. 只有按本文

方法来配置极点, 才能保证平衡点稳定. 在这个基础上才可

以来研究现代控制理论的其他问题, 例如观测器设计, 扰动

补偿等等, 使实验系统发挥正常作用.

2) 实际系统的非线性问题是多种多样的, 不是根据一般

原理而列出的运动方程式就能代表的. 对球 – 杆系统来说真

正的非线性问题是平衡点上的自振荡, 而不是大行程下的问

题.
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