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基于Duffing振子的弱Chirp信号检测与参数估计

文 忠 1 李立萍 1

摘 要 在超低信噪比下, 针对 chirp信号常规检测方法均失效. 提出一种超低信噪比下 chirp信号的检测与参数估计方法.

该方法利用 Duffing振子构建广义滤波器组, 并以其最大 Lyapunov指数的符号作为系统状态的判断标准. 根据 chirp信号的

特征, 将 chirp信号的检测问题转化为一个周期信号检测的问题, 使其满足 Duffing振子的检测条件. 获得调频斜率的估计后,

构造一个新序列, 再利用 Duffing振子系统估计初频. 为提高信噪比, 本文还提出分段相关平滑的方法, 使检测和估计性能得

到提高.
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Detection and Parameter Estimation of Weak Chirp Signal

Using Duffing Oscillator

WEN Zhong1 LI Li-Ping1

Abstract In the case of ultra-low signal-noise-ratio (SNR), the conventional methods for chirp signal detection are

invalid. An algorithm for weak chirp signal detection and parameter estimation is presented in this paper. The generalized

filter array is constructed using a Duffing oscillator, and Lyapunov exponential is exploited to judge the state of the system.

According to the characteristics of the chirp signal, the problem of chirp signal detection is transformed into a periodic

signal detection problem to meet the demand of Duffing oscillator system. After the chirp rate is estimated and a new

sequence is constructed by the corresponding processing, the starting frequency is estimated using the Duffing oscillator

system again. Moreover, a segmented correlation smoothing method for enhancing the SNR is proposed to improve the

performance of the method.

Key words Duffing oscillator, chirp signal, Lyapunov exponential

1 引言

Chirp信号是自然界非常普遍存在的信号形式.
如：蝙蝠用于回声定位的信号, 地球物理学中的天电
干扰信号, 声学中色散介质中传播的脉冲波等. 在
雷达、声纳、通信等领域中 chirp信号也有着广泛的
应用. 近年来, 对 chirp信号的检测与参量估计算法
取得了很大的发展. Abatzoglou T J[1] 提出了最大

似然的估计算法, 该算法精度较高但需要二维搜索,
速度较慢, 而且仅适用于较高信噪比条件. Wood
J C[2] 的 Randon-Wigner 变换方法、Wang Min-
Sheng[3] 的 Randon-ambiguity 变换方法以及李英
祥[4] 的逐次滤波 Randon-ambiguity 算法, 是一类
基于时频分析的算法, 能在较低信噪比下实现 chirp
信号的检测. 以上算法在超低信噪比 (< −20dB) 下
都无法正常工作, 而现实复杂的传播环境中常存在
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这种超低信噪比的情况, 如海啸、人为的强干扰以及
雷达副瓣等. Peleg S[5] 提出直接解线调技术, 该方
法能快速地实现 chirp信号的参数估计, 然而该方法
对信噪比的要求更高.

随着科学的发展, 非线性时间序列的研究越来
越受到关注. Duffing 振子动力学系统, 因其具有对
白噪声的强免疫力以及对周期信号的敏感性, 而
被应用于弱周期信号的检测[6,7]. 本文首先提出
Duffing 振子广义滤波器组的概念, 并构建了该模
型. 为便于信号检测, 利用系统的最大 Lyapunov
指数的符号[8,9] 来表征该动力学系统状态以及作为

系统控制的反馈. 并根据系统状态是否跃迁来检
测信号, 避免了常规信号检测需要的门限设定等问
题, 也不需要采用计算机相图识别来判断. 本文根
据 chirp信号的特征, 采用分段平滑相关的方法, 将
不具周期性的 chirp信号变为一个周期信号, 然后输
入 Duffing振子滤波器组, 并观测其状态变化, 实现
了超低信噪比下的 chirp信号的检测和调频斜率的
估计. 然后, 根据调频斜率构造一个新序列, 进行二
次相关, 获得一个以信号初频为频率的单频信号, 再
输入Duffing振子广义滤波器组, 获得信号初频的估
计. 这种处理 chirp信号的方式有别于分段解线调的
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方法, 可以在检测前就对噪声进行抑制, 文中对该处
理方法进行了分析.

2 Duffing振子滤波器组

考虑一个 Duffing振子的检测模型
(

dx/dy = y

dy/dt = −αy + β(x− x3) + γ cos(ωt) + inp(t)
(1)

其中, inp(t) 表示输入系统的混有噪声的待检测信
号. 该系统是根据一般外力周期驱动系统的横截同
宿点条件获得. 当系统参数 α, β 取定时, 影响提
供状态的唯一因素就是内部驱动周期函数 cos(ωt)
以及其幅度 γ. 因此, 对于驱动函数为 cos(ω0t) 的
Duffing 振子来说, 可通过调节 γ 来控制系统的状

态. 随着 γ 的不同, 系统呈现混沌和大尺度周期两
种状态. 根据文献 [8, 9]分析, γ 对于系统的混沌状

态存在上下界, 当 γ 小于下界或大于上界时, 系统将
跃迁到大尺度周期状态. 所以, 当系统处于混沌临界
状态 (上界) 时, 一旦有微弱的周期信号且其频率同
于系统的驱动函数频率, 那么系统状态将发生跃迁.
当然, 我们可以根据识别系统的相图来判断系统状
态是否发生跃迁. 但这是一种非常复杂的判断方法,
因为计算机对图象的识别并不象对门限的判断那样

准确. 而且, 也很难判断系统是否已经处在临界状
态. 文献 [9]指出, 当振子的状态发生改变时, 其最
大 Lyapunov 指数的符号也会相应变化, 如果采用
最大 Lyapunov指数的符号来判断系统的状态变化
不但准确方便, 而且可以避免门限的设定问题.
根据方程 (1), 可得到系统的偏差方程

δẍ + kδẋ− c(t)δx = 0 (2)

x + δx和 x表示初始位置不同的两点, δx为两点间
的偏差. 其中, c(t) = 1− 3x2. 由 [10]得到

D(T ) = e
PT/∆t

n=0 H(n∆t)·∆t =

T/∆tY
n=0

eH(n∆t)·∆t (3)

其中, H(t) =
[

0 1

c(t) −k

]
, n表示在一个周期 T =

2π
ω
中对时间 t 的离散取值, ∆t 表示时间间隔. 采

用四阶龙格 – 库塔方法求出方程 (1) 的数值解以
后, 即可得到 D(T ) 的数值表示. 设 λ1, λ2 为矩阵
D(T )的两个特征值. 这样, Duffing振子系统的最大
Lyapunov指数为

l1 =
1

T
ln|λ1|, l2 =

1

T
ln|λ2| (4)

图 1 表示一个 Duffing 振子系统的两个 Lya-
punov 指数的变化情况. 可以看出, 当系统处于混
沌状态时, l1, l2 中至少有一个为正 (即最大值为正)；

当系统处于临界状态时, 最大值为零；当处于大尺度
周期状态时, l1, l2 均为负值且最终趋于相等, 所以
l1, l2 的符号能准确地表征系统状态.

图 1 Lyapunov指数与 γ 的关系

Fig. 1 Lyapunov exponential and γ

这样, 只要将若干不同内部驱动函数的 Duffing
振子排成一组, 就可以获得广义的Duffing振子滤波
器组, 全系统图如图 2 所示. 待检测信号是作为每个
Duffing振子的状态参数输入的, 每个 Duffing振子
均调节到临界状态. 系统输出振子的最大 Lyapunov
指数的符号. 当待检测信号的频率等于或接近某个
Duffing振子的内部驱动函数的频率时, 该振子的最
大 Lyapunov 指数符号发生变化, 于是可判断为有
信号输出. 而且该 Duffing 振子内部驱动函数的频
率即为该信号的频率估计值. 这样可进行周期信号
的检测与频率估计. 每个滤波器组的运算独立, 可进
行并行运算. 而滤波器组个数的设计, 取决于需求的
分辨率. 设采样频率为 1, 如果采用均匀分辨的话,
K 个滤波器组对应的系统分辨率为 1/K. 系统能处
理的最高频率由采样频率决定, 按照 Nyquist原则,
chirp信号的终止频率应小于采样频率的 1/2.

图 2 Duffing振子滤波器组

Fig. 2 Filter array of Duffing oscillators

3 Chirp信号的检测与估计

一个被噪声污染的 chirp信号的表达式如下

z(t) = s(t)+ν(t) = Aexp

„
j

„
ω0t+

m

2
t2 +ϕ

««
+ν(t) (5)
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其中, A,ϕ表示信号幅度和随机初相, ω0 表示初始
角频率, m表示调频斜率, ν(t)表示与信号不相关的
零均值高斯白噪声. 显然, s(t) 不是一个周期信号,
不能直接用于检测. 考虑 s(t)与其延迟 s(t − τ)相
乘

g(t) = Re{s(t)× s∗(t− τ)}
= Re{A2exp(j(ω0τ − m

2
τ2 + mτt))} (6)

= A2 cos(ω0τ − m

2
τ2 + mτt)

其中, “∗′′ 表示取共轭. 显然这是一个幅度为 A2, 初
相为 ω0τ − m

2
τ 2, 频率为mτ 的单频信号. 这是一个

标准的周期信号可以用 Duffing振子进行检测和估
计. 然而, 接收信号是淹没在噪声中的信号, 如果直
接延迟相乘, 其含有的噪声幅度也相乘起来. 那么当
信噪比为负的时候, 这种相乘处理会进一步降低信
噪比. 这就是解线调算法不能用于低信噪比 chirp信
号的原因. 考虑将收到的信号均分为 N 段, 每段的
长度均为M . 则第 k段和第 k + 1段相乘的结果为

dk(t) = z(t− kM)× z∗(t− (k + 1)M)

= A2exp(j(ω0M − 2k + 1

2
mM2 + mMt))

| {z }
gk(t)

+uk(t)

k = 1, · · · , N − 1 (7)

其中, uk(t)为噪声的自延迟相乘, 信号与噪声延迟
的相乘以及信号延迟与噪声相乘之和. 观察 gk(t) ,
这是一个频率为mM 的单频信号,其初相为 ω0M−
2k+1

2
mM 2. 可以通过相位补偿使其每段信号的初相

相同, 再进行平滑处理, 其幅度就不会衰减. 对于每
个 dk(t)中分别包含的 uk(t)来说, 由于噪声为白噪
声, 信号与噪声不相关. 所以平均后 uk(t)的幅度趋
向于零. 通过分段相关平滑后, 信噪比得到提高, 而
且 chirp信号变成一个周期信号. 将 N − 1个 dk(t)
相位补偿后的实部作平均处理, 得

d̄(t) =
1

N − 1

N−1X

k=1

Re[dk(t)ej 2k+1
2 ωM ] (8)

其中, ω 为该滤波器内部激励频率. 将 d̄(t) 输入对
应的 Duffing 振子滤波器用于信号检测, 并估计出
mM . 将估计值除以 M 后得到调频斜率的估计值

m, 然后构造一个新的序列

ẑ(t) = exp(j
m

2
t2) (9)

将 z(t)与 ẑ∗(t)作相乘取实部后, 得

w(t) = Re{z(t)× ẑ∗(t)} = A cos(ω0t + ϕ) (10)

w(t) 是一个频率为 ω0 的单频信号, 将其输入 Duff-
ing振子滤波器组后即可估计其频率值. 需要说明的
是, 本文使用的分段相关平滑与 [11]的分段相关解
线调不是一个方法. 后者是每相邻段分别解线调估
计出调频斜率后再平均, 主要目的是为解决搜索的
不稳定问题. 其具体方法是先把采集到的信号序列
分段, 取根据式 (7) 相邻段作相关解线调, 得到以调
频斜率为频率的新序列后, 再通过快速傅里叶变换
(FFT) 估计该序列频率以一次获得调频斜率的估
计；依次取各相邻段作解线调得到多次的调频斜率

估计, 在这些估计值中作优化搜索以提高算法的稳
定性. 获得调频斜率估计值后, 按照 (9) 和 (10) 的
处理, 得到以初频作为频率的序列, 用 FFT 估计此
频率从而获得初频的估计.

4 运算量分析

一般来说, 为解决超低信噪比情况下的信号检
测问题, 所采用的非线性方法其运算量都不会太
小. 本文算法的运算量也比线性的方法大. 对于一
个长度为 T 的序列, 将其分为 N 段, 其中分段平
滑处理需进行 O(T ) 阶的乘法运算, 解微分方程和
Lyapunov指数的求取为 O(T 2/N2)阶的乘法运算,
K 个滤波器组则需要 O(KT 2/N2)阶乘法运算. 故
本文算法的主要处理部分的运算量为 O(KT 2/N2).
而 Randon 模糊变换方法, 可以利用快速傅里叶
变换实现, 其运算量为 O(T log T ). 对于参数估计
算法来说, 分段相关解线调方法的运算量较小, 为
O(T log(T/N)).

5 仿真实验

考虑一个 chirp信号, 其归一化初始角频率为 2,
调频斜率为 1 × 10−3. 信噪比从 -60dB开始, 每增
加 5dB作 200次Monte-Carlo实验, 统计其检测成
功率. 构造一个 Duffing振子滤波器组, 其中心角频
率覆盖范围为 {0.5 ∼ 3.5}, 频率间隔 0.01. 对收到
的信号, 时间跨度 {0, 10}内以时间间隔 0.001采样.
由于Duffing振子对白噪声的强免疫性, 故定义检测
成功率如下：当有信号输入时, 如某个振子系统, 其
内部激励频率是与输入频率相对应的, 其 Lyapunov
指数均变为负值, 则记为一次成功检测. 从图 3 可以
看出, 在超低信噪比下本算法具有较高的检测概率.
在 -50dB时, 有 63%的检测成功率, 随着信噪比的
提高, 检测成功率也逐渐提高, 在 -10dB时有 100%
的检测概率. 可见本方法对弱周期信号非常敏感. 而
且分段平滑的方法也有利于信噪比的提高. 图中虚
线表示直接相乘不平滑的曲线, 其检测成功率明显
低于分段平滑的方法. 而基于 Randon模糊变换的
方法, 只有在信噪比大于 -20dB 时才相对可靠. 当
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然, 在信噪比低于 -55dB的时候, 本文算法也失效.

图 3 不同信噪比下 chirp信号的检测成功率

Fig. 3 Successful rate vs. SNR

从表 1 中数据可见, 分段平滑处理后的数据在
稳定性和一致性上要优于直接相乘的处理, 而基于
分段解线调的方法在超低信噪比的环境下基本上失

去效用.

表 1 参数估计结果

Table 1 Performance of the estimates

SNR -40dB -30dB -20dB

分段平滑 m 估计均值 0.995× 10−3 1.03× 10−3 1.01× 10−3

m 估计方差 0.26× 10−3 0.12× 10−5 0.09× 10−5

ω0 估计均值 1.996 2.002 2.001

ω0 估计方差 0.023 0.01 0.01

直接相乘 m 估计均值 0.981× 10−3 1.08× 10−3 1.03× 10−3

m 估计方差 0.61× 10−3 0.11× 10−3 0.37× 10−5

ω0 估计均值 1.892 2.217 2.078

ω0 估计方差 0.213 0.155 0.07

分段解线调 m 估计均值 0.695× 10−3 1.73× 10−3 1.32× 10−3

m 估计方差 0.0037 0.0012 0.73× 10−3

ω0 估计均值 1.231 3.711 2.323

ω0 估计方差 1.365 1.114 0.872

6 结论

基于 Duffing 振子的能解决超低信噪比下周期
信号的检测问题. 本文提出的分段平滑相关的变换
方法, 将非周期的 chirp信号检测变为一个周期检测
问题, 同时, 噪声得到抑制, 信噪比获得提高. 本方
法能适应于较恶劣的信号环境, 具有一定的工程价
值.
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