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离散奇异摄动系统稳定性分析

蔡晨晓 1 邹 云 1

摘 要 讨论了关于离散奇异摄动系统的摄动稳定性解析条件, 给出了离散奇异摄动系统两种模型下的摄动稳定性充要条件.

通过分析状态矩阵的结构特性, 得出了系统稳定所需要的状态矩阵形式和限制条件. 同时, 通过广义系统途径也得到了 2-D离

散奇异摄动 Roessor模型稳定的充分条件.
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Stability Analysis of Discrete Singularly Perturbed Systems

CAI Chen-Xiao1 ZOU Yun1

Abstract Some analytic conditions for stability of discrete singularly perturbed systems are presented. The stable

sufficient and necessary conditions for two discrete singularly perturbed models are obtained. Simultaneously, the stable

sufficient conditions for the 2-D discrete singularly perturbed systems are treated by the singular system method.
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1 引言

连续奇异摄动系统的基本稳定性问题早在 20
世纪 60 年代已经被 Klimushev解决[1], 通过快慢分
解思想得到：如果慢、快子系统均是稳定的, 则摄动
参数存在一个稳定的上界, 在其范围内奇异摄动系
统是稳定的. 对于离散奇异摄动情形, 有许多学者
做了大量的工作[2∼5], Li T S 等[2,4] 用 Nyquist 图
和状态空间方法分别讨论不同采样率下的两种离散

模型, 得到了摄动参数稳定上界的确切值. 文献 [3]
进一步讨论研究了多摄动参数的情形. 在此基础上,
Ghosh R 等[5] 提出了一种基于Kronecker积的直接
方法, 讨论了稳定上界. 但这些工作大多基于连续快
慢分解的思想, 直接讨论离散快慢子系统的稳定性,
大量的工作都集中在摄动参数上界的求取上. 而基
于原系统状态空间模型稳定性的直接条件少有文献

涉及.
本文主要基于状态空间模型, 沿着得出连续系

统稳定性条件的思路[6] 讨论了在慢、快两种采样速

率下得到的不同模型的稳定性与其状态矩阵之间的

关系, 所得结论的证明依据一个矩阵的特征值连续
地依赖于矩阵的元素[7] 这一论据. 而后又根据 2-D
广义离散系统情形稳定性条件的关系, 推导了奇异
摄动系统 2-D情形的稳定性充分条件.
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2 奇异摄动系统的摄动稳定性条件

本节考虑两种典型的离散奇异摄动系统模型稳

定性, 通过分析状态矩阵特征值的特性, 得出了系统
稳定性的充要条件.

2.1 问题描述

考虑离散奇异摄动 1-D系统
[
xxx (k + 1)
zzz (k + 1)

]
=

[
A11 εA12

A21 εA22

][
xxx (k)
zzz (k)

]
(1)

以及

[
xxx (k + 1)
zzz (k + 1)

]
=

[
I + εA11 εA12

A21 A22

][
xxx (k)
zzz (k)

]
(2)

其中 xxx ∈ Rn1 , zzz ∈ Rn2 为系统状态向量, A11 ∈
Rn1×n1 , A12 ∈ Rn1×n2 , A21 ∈ Rn2×n1 , A22 ∈
Rn2×n2 为常系数矩阵, ε > 0为奇异摄动参数.

本 节 目 的： 分 析 当 状 态 矩 阵 A (ε) =[
A11 εA12

A21 εA22

]
或 A (ε) =

[
I + εA11 εA12

A21 A22

]
满足什

么条件时, 可以保证存在 ε∗ > 0使得系统 (1) 或 (2)
对于任意的 ε ∈ (0, ε∗)均是稳定的.

2.2 离散奇异摄动系统稳定的充要条件

引理 1[8]. 设 A (ε) = A (0) + εÂ,适当排序后,
设 λi为A (0)的第 i个m重特征值,相应的A (ε)有
m个 ( m1, · · · ,mr重,其中

∑r

i=1 mi = m )特征值,
λi (ε)记为mi 重特征值, 则存在 ε∗ > 0使得对于任
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意的 ε ∈ (0, ε∗), λi (ε) = λi + αi1µ + αi2µ
2 + · · · ,

其中 µ = εm−1−i, 1 ≤ m− i ≤ m,αij 为适当常数.
定理 1. 设系统 (1) 中 A11 在单位圆环上没有

特征值, 存在 ε∗ > 0, 使得对于任意的 ε ∈ (0, ε∗), 系
统 (1) 是稳定的当且仅当 A11 是 Schur 矩阵, 即特
征值位于开单位圆内.

证明. 令 A (ε) =

[
A11 εA12

A21 εA22

]
, 则 A (0) =

[
A11 0
A21 0

]
. 由引理 1 可得, 当 ε → 0+ 时, A(ε)

的特征值 λ(ε)有 n1 个收敛于 A11 的特征值, n2 个

收敛于 0. 故当且仅当 A11 是 Schur 矩阵时, 存在
ε∗ > 0,使得对于任意的 ε ∈ (0, ε∗)和任意的 |λ| ≥ 1
有 det (λI −A (ε)) 6= 0. ¤
定理 2. 设 A22在单位圆环上没有特征值, 存在

ε∗ > 0, 使得对于任意的 ε ∈ (0, ε∗), 系统 (2) 是稳
定的当且仅当

i) A22 是 Schur矩阵;
ii) A11 + A12 (I −A22)

−1
A21 所有的特征值均具有

负实部.

证明. 令 A (ε)=

[
I + εA11 εA12

A21 A22

]
, 则 A (0)=

[
I 0

A21 A22

]
. 由引理 1 可得, 当 ε → 0+时, A(ε)的

特征值 λ(ε)有 n1 个收敛于 1, 即

lim
ε→0+

λi(ε) = 1, 1 ≤ i ≤ n1 (3)

n2 个收敛于 A22 的特征值, 故由条件 i), 这 n2 个

特征值均在单位圆内, 因此有 (I −A22)
−1
存在. 由

(3) 式和引理 1, 当 ε → 0+ 收敛于 1 的特征值可表
示为

λi (ε) = 1 + αikµ
k + · · · (4)

其中 αik 为某个不为 0 的常数. 当 ε > 0 充分小时,
µ = εm−1

i 也充分小. 故 |λi (ε) | < 1 是否成立, 取
决于低阶项 |1 + αikµ

k| < 1 成立与否. 注意到对于
充分小的 ε > 0, |1 + αikµ

k| < 1 成立, 当且仅当
Re (αik) < 0. 同时, 注意到 det (λI −A (ε)) = 0 等
价于

det

[
Γ −εA21

0 λI −A22

]
= 0 (5)

其中

Γ = (λ− 1) I − ε(A11 + A12 (λI −A22)
−1

A21)

将 (4) 带入 (5), 并略去高阶项后, 得

det(αikµ
kI−ε(A11+A12 (λi (ε) I −A22)

−1
A21))=0

若令

βi (ε) = αikµ
k/ε (6)

则 βi (ε) 近似为 A11 + A12(λi(ε)I − A22)−1A21 的

特征值. 由引理 1, 当 ε → 0+ 时, β (ε) → β (0), 其
中 β (0) 为 A11 + A12 (I −A22)

−1
A21 的特征值. 由

(6) 可知, 当 ε → 0+ 时, Reβi (ε) 与 Reαi1 同号, 故
Reαi1 < 0 当且仅当 A11 + A12 (I −A22)

−1
A21 所

有的特征值均具有负实部. ¤
上述定理与连续系统的相应定理相比, 具有

非常不同的特性：一方面要求 A22 是 Schur 矩阵
(在连续系统的情形中, 则要求 A22 特征值均具负

实部)；另一方面又要求 A11 + A12 (I −A22)
−1

A21

所有的特征值均具有负实部, 而并非 A11 +
A12 (I −A22)

−1
A21 是 Schur 矩阵 (在连续系统的

情形中, 则要求 A11 − A12A
−1
22 A21 所有的特征值均

具有负实部). 定理 2 说明：离散奇异摄动系统的摄
动稳定解析条件并非连续情形的平行推广.

3 2-D奇异摄动系统的摄动稳定性条件

3.1 问题描述

一般离散奇异 2-D 系统

Exxx (i + 1, j + 1) = A1xxx (i + 1, j)+

A2xxx (i, j + 1) + A0x (i, j) (7)

边界条件为 xxx (i, 0) = xxxi0,xxx (0, j) = xxx0j, i, j =
1, 2 · · · , 其中 xxx (i, j) ∈ Rn 为状态向量, Ak ∈
Rn×n (k = 0, 1, 2) 和 E ∈ Rn×n 为常数矩阵. 当
E = I 时, 得正则系统如下

xxx (i + 1, j + 1) = A1xxx (i + 1, j) + A2xxx (i, j + 1) +

A0xxx (i, j) (8)

若状态量和系数矩阵具有如下形式

xxx (i, j) =
[
xxxT

s (i, j) xxxT
f (i, j)

]T

, A1 =
[
A

(1)
1 εA

(2)
1

]

A2 =
[
A

(1)
2 εA

(2)
2

]
, A0 =

[
A

(1)
0 εA

(2)
0

]

其中 0 < ε << 1 为摄动参数, 这种系统称为 2-D离
散奇异摄动系统.
下面讨论 2-D离散奇异摄动系统 (8) 的稳定性

问题, 即：在系数矩阵满足什么条件时, 可以保证存
在 ε∗ > 0 使得系统 (8) 对于任意的 ε ∈ (0, ε∗) 均是
稳定的.



5期 蔡晨晓等：离散奇异摄动系统稳定性分析 513

3.2 2-D离散奇异系统稳定性基本定理

由于 2-D 奇异摄动系统和其降阶形式 2-D 奇
异系统之间密切关联, 下面通过奇异系统途径推导
2-D离散奇异摄动系统的稳定性条件.
定理 3[9]. 2-D离散奇异系统 (7) 稳定当且仅

当

det [E − zA1 − wA2 − zwA0] 6= 0 (9)

0 < |z| ≤ 1, 0 < |w| ≤ 1

特别地, 当 E = I 或 E 非奇异时

det [E − zA1 − wA2 − zwA0] 6= 0

|λ| ≥ 1,det(λI −A(ε)) 6= 0

引理 2. 2-D离散奇异系统 (7) 稳定当且仅当
det [E − z (A1 + A2)− z2A0] 6= 0, |z| ≤ 1, 且

det [E − zA1 − wA2 − zwA0] 6= 0, |z| = |w| = 1.

证明. 记 p (z, w) = det[E−zA1−wA2−zwA0],
令 p(z, w) = zkwlp̄(z, w), 其中 p̄(z, w) 满足 p̄(0, w)
和 p̄(z, 0) 不恒为零. 由定理 3, 系统 (7) 稳定当且仅
当

p̄ (z, w) 6= 0, 0 < |z| ≤ 1, 0 < |w| ≤ 1 (10)

由 Decarlo判据[10], (10) 成立当且仅当

p (z, z) 6= 0, 0 < |z| ≤ 1, p (z, w) 6= 0, |z| = |w| = 1

¤
推论 1. 对于系统 (7) 特殊形式的奇异 2-D

Roessor模型

E

[
xxxh (i + 1, j)
xxxv (i, j + 1)

]
= A

[
xxxh (i, j)
xxxv (i, j)

]
(11)

其中 xxxh (i, j) ,xxxv (i, j) 分别为垂直和水平状态分量.
系统 (11) 稳定当且仅当广义 1-D Roessor模型系统
Exxx (i + 1) = Axxx (i) 稳定且 det [E −AI (z, w)] 6=
0, |z| = |w| = 1, 其中 I(z, w) = diag {zIn1 , wIn2}.
证明. 因为 (11) 为 (7) 的特殊模型, 又为 1-D

Roessor模型的推广模型, 其稳定性条件显然. ¤
引理 3. 2-D 离散奇异系统 (7) 稳定当且仅当

如下扩维 2-D Roessor模型

Ê

[
x̂xxh (i + 1, j)
x̂xxv (i, j + 1)

]
= Â

[
x̂xxh (i, j)
x̂xxv (i, j)

]

稳定. 其中 Ê =

[
0 E

In −A1

]
, Â =

[
In A2

0 −A0

]
.

证明. 注意到

Ê − ÂÎ(z, w) =

[
−zIn E − wA2

In −A1 − wA0

]
=

[
In −zIn

0 In

][
Θ 0

−A1 − wA0 In

][
0 In

In 0

]
, 其

中 Î(z, w) = diag {zIn, wIn}, Θ = E−zA1−wA2−
zwA0. 因此 Ê − ÂÎ(z, w) 6= 0, 0 < |z| ≤ 1, 0 <

|w| ≤ 1 等价于 (9). 由定理 3 即可得证. ¤
推论 2. 对任意的 ε > 0 , 系统 (8) 的稳定性等

价于如下 2-D Roessor模型

Ẽ

[
x̂xxh (i + 1, j)
x̂xxv (i, j + 1)

]
= Â

[
x̂xxh (i, j)
x̂xxv (i, j)

]
(12)

的稳定性, 其中 Ẽ =

[
0 εIn

In −A1

]
.

3.3 2-D离散奇异摄动系统稳定的充分条件

定理 4. 不失一般性, 奇异摄动问题 (8) 的稳定
性等价于如下 2-D Roessor模型的稳定性[

xxxh (i + 1, j)
xxxv (i, j + 1)

]
= Ã

[
xxxh (i, j)
xxxv (i, j)

]
(13)

其中 Ã =

[
Ã11 Ã12 εÃ13

Ã21 Ã22 εÃ23

]
,

Ã11, Ã21∈Rn×n, Ã12, Ã22∈Rn×m, Ã13, Ã23∈Rn×(n−m).

证明. 显然 (13) 等价于
[
x̂xxh (i + 1, j)
x̂xxv (i, j + 1)

]
=

[
A1 A0 + A1A2

In A2

][
x̂xxh (i, j)
x̂xxv (i, j)

]

(14)
注意到其中 A1 =

[
A

(1)
1 εA

(2)
1

]
虽然也有摄动项,

但根据 (14) 中状态阵的形式, 该摄动项的摄动不
具有奇异性, 故可以略去. 令 Ã11 = A1, Ã12 =
A

(1)
0 +A1A

(1)
2 , Ã13 = A

(2)
0 +A1A

(2)
2 , Ã21 = In, Ã22 =

A
(1)
2 , Ã23 = A

(2)
2 , 故定理成立. ¤

以下讨论更为一般的 2-D离散奇异摄动系统[
xxxh (i + 1, j)
xxxv (i, j + 1)

]
=

[
A11 εA12

A21 εA22

][
xxxh (i, j)
xxxv (i, j)

]
(15)

其中 xxxh(i, j) ∈ Rn1 ,xxxv(i, j) ∈ Rn2 , n1 +n2 = n. 然

而, Aij(i, j = 1, 2) 的分块与 (n1, n2) 无关, A11 ∈
Rm×m, A12 ∈ Rm×(n−m), A21 ∈ R(n−m)×m, A22 ∈
R(n−m)×(n−m). 它含有如下两种情形：

1) m ≤ n1 时, 方程 (15) 可表示为如下系统

[
xxxh (i + 1, j)
xxxv (i, j + 1)

]
=




A11 εÂ12 εÂ13

Â21 εÂ22 εÂ23

Â31 εÂ32 εÂ33



[
xxxh (i, j)
xxxv (i, j)

]

(16)
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其中 A11 ∈ Rm×m, Â22 ∈ R(n1−m)×(n1−m), Â33 ∈
Rn2×n2 . 此时显然有 A11 = A11, A12 =
[
Â12 Â13

]
, A21 =

[
Â21

Â22

]
, A22 =

[
Â22 Â23

Â32 Â33

]
.

2) m > n1 时, 方程 (15) 可表示为如下系统

[
xxxh (i + 1, j)
xxxv (i, j + 1)

]
=




Â11 Â12 εÂ13

Â21 Â22 εÂ23

Â31 Â32 εA33



[
xxxh (i, j)
xxxv (i, j)

]

(17)
其中 Â11 ∈ Rn1×n1 , Â22 ∈ R(m−n1)×(m−n1), A33 ∈
R(n−m)×(n−m).

此时显然有 A11 =

[
Â11 Â12

Â21 Â22

]
, A12 =

[
Â13

Â23

]
,

A21 =
[
Â31 Â32

]
A22 = A33.

下面首先讨论情形 1).
定理 5. 存在 ε∗ > 0, 使得对于任意的

ε ∈ (0, ε∗), 系统 (16) 是稳定的充分条件为：

i) A22 =

[
Â22 Â23

Â32 Â33

]
是 Schur矩阵;

ii) A11 是 Schur矩阵且 I −A11 可逆.

证明. 令 A(ε) =




A11 εÂ12 εÂ13

Â21 εÂ22 εÂ23

Â31 εÂ32 εÂ33


, 则

A(0) =



A11 0 0
Â21 0 0
Â31 0 0


 . 根据推论 1, 推论 2 和定理

1,

只须证明存在 ε∗ > 0, 使得对于任意的 ε ∈ (0, ε∗),
当 |z| = |w| ≤ 1 时

det (In −A(ε)I(z, w)) 6= 0 (18)

即可, 此时 I(z, w) = diag{zIm, zIn1−m, wIn2}. 注
意到 (18) 成立的充分条件为：A11 是 Schur矩阵且
对于任意固定的 |z| = |w| = 1, 当 ε = 0 时 (18)

成立, 即



zA11 0 0
zÂ21 0 0
zÂ31 0 0


− I 为满秩矩阵, 这等价于

I −A11 可逆. 定理得证. ¤
下面讨论情形 2).
定理 6. 存在 ε∗ > 0, 使得对于任意的

ε ∈ (0, ε∗), 系统 (17) 是稳定的充分条件为:

i) A11 =

[
Â11 Â12

Â21 Â11

]
是 Schur矩阵;

ii) det (Im −A11I(z, w)) 6= 0, |z| = |w| = 1.
其中 I(z, w) = diag{zIn1 , wIm−n1}.

证明. 根据推论 1, 推论 2 和定理 1, 以上两个
条件是显然的. ¤

推论 3. 存在 ε∗ > 0, 使得对于任意的 ε ∈
(0, ε∗), 系统 (17) 是稳定的充分条件为：

i) A11 =

[
Â11 Â12

Â21 Â11

]
是 Schur矩阵;

ii) 存在对角的正定矩阵 P = diag{P1, P2},
P1 ∈ Rn1×n1 , P2 ∈ R(n1−m)×(n1−m), 使得

P −AT
11PA11 > 0 (19)

证明. 假设存在正定矩阵 P1 ∈ Rn1×n1 , P2 ∈
R(n1−m)×(n1−m) 满足条件 (19). 令 Q = P −
AT

11PA11 > 0, 则由文献 [11] 易得, 系统 ẋxx = A11xxx

稳定的充分条件为存在 P > 0 和 Q > 0 使得 Lya-
punov方程 P −AT

11PA11 = Q 成立, 再由定理 6 可
知推论成立. ¤
推论 4. 存在 ε∗ > 0, 使得对于任意的 ε ∈

(0, ε∗), 系统 (17) 是稳定的充分条件为：

i) A11 =

[
Â11 Â12

Â21 Â11

]
是 Schur矩阵;

ii) ‖Â11‖ < 1 且 ‖Â22‖ + ‖Â21‖(1 −
‖Â11‖)−1‖Â12‖ < 1, 或 ‖Â22‖ < 1 且 ‖Â11‖ +
‖Â12‖(1 − ‖Â22‖)−1‖Â21‖ < 1. 其中 ‖A‖ 定义为
max

i
(λ(1/2)

i (ATA)) 是 A 的诱导 2- 范数, λ(·) 为矩
阵 (·) 的特征值.

3.4 算例与仿真

例 1. 设情形 1) 的 Roessor模型奇异摄动系统,
状态矩阵为




A11 εÂ12 εÂ13

Â21 εÂ22 εÂ23

Â31 εÂ32 εÂ33


 =




0.5 −0.5 ε −ε

1 −0.4 ε 0
−1 1 −0.5ε ε

0 0 −ε 0.5ε




边界条件 xxxh
1(0, j) = xxxh

2(0, j) = xxxh
3(0, j) =

xxxv
4(i, 0) = 0.5 时, 系统状态垂直分量 xxx1 和水平

分量 xxx4 变化如图 1 ∼ 图 4 所示.
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图 1 ε = 0.1 时垂直分量 xxx1 响应曲线

Fig. 1 Perpendicular state xxx1 response at ε = 0.1

图 2 ε = 0.1 时水平分量 xxx4 响应曲线

Fig. 2 Horizontal state xxx4 response at ε = 0.1

图 3 ε = 0.5 时垂直分量 xxx1 响应曲线

Fig. 3 Perpendicular state xxx1 response at ε = 0.5

图 4 ε = 0.5 时水平分量 xxx4 响应曲线

Fig. 4 Horizontal state xxx4 response at ε = 0.5

系统稳定性随着 ε 的变大而变差. 仿真结果验
证了定理 5 的正确性.
例 2. 设情形 2) 的 Roessor模型奇异摄动系统,

状态矩阵为




Â11 Â12 εÂ13

Â21 Â22 εÂ23

Â31 Â32 εA33


 =



−0.8 −0.5 ε

0 −0.5 −ε

1 0 −0.5ε




边界条件 xxxh
1(0, j) = xxxv

2(i, 0) = xxxv
3(i, 0) = 0.4

时, 系统状态垂直分量 xxx1 和水平分量 xxx2 变化

如图 5 ∼图 10 所示.

图 5 ε = 0.1 时垂直分量 xxx1 响应曲线

Fig. 5 Perpendicular state xxx1 response at ε = 0.1
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图 6 ε = 0.1 时水平分量 xxx2 响应曲线

Fig. 6 Horizontal state xxx2 response at ε = 0.1

图 7 ε = 0.5 时垂直分量 xxx1 响应曲线

Fig. 7 Perpendicular state xxx1 response at ε = 0.5

图 8 ε = 0.5 时水平分量 xxx2 响应曲线

Fig. 8 Horizontal state xxx2 response at ε = 0.5

图 9 ε = 0.8 时垂直分量 xxx1 响应曲线

Fig. 9 Perpendicular state xxx1 response at ε = 0.8

图 10 ε = 0.8 时水平分量 xxx2 响应曲线

Fig. 10 Horizontal state xxx2 response at ε = 0.8

系统稳定性随着 ε 的变大而变差. 仿真结果验
证了定理 6 及其推论的正确性.

4 结论

本文讨论了离散奇异摄动系统的基本稳定性

问题. 通过分析含有摄动参数的状态矩阵的特征值
随摄动参数的变化规律, 找到了离散奇异摄动 1-D,
2-D 系统稳定的条件. 由于 2-D 系统本身模型的复
杂性及其奇异摄动的特性, 使得问题分析比较困难,
在此仅仅得到了 2-D 系统稳定的充分条件, 对其相
关问题有待进一步讨论.
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