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基于线对应的单应矩阵估计及其

在视觉测量中的应用

曾 慧 1 邓小明 1 赵训坡 1 胡占义 1

摘 要 单应矩阵估计在视觉测量、摄像机标定、三维重建等领域有重要的应用价值, 但是在具体应用中如何鲁棒、精确地估

计单应矩阵仍是一个没有很好解决的问题. 在研究和实际应用中我们发现, 直接线性方法在基于线对应的单应矩阵估计中会

出现在某些特殊的摄像机姿态下误差较大的情况. 针对这一情况, 我们提出了一种基于线对应的归一化单应矩阵估计方法并

将其应用到视觉测量中, 即通过简单的归一化操作使测量矩阵元素的大小分布尽量均匀, 从而降低了测量矩阵的条件数, 提高

了算法的鲁棒性, 同时又保持了直接线性方法简单、快速、易实现等优点. 模拟实验和真实图像实验均验证了该方法的有效性.
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Line-based Homography Estimation and Its Application in Visual Metrology

ZENG Hui1 DENG Xiao-Ming1 ZHAO Xun-Po1 HU Zhan-Yi1

Abstract Homography plays an important role in visual metrology, camera calibration and 3D reconstruction. However,

how to robustly and accurately estimate a homography from images is still a difficult problem in practice. In this work, we

found that in the line-correspondence based homography estimation by a DLT(Direct linear transformation)-like method,

some gross estimation errors could arise under some camera configurations, especially when there exists image line(s)

passing through (or close to) the origin of the image coordinate system. The underlying reason is that under such

configurations, the magnitude of the elements in the measurement matrix could vary significantly, which in turn results

in a large condition number of the measurement matrix, and non-robustness of estimation. To alleviate this problem, a

new normalized estimation method is proposed in this work, which consists of a new data pre-normalizing step, followed

by a standard DLT estimation, and in which the robustness and accuracy of the estimated homography are substantially

enhanced. Our new method retains the traditional DLT′s conceptual simplicity and computational efficiency. Extensive

experiments with both simulated data and real images validated our method.
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1 引言

单应矩阵表示两个平面之间的可逆齐次变换,
它在多视几何中扮演了极其重要的角色, 已广泛应
用于视觉测量、摄像机标定、三维重建、图像拼接

等领域中. 目前关于单应矩阵的估计主要有以下
四类方法：1) 代数方法 (基于代数距离的最小化方
法), 这类方法通常又称为线性估计方法. 2) 几何
方法 (基于几何距离的最小化方法), 这类方法是非
线性的, 需要迭代计算. 以上两类方法只适用于测
量数据仅有小测量误差的情况, 而不适用于测量数
据中包含错误数据点的情况. 3) 鲁棒估计方法, 如
RANSAC(Random sample consensus)方法、M－
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估计方法等. 对于测量数据包含错误数据点的情况,
这类方法一般亦能给出较好的估计. 4) 统计估计方
法, 是一种在概率模型下进行估计的方法, 实现起来
比较复杂[1,2]. 在这四类估计方法中, 线性方法是最
基本的, 由于它具有简单、快速、易实现等优点, 所
以在实践中得到了广泛的应用.

对于直接线性方法来说, 测量数据较小的误差
都可能使测量矩阵有较大的条件数, 从而导致估
计结果的不稳定. 针对直接线性方法的这个缺点,
Hartley 于 1997 年提出了归一化线性方法[3]. 归一
化线性方法的基本思想是对测量数据作适当的归一

化变换, 使得变换后的数据所对应的测量矩阵有好
的条件数, 以提高数值计算的稳定性. Hartley 对归
一化线性方法的大量实验结果表明, 归一化方法可
有效降低测量矩阵的条件数, 提高数值计算的稳定
性, 其性能甚至可与一些常用的非线性方法相媲美.

Criminisi 提出了一种由单幅未标定图像进行
平面测量的方法, 该方法假定在场景平面中已知 4
个或 4 个以上的控制点, 并以此来计算空间平面和
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像平面间的单应矩阵, 然后通过该单应矩阵测量平
面场景内的距离[4∼6]. Wang 等进一步发展了这种
方法, 提出利用基于线对应的单应矩阵来进行平面
测量[7]. Wang 等的实验结果表明, 基于线对应的单
应矩阵估计方法比基于点对应的单应矩阵估计方法

具有更高的测量精度和更好的鲁棒性. 但我们在研
究和实际应用中发现：对于一般的摄像机姿态, 利
用直接线性方法进行基于线对应的单应矩阵估计能

取得较高的精度, 但是在一些特殊的摄像机姿态下,
这种方法会得到很差的结果. 我们进一步研究发现,
这些特殊的摄像机姿态所对应的图像总是存在过原

点或接近过原点的测量直线, 此时测量矩阵的条件
数变化比较剧烈. 也就是说, 直接线性估计方法在
这些情况下对噪声很敏感, 容易产生大的误差, 此时
Hartley 针对图像点坐标所建议的归一化变换也不
再适用.
针对这一情况, 本文提出了一种基于线对应的

归一化单应矩阵估计方法并将其应用到视觉测量中.
模拟实验和真实图像实验的结果表明, 通过本文所
提出的归一化操作, 可有效改善测量矩阵中元素大
小分布的均匀性, 从而可降低测量矩阵的条件数, 提
高算法的鲁棒性. 在下面的几节中, 我们将对该方法
进行详细的介绍.

2 基本原理

2.1 平面间的单应矩阵

在透视投影模型下, 三维空间点 M̃MM 通过投影矩

阵 P 投影到二维图像平面上的点 m̃mm, 该变换可由下
式表示

sm̃mm = PM̃MM = (ppp1, ppp2, ppp3, ppp4)M̃MM (1)
其中, m̃mm = (u, v, 1)T , M̃MM = (X, Y, Z, 1)T 分别为图
像点和空间点的齐次坐标, s为非零比例因子. 由于
物体坐标系可自由选取, 所以为方便起见, 我们取空
间平面 π 为物体坐标系的 XOY 平面, 如图 1 所示.
此时, 对于平面 π 上的点来说, 有 Z = 0, 即上式可
变为

s
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记 H = (ppp1, ppp2, ppp3), M̃MMπ = (X, Y, 1)T, 则上式可以
写成

sm̃mm = HM̃MMπ (3)
从上式可以看出, 矩阵 H 实现了平面 π 到像平面的

一个二维射影变换, 称为单应矩阵 [8].

图 1 三维空间平面的透视投影示意图

Fig. 1 The perspective projection of the 3D plane

也就是说, 若空间平面上任意一点的图像点mmm

已知, 根据矩阵 H 可唯一求出该点在物体坐标系下

的坐标. 这里单应矩阵包含了摄像机的内外参数, 故
在下面的平面测量中, 不需要把摄像机的内外参数
分别计算出来. 单应矩阵仅有 8 个自由度, 因为它是
在相差一个常数因子的意义下定义的. 由 (3) 可以
看出：每一个平面点与图像点的点对应可以提供两

个关于单应矩阵的线性约束. 因此, 给定 4 组点对应
(其中任意 3 点不共线), 可以唯一确定单应矩阵[8].

令 LLL是空间平面上的一条直线, lll是其对应的图
像直线, 由点和直线的对偶关系可知[8]

sLLL = HTlll (4)

上式表明, 每一个平面直线与图像直线的线对
应可以提供两个关于单应矩阵的线性约束. 给定 4
组或 4组以上的线对应 (其中任意 3条直线不共点),
可在相差一个常数因子的意义下唯一确定单应矩阵.
在求出参考平面到图像平面的单应矩阵后, 我们就
可以通过求逆矩阵 H−1 将一个图像点反投影到参

考平面上, 然后利用这些反投影点计算参考平面内
任意两点之间的距离[9].

2.2 基于线对应的平面单应线性估计方法

令 LLLi = (Ai, Bi, Ci)
T ↔ llli = (ai, bi, ci)

T,
(1 ≤ i ≤ n) 为给定的 n 组线对应, 则有下面的约
束方程组[8]
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其中, hhh = [h11, h21, h31, h12, h22, h32, h13, h23, h33]
T.

实际上, 对于每一组线对应, 上述三个方程中的第三
个方程可由前两个方程线性表示. 在实际应用中, 考
虑图像噪声的影响, 我们可同时利用所有三个方程
来进行参数估计. 记
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定义测量矩阵 U = (UT
1 , UT

2 , · · · , UT
n )T, 则方

程组 (5) 的最小二乘解为测量矩阵 U 的最小奇异值

对应的右奇异向量.

2.3 测量矩阵的条件数

对线性问题来说, 测量矩阵的条件数是影响其
数值稳定性的一个重要因素[10,11]. 若测量矩阵 U 的

奇异值分别为 d1, d2, · · · , d9 (d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ d9),
则矩阵 U 的条件数为[3]

λ = d1/d8 (7)
当测量数据没有噪声时, 线性问题的测量矩阵

的条件数越大, 说明该方法越不鲁棒；当测量数据
存在噪声时, 其条件数的变化越剧烈, 说明该方法对
误差越敏感, 方法也就越不鲁棒[12]. Hartley 在文献
[3] 中提出, 导致条件数较大的主要原因是测量数据
的分布缺乏均匀性. 因此, 提高方法鲁棒性的一个有
效途径就是降低测量矩阵的条件数.

3 一种新的归一化线性估计方法

归一化线性估计方法的基本思想是先对测量数

据作适当的归一化变换, 使得测量数据尽可能地均
匀分布, 从而降低测量矩阵的条件数, 提高数值计
算的稳定性. Hartley 针对图像点坐标所建议的归
一化变换大大提高了基于点对应的单应矩阵估计方

法的精度和鲁棒性, 但是在某些特殊的摄像机姿态
下, 它对于基于线对应的单应矩阵估计将不再适用.
Hartley 在文献 [8] 中简单介绍了当图像点中包含无
穷远点或接近无穷远点的情况时的处理方法, 但是
并没有给出详细的论证和实验结果. 本文将这种方
法拓展到基于线对应的平面单应估计中, 并给出具
体的解决方案.
假设本文中的直线坐标都满足 sin θ · u− cos θ ·

v + ρ = 0 的形式, 其中 θ 表示直线与 u 轴的夹

角, ρ 表示原点到直线的距离. 即对直线坐标 llli =
(ai, bi, ci)

T, 有 a2
i + b2

i = 1. 若把直线坐标看作坐标
系 O − abc 的一个点, 则我们所定义的直线坐标都
位于以 c轴为中轴, 半径为 1 的圆柱上. 这样做的目
的是使后面的归一化变换取得更好的结果. 因为直
线的坐标是在相差一个非零常数因子的意义下定义

的, 为了使下面的归一化变换有意义, 我们首先使直
线坐标的第三个分量符号相互一致. 即对直线 llli, 若

ci < 0, 则 llli = −llli. 当直线通过原点时, 直线坐标的
第三个分量为 0, 此时我们无法使用 Hartley 针对图
像点所建议的归一化变换. 当线对应中存在直线比
较接近原点时, 直线坐标的第三个分量接近于 0, 这
会导致直线坐标在空间的分布很不均匀, 从而使算
法对噪声比较敏感. 下面举例说明这一问题.
如图 2 所示, 我们模拟产生 “回” 字型模板的图

像, 其中图像坐标系的原点定义在图像的左上角. 从
图 2 可以看出, 原点到第 2 条直线的距离远远小于
其它直线, 接近于 0. 为了探讨图 2 中 “回” 字型模
板图像外围 4 条直线的相对空间分布, 我们令直线
坐标的 Frobenius范数为 1 (即 a2

i +b2
i +c2

i = 1), 则
它们在坐标系O−abc中都位于以原点为圆心, 半径
为 1 的圆上. 这 4 条直线的相对空间分布如图 3(a)
所示. 从图中可以看出, 由于 c2 ¿ ci (i = 1, 3, 4),
此时在 abc空间中第 2 条直线与其它 3 条直线明显
分开, 而其它 3 条直线的坐标相对来说比较聚集. 根
据 Hartley 的结论, 此时测量数据的分布不够均匀,
进而会导致测量矩阵的条件数较大, 算法对噪声比
较敏感. 下面仅以图像直线 llli (i = 1, 2, · · · , n) 为
例, 介绍本文针对线对应所提出的归一化变换, 它
使得直线坐标在归一化变换后的空间分布比较均匀,
从而大大降低了测量矩阵的条件数, 提高了算法的
鲁棒性.

图 2 “回” 字型模板的模拟图像

Fig. 2 The simulated image of the reference pattern

图 3 归一化变换前后直线坐标的相对空间分布

Fig. 3 The relative space distribution of the line

coordinates
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对直线 llli = (ai, bi, ci)
T, 令 t1 =

∑n

i=1 ai, t2 =∑n

i=1 bi, t3 =
∑n

i=1 ci, 构造变换矩阵 T1 如下

T1 =




1 0 −t1/t3

0 1 −t2/t3

0 0 1


 (8)

则经过 l̂lli = T1llli 变换后的直线坐标 l̂lli =(
ãi, b̃i, ci

)T

满足：
∑n

i=1 ãi = 0,
∑n

i=1 b̃i = 0, 即

变换后的直线坐标的重心在坐标系的 c轴上. 也就
是说, 变换 T1 使直线坐标关于坐标系 O − abc的 c

轴的相对分布更加均匀.

令 s =


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nP
i=1

(ã2
i +b̃2i)

2·
nP

i=1
c2

i


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, 构造变换矩阵 T2如下

T2 =


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1 0 0
0 1 0
0 0 s


 (9)

则经过 l̃lli = T2l̂lli 变换后的直线坐标 l̃lli =(
ãi, b̃i, c̃i

)T

满足：
∑n

i=1

(
ã2

i + b̃2
i

)
= 2

∑n

i=1 c̃2
i . 从

几何意义上来说, 变换后的直线坐标到 aOb平面距

离的均方根与它们到 c 轴距离的均方根的比值为√
2, 它使直线坐标在整个 abc空间的分布相对比较

均匀.
最后, 我们对直线坐标 l̃lli进行变换,使其 Frobe-

nius 范数为 1. 对所有 i, 令 l̃lli = l̃lli/
∥∥∥̃llli

∥∥∥,即变换后

直线 l̃lli 的坐标都位于以原点为圆心, 半径为 1 的圆
上. 图 2 中的 4 条直线在经过上述归一化变换后的
相对空间分布如图 3(b) 所示, 从图 3 可以看出, 我
们所提出的归一化变换能够有效地使直线坐标的空

间分布比较均匀, 从而提高了算法的鲁棒性.
本文所提出的基于线对应的归一化单应矩阵估

计方法的主要步骤有：

假定 {LLLi ↔ llli}是一组线对应.
1) 对直线 llli, 由式 (8) 和式 (9) 分别构造变换

矩阵 T1、T2.
2) 对直线 LLLi, 用同样的方法构造矩阵 T ′1、T ′2.
3) 对 llli 和 LLLi 分别作坐标变换： l̃lli = T2T1 · llli,

L̃LLi = T ′2T
′
1 ·LLLi, 使每条直线坐标的 Frobenius 范数

均为 1, 产生一组新的线对应
{
L̃LLi ↔ l̃lli

}
, 并由直接

线性方法求解线对应
{
L̃LLi ↔ l̃lli

}
所对应的单应矩阵

H̃.
4) 解除归一化变换, 得到 {LLLi ↔ llli} 对应的单

应矩阵：H = TT
1 TT

2 H̃T ′−T
1 T ′−T

2 .
在结束本节之前, 我们想对本文所给出的归一

化线性估计方法作一点解释. 从前面的讨论可知, 当

图像直线中有直线靠近原点时, 会导致大的测量误
差. 一种直观的坐标选择方法是将图像坐标的原点
选在 “回” 字型模板的中心. 这样, 所有的图像直线
均永远不可能过原点. 但我们的实验发现, 当原点选
在 “回” 字型模板的中心时, 结果虽然有所改善但仍
然可能产生较大的测量误差.

4 实验结果

4.1 模拟实验

模拟实验旨在验证本文所述方法的鲁棒性和精

度, 并与直接线性方法相比较. 为了确保两类方法的
可比性以及比较的结果有意义, 两类方法的所有实
验均是在相同的数据下进行的. 在模拟实验中, 摄像
机的参数设置为：fu = 1200, fv = 1000, α = 0.1,
u0 = 512, v0 = 384,图像分辨率为 1024 × 768,摄
像机旋转轴为：rrr = (2, 1, 4)T,旋转角为：α = 30◦,
平移向量为：TTT = (20, 20, 260)T.我们在参考平面上
生成一个 “回” 字型模板, 将其投影到图像平面上,
对图像上回字型的每条边根据其边长均匀取点并将

它们作为 “回” 字型的图像点. “回” 字型图像每条
边的方程由最小二乘法拟合得到. 为了使测量结果
更具统计意义, 每次实验我们随机地选取 100 对空
间点并利用其对应的图像点来计算每对空间点之间

的距离. 相对测量误差 Erela 定义为

Erela =

„ |Dt −De|
Dt

× 100

«
(10)

其中, Dt 表示真值, De 表示估计值.
首先我们在图像没有噪声情况下比较两种方法

测量矩阵条件数的大小. 测量矩阵的条件数越大, 说
明该方法越不鲁棒.图 4是 100次实验的曲线图. 从
图中可以看出, 直接线性方法测量矩阵的条件数总
是大于本文所给出的归一化方法的条件数, 这说明
本文所给出的归一化方法总比直接线性方法鲁棒.

图 4 两种方法测量矩阵条件数的比较

Fig. 4 A comparison of the condition numbers of the two

methods
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图 5(a) 是绝对测量误差的曲线图, 图 5(b) 是
条件数均值的曲线图, 图 5(c) 是条件数方差的曲线
图. 从图 5(a)∼(c) 中可以看出, 随着旋转角度的变
化, 直接线性算法在某些特殊的摄像机姿态下会出
现误差特别大的情况, 同时这些位置相对应的条件
数变化较剧烈. 考察 “回” 字型模板图像的特点, 我
们发现：在这些出现较大误差的摄像机姿态下, 模板
图像中总有接近图像坐标原点的直线存在, 这与我
们前面的结论相符合. 图 2 是 “回” 字型模板的模拟
图像, 正好在图 5 中出现较大误差的角度范围之内.

(a) 绝对测量误差 (The absolute measure-
ment error)

(b) 条件数的均值 (The mean of the condi-
tion number)

(c) 条件数的方差 (The variance of the con-
dition number)

图 5 绝对测量误差、条件数的均值和方差随摄像机旋转角

度变化的曲线图

Fig. 5 A comparison of the absolute measurement error,

the condition number′s mean and variance of the two

methods

(a) 绝对测量误差 (The absolute measure-
ment error)

(b) 相对测量误差 (The relative measure-
ment error)

(c) 条件数的均值 (The mean of the condi-
tion number)

(d) 条件数的方差 (The variance of the
condition number)

图 6 绝对测量误差、相对测量误差、条件数的均值和方差

随图像噪声水平变化的曲线图

Fig. 6 A comparison of the measurement′s absolute error

and relative error, the condition number′s mean and vari-

ance of the two methods
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最后我们研究图像噪声水平对两种方法的影响.
这里我们对 “回” 字型的图像点加入均值为 0, 方差
为 σ 的高斯噪声, σ 从 0 依次增加 0.5 至 5, 每次进
行 100 次独立实验, 并分别计算两种方法在每个噪
声水平下的绝对测量误差、相对测量误差、条件数

的均值和方差. 图 6(a) 和 (b) 是绝对测量误差和相
对测量误差的曲线图. 图 6(c) 和 (d) 分别为测量矩
阵条件数的均值、方差的曲线图. 从图 6 可以看出,
两种方法的绝对测量误差和相对测量误差均随噪声

水平的增加而增加, 但是本文所给出的归一化方法
的绝对误差总是小于直接线性方法；当图像存在噪

声时, 直接线性方法测量矩阵的条件数的均值和方
差的变化都比归一化方法大, 也就是说直接线性方
法测量矩阵条件数的变化比归一化方法的条件数变

化更加剧烈. 由此说明当图像存在噪声时, 直接线性
方法不如本文所给出的归一化方法鲁棒.

4.2 真实图像实验

在真实图像实验中, 所有的图像都是由 Nikon
Coolpix990 数码相机拍摄的, 图像分辨率为 1024×
768. 在实验中, 空间直线为模板直线, 其在物体坐
标系下的坐标是已知的. 对于图像直线, 我们首先利
用 Canny 边缘检测算子提取图像的边缘, 然后通过
最小二乘法将提取的边缘点拟合, 得到图像直线. 在
求出空间直线和图像直线后, 我们分别利用直接线
性方法和本文所提出的归一化估计方法测量地面上

任意两点之间的距离. 这里仅给出其中的两幅图像,
如图 7 所示. 表 1 给出了两种方法的测量结果. 实
验结果表明：对于图像 7(a), 两种方法的测量精度相
当, 归一化估计方法略好于直接线性方法；而对于图
像 7(b), 归一化估计方法的精度明显要高于直接线
性算法. 造成这种结果的原因是图像 7(a) 中没有接
近图像坐标系原点的模板直线, 而图像 7(b) 中存在
接近图像坐标系原点的模板直线. 这与模拟实验的
结果是一致的.

5 结论

本文提出了一种基于线对应的归一化单应矩阵

估计方法, 并将其应用到视觉测量中. 该方法的主要
思想是针对直接线性方法在某些特殊的摄像机姿态

下会出现较大误差的情况, 对测量数据先进行简单
有效的归一化变换, 从而使测量矩阵元素大小的分
布均匀性得到了改善, 降低了测量矩阵的条件数, 提
高了算法的鲁棒性. 本文对所提出的归一化方法分
别进行了模拟实验和真实图像实验, 并与直接线性
方法作了比较. 实验结果表明, 该方法可有效地提高
视觉测量的精度和鲁棒性, 具有一定的实际应用价
值.

(a)

(b)

图 7 真实图像实验所使用的两幅图像

Fig. 7 Two test images

表 1 两种方法在真实图像实验中的测量结果例

Table 1 A comparison of the two methods with real

images

待测量线段 S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8

真实值 (cm) 60 60 84.85 84.85 60 60 84.85 84.85

直接 测量值 (cm) 59.44 59.56 84.17 84.41 57.07 57.81 82.22 82.79

线性 绝对误差 (cm) 0.56 0.44 0.68 0.44 2.93 2.19 2.63 2.06

方法 相对误差 (%) 0.93 0.73 0.80 0.52 4.88 3.65 3.10 2.42

归一 测量值 (cm) 59.71 59.80 84.31 84.50 59.66 57.41 84.82 84.17

化方 绝对误差 (cm) 0.29 0.20 0.54 0.35 0.34 0.59 0.03 0.68

法 相对误差 (%) 0.48 0.33 0.64 0.41 0.57 0.98 0.04 0.80
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