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一种三对角结构非线性系统的稳定性

及其应用

刘 斌 1 张曾科 1

摘 要 针对非线性系统的分析及综合问题, 提出了一种状态渐近稳定

的三对角结构非线性系统, 并给出其应用 – 设计镇定控制器使原系统变

换成该类三对角结构系统. 对移动机器人跟踪控制的仿真说明这种设计

方法的有效性.
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Stability of Nonlinear Systems with
Tridiagonal Structure and Its Applications

LIU Bin ZHANG Zeng-Ke

Abstract A class of asymptotically stable nonlinear systems

with a special tridiagonal structure is proposed for the purpose

of designing controllers. If the origin system can be transformed

into a system with special tridiagonal structure by controllers

or some coordinates transformations, these controllers are the

stabilizing controllers. The simulation of the mobile robot with

tracking control shows the effectiveness of this method.
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1 引言

近年来针对下三角结构非线性系统发展出的逆推控

制[1](Backstepping) 得到人们广泛的研究和应用[2∼5]. 逆推

控制的特点是针对特定下三角结构系统, 不用考虑系统的维

数, 可以迭代构造虚拟控制器, 最终得到实际镇定控制器. 逆

推方法与精确线性化方法相比, 它的优点是可以推广到不确

定非线性系统的控制上[6,7].

本文观察到逆推控制最终得到的系统是一种特定的三对

角结构系统, 再利用三对角矩阵的相关结论[8], 提出了一类渐

近稳定的三对角结构非线性系统. 利用这种结构系统提出一

种面向结构的非线性系统控制器设计方法. 该方法主要是通

过坐标变换和控制器选择使待镇定系统变换为具有特定三对

角结构的系统, 进而直接得到系统状态的渐近稳定性. 面向

系统结构设计控制器的方法有两种：1) 递推构造法, 对下三

角结构系统借鉴逆推设计过程迭代构造出结构系统, 进而得

到镇定控制器；2) 直接构造法, 根据原系统的特点直接设计

出满足结构要求的控制器. 递推构造法包括逆推控制, 其参

数选择范围比逆推控制更宽. 直接构造法主要靠经验, 更适

合设计低维系统的控制器. 通过直接法构造移动机器人的跟

踪控制器, 仿真验证了此直接构造方法的有效性. 对比以前

文献[9] 用逆推法得到的控制器, 直接构造法得到的控制器结

构更简单.
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2 预备知识

首先给出逆推控制的介绍, 为了简便, 这里考虑 2 维系
统

ẋ1 = f1(x1) + g1(x1)x2

ẋ2 = f2(x1, x2) + g2(x1, x2)u (1)

其中, xi ∈ R, gi 6= 0, i = 1, 2. 逆推控制过程：先把 x2 视为
虚拟控制器, 对 ẋ1 = f1(x1) + g1(x1)x2 设计镇定控制器

α (x1) =
1

g1 (x1)
(−f1 (x1)− k1x1) (2)

其中 k1 > 0. 实际上 x2是状态变量,取变换 z2 = x2−α (x1),
得到的新系统形式如下

ż = f2(x1, x2) + g2(x1, x2)u− α̇ (x1) (3)

设计实际控制器

u =
1

g2 (x1, x2)
(−f2 (x1, x2)− k2z2 − g1 (x1) x1 + α̇ (x1)) (4)

其中 k2 > 0.最终得到的系统形式如下
"

ẋ1

ż2

#
=

"
−k1 g1 (x1)

−g1 (x1) −k2

#"
x1

z2

#
(5)

可以用 V =
`
x2

1 + z2
2

´
作为李亚普诺夫函数来验证系统稳定

性. 该设计过程可以推广到高维下三角结构系统, 对下三角
结构系统

ẋ1 = f1(x1) + g1(x1)x2

ẋ2 = f2(x1, x2) + g2(x1, x2)x3

...

ẋn = fn(x1, · · · , xn) + gn(x1, · · · , xn)u

xi ∈ R, gi(x1, · · · , xi) 6= 0 i = 1, · · · , n (6)

通过变换和控制器作用, 可以得到如下结构形式渐近稳定的
系统

żzz =

2
66666664

−k1 l1 (zzz)

−l1 (zzz) −k2

. . .

. . .
. . . ln−1 (zzz)

−ln−1 (zzz) −kn

3
77777775

zzz (7)

其中, ki > 0, zzz ∈ Rn. 我们可以把逆推控制的目标认作是

得到具有上述结构特征的系统. 此类系统是一种特殊的三对

角结构系统, 下面将介绍矩阵论中一个关于三对角矩阵的结

论：

结论 1[8]. 对于矩阵 A = [aij ] ∈ Rn×n, λ是 A的特征

值, 如果满足

1) 当 |i− j| > 1时, aij = 0；

2) ai+1,iai,i+1 < 0, i = 1, · · · , n− 1.

则 min
1≤i≤n

aii ≤ Reλ ≤ max
1≤i≤n

aii.

可见三对角实矩阵只要满足：

1) 非对角的、非零的对称元素乘积小于零；

2) 对角元素不大于零；

3) 其特征值实部的取值范围保证非正.

该矩阵就一定是稳定的.

可以考虑是否非线性系统也具有这样的性质, 下面将介

绍主要结果.

3 三对角结构系统的稳定性

借鉴逆推闭环控制得到的系统形式, 我们得到如下定

理：

定理 1. 对于三对角结构非线性系统 (7), 其状态是全局

渐近稳定的.

证明. 取正定函数 V = 1
2
zzzTzzz, 可以验证 V̇ = −

nP
i=1

kiz
2
i ,

故 V 是李亚普诺夫函数, 得证. ¤
借鉴三对角矩阵的结论, 我们推广定理 1 得到如下定

理：
定理 2. 三对角结构非线性系统

ẋxx =

2
66666664

−k1 g1 (xxx)

−c1g1 (xxx) −k2

. . .

. . .
. . . gn−1 (xxx)

−cn−1gn−1 (xxx) −kn

3
77777775

xxx (8)

其中, xxx ∈ Rn. 系统状态 xxx 是全局渐近稳定的, 其中

ci, ki ∈ R+, i = 1, · · · , n.
证明. 取 zzz = Λ−1xxx, li (zzz) =

√
cigi (xxx) , i = 1, · · · , n−1,

其中

Λ = diag {d1, · · · , dn}
d1 = 1, d2 =

√
c1, di =

√
ci−1di−1, i = 2, · · · , n

(9)

则可以得到式 (7), 由定理 1 可知系统 (7) 状态 zzz全局渐近稳

定, 故系统 (8) 状态 xxx全局渐近稳定. ¤
定理 3. 对于三对角结构非线性系统 (26)(见下页底部),

其中 xxx ∈ Rn, cmax > ci (t) > cmin > 0, ki ∈ R+, i =
1, · · · , n. 如果满足

d

dt

 
jY

i=1

ci(t)

!
+ kj

jY
i=1

ci(t) > 0 (10)

则系统状态 xxx是渐近稳定的.
证明. 取 Λ如下定义,

Λ = diag {d1, · · · , dn}
d1 = 1, d2 =

p
c1 (t), di =

p
ci−1 (t)di−1, i = 2, · · · , n

(11)

则可以验证

A = ΛA1Λ
−1 (12)

其中

A1 =

2
66666664

−k1 l1

−l1 −k2

. . .

. . .
. . . ln−1

−ln−1 −kn

3
77777775

li =
√

cigi(xxx), i = 1, · · · , n (13)

取正定函数 V = xxxTPxxx, 其中 P 如下定义

P = Λ−2 (14)

则 V ≥ αxxxTxxx, 其中 α = min{1, c
−2(n−1)
min }. 对 V 求时间导数得

到

V̇ = xxxT
“
PA + ATP + Ṗ

”
xxx

= xxxT (Λ−2ΛA1Λ−1 + Λ−1AT
1 ΛΛ−2)xxx + xxxT

“
Ṗ
”

xxx

= xxxTΛ−1 (A1 + AT
1 )Λ−1xxx + xxxT

“
Ṗ
”

xxx

(15)
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由式 (13) 可得

A1 + AT
1 = Λ1 = diag {−2k1, · · · ,−2kn} (16)

将式 (16) 代入式 (15), 可得

V̇ = xxxTΛ−1Λ1Λ−1xxx + xxxT
“
Ṗ
”

xxx

= xxxT
“
Λ1P + Ṗ

”
xxx

(17)

可知 Λ1P + Ṗ 是对角阵, 第 i 个对角元素为 −2kid
−2
i +

d
dt

`
d−2

i

´
. 根据式 (10) 和式 (11), 可以得到

−2kid
−2
i +

d

dt

`
d−2

i

´
< 0, i = 1, · · · , n (18)

将式 (18) 代入式 (17), 可得 V̇ 负定, 故系统状态全局渐

近稳定. ¤
定理 4. 对于三对角结构非线性系统 (27)(见本页底部),

其中, xxx ∈ Rn, cmax > ci (xxx) > cmin > 0, ki(xxx) ∈ R+, i =
1, · · · , n. 如果满足

d

dt

 
jY

i=1

ci(xxx)

!
+ kj (xxx)

jY
i=1

ci(xxx) > 0 (19)

则系统状态是渐近稳定的.

证明. 同定理 3. ¤
结合不变集定理, 可以把定理 1∼4 的条件放宽到

kj ∈ R+, ki /∈ R−, i 6= j, j ∈ {1, · · · , n}, 这点将在应用
中给出说明.

4 面向结构的设计方法

前一节关于一类三对角结构系统稳定性方面的结论, 可

以用来设计非线性系统的镇定控制器, 使待设计的系统的结

构形式如特定三对角结构系统. 这种面向结构的控制器设计

方法有两种：一种是递推构造法, 对上三角结构系统采用逆

推设计过程, 得到的最终系统就是一个三对角结构系统, 类

似于式 (7) 或 (8)；另一种是直接构造法, 对比原系统系数矩

阵, 设计控制器使系统化为三对角结构系统.
对于系统 (1), 递推构造三对角结构系统和逆推控制的设

计过程一样, 利用三对角结构得到的控制器如下

u =
1

g2 (x1, x2)
(−f2 (x1, x2)− k2z2 − cg1 (x1) x1 + α̇ (x1))

k2, c > 0 (20)

可见递推构造法包括了逆推控制, 具有更多的可调参数, 也

可以从式 (7) 和式 (8) 的结构特点中得出这个结论.

直接构造法主要靠经验, 更适合设计低维系统的控制器.

下面就移动机器人跟踪控制应用直接构造法, 并且和利用逆

推控制 (递推构造法的特例) 得到的控制器相比较.
例：考虑 [9] 中的移动机器人运动跟踪误差模型

ẋe = wye − v + vr cos θe

ẏe = −wxe + vr sin θe

θ̇e = wr − w

(21)

其中, [xe, ye, θe]
T ∈ R3 为系统的状态, wr, vr ∈ R为已知常

数, w, v ∈ R为控制输入. 控制器设计的目标是使状态渐近

稳定到原点.

方法 1 (直接构造法).
对其结构分析可以得到

2
64

ẋe

ẏe

θ̇e

3
75 =

2
664

0 w 0

−w 0 vr
sin θe

θe

0 0 0

3
775

2
64

xe

ye

θe

3
75+

2
64
−v + vr cos θe

0

wr − w

3
75 (22)

对 照 (7) 中 系 统 的 结 构, 可 以 看 出 在 系 数 矩 阵
(1, 1)(2, 2)(3, 2)(3, 3) 位置上需要补充, 即控制器需要满足

2
64
−v + vr cos θe

0

wr − w

3
75 =

2
64
−k1xe

−k2ye

−k3θe − c2vr sin θe/θeye

3
75 (23)

得到可行解 k2 = 0, k1, k3 > 0,

w =

(
wr + k3θe + c2vr

sin θe
θe

ye, θe 6= 0

wr + k3θe + c2vrye, θe = 0

v = vr cos θe + k1xe, k1, k3, c2 > 0

(24)

此时系统化为

2
64

ẋe

ẏe

θ̇e

3
75 =

2
664
−k1 w

−w vr
sin θe

θe

−c2vr
sin θe

θe
−k3

3
775

2
64

xe

ye

θe

3
75

= A

2
64

xe

ye

θe

3
75 (25)

ẋxx =

2
66666664

−k1 g1 (xxx)

−c1 (t) g1 (xxx) −k2

. . .

. . .
. . . gn−1 (xxx)

−cn−1 (t) gn−1 (xxx) −kn

3
77777775

xxx = Axxx (26)

ẋxx =

2
66666664

−k1 g1 (xxx)

−c1 (xxx) g1 (xxx) −k2

. . .

. . .
. . . gn−1 (xxx)

−cn−1 (xxx) gn−1 (xxx) −kn

3
77777775

xxx = Axxx (27)
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由于 k2 = 0, 不能直接得到系统全部状态的渐近稳定
性, 只能保证 xe, θe 渐近稳定. 结合不变集定理, 可知当
xe = θe = 0时, 不变集动态满足

2
64

ẋe

ẏe

θ̇e

3
75 =

2
64
−k1 wr + vr

− (wr + vr) vr

−vr −k3

3
75

2
64

xe

ye

θe

3
75

= A1

2
64

xe

ye

θe

3
75 (28)

此时, 可以知道当 vr, wr + vr 不同时为零时, A1 的特征根

实部为负, 即不变集只能稳定在原点. 当 wr = 0 m/s, vr =

1 m/s, k1 = k3 = c1 = 1时, 闭环系统仿真如图１.

图 1 移动机器人运动跟踪误差状态及控制曲线

Fig. 1 Tracking error and controllers of mobile robots

从图 1 中可看到在控制器作用下, 闭环系统状态渐近稳

定到零点, 达到控制目的.

方法 2 (逆推控制[6]).
利用逆推控制得到控制器如下

v = vr cos θe + k1xe (29)

w = [1 + ϕ′ (yevr) xevr]−1 ˆγηyevr + wr + k2γθ̄e+

ϕ′ (yevr)
`
v2

r sin θe + yev̇r

´˜
(30)

其中 k1, k2, γ, η > 0,

ϕ (z) =
δz

1 + z2
, 0 < δ < 2(π − ε), ε > 0 (31)

此时在控制效果大致一样的情况下, 与逆推控制相比, 用直

接构造法设计的控制器结构更简单.

5 结论

本文提出了一类三对角结构系统, 该类系统可以保证系

统状态的渐近稳定性. 利用此类结构系统作为设计非线性系

统的镇定控制器的目标, 使原系统变换到此类三对角结构系

统. 这种面向结构的控制器设计方法既可以借鉴逆推控制对

下三角结构系统通过递推构造出三对角结构系统, 也可以根

据原系统的特点直接构造新系统. 逆推控制可以看作是一种

特殊的三对角结构系统构造方法. 递推构造三对角结构系统

的可调参数个数多于逆推控制, 而直接构造法可以简化设计

过程. 仿真说明直接构造法可以构造出结构简单的控制器.

逆推控制的相关结论 (自适应控制、鲁棒控制) 如何推广到三

对角结构系统有待进一步研究.
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