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离散时间MIMO系统极限零点的
稳定性

梁 山 1 石飞光章 2 石为人 1 鲜晓东 1

摘 要 不稳定零点限制了系统可达到的控制性能, 当采用 ZOH 对一

个连续系统进行离散化, 零点的稳定性不能得到保证. 针对无限初等因

子次数为 2 或 3 时, MIMO 系统极限零点的渐近特性和稳定条件不

确知问题, 分析了在 ZOH 条件下, 当采样周期 T → 0 时离散时间系

统极限零点的渐近特性, 推导出了关于极限零点稳定性的线性近似公式

和保证极限零点稳定的条件, 并给出了详细的证明. 所给出的定理是对

Ishitobi 定理的进一步扩展.
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On Stability of the Limiting Zeros of
Discrete-time MIMO Systems
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Abstract Unstable zeros limit the achievable control perfor-

mance. When a continuous-time system is discretized using the

zero-order hold, the stability of zeros cannot be reserved. This

paper analyzes the asymptotic properties of the limiting zeros of

discrete-time system corresponding to continuous-time MIMO

plants with the degrees of infinite elementary divisors being two

or three. The linear approximate expressions with respect to the

asymptotic behavior of the limiting zeros are given. The condi-

tions that ensure the stability of the limiting zeros of discrete-

time systems for sufficiently small sampling periods are derived

and proved in detail. It is a further extension of Ishitobi′s result.

Key words Limiting zeros, stability, discrete-time system,

MIMO

1 引言

众所周知, 不稳定零点限制了控制系统可达到的控制性

能. 当过程或对象存在不稳定零点时, 很难构建一些控制系

统, 如逆系统、鲁棒控制器、模型匹配系统和模型参考自适应

控制器等[1∼3]. 当采用 ZOH 对一个连续时间系统进行离散

化, 稳定的极点被映射到单位圆内, 从而保证了系统的稳定

性. 然而相对于零点, 连续系统与其相应的离散系统之间却

不存在如此简单的对应关系. 由于离散时间零点是采样时间

T 的函数, 推导出这种描述关系是相当困难的. 只有在某些

特殊情况下, 如 T → 0 或 T → ∞, 才有可能对零点特性作

出描述. 当 T → 0 时离散时间系统的零点被称为极限零点
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(Limiting zeros). 从控制工程的观点出发, 足够小的 T 是人

们所期望和关心的. 因此关于极限零点特性的研究引起了研

究者广泛注意[4∼7].

该问题最早由著名的瑞典学者 Åström 提出[4], 其后学

者们进行了大量的研究[4∼9], 阐述了离散系统零点的特性及

一些保持稳定性的条件. 由于MIMO 系统零点的复杂性, 学

者们的研究工作主要针对 SISO 系统.

MIMO 系统的零点特性可由系统矩阵的无限初等

因子次数 (Degrees of the infinite elementary divisors)

µ1, . . . , µm (2 ≤ µ1 ≤ · · · ≤ µm) [10] 来刻画. Åström

等的结论[4] 对于最大最小无限初等因子次数之差小于

2(µm − µ1 < 2) 的正方系统是成立的[11], 该结论也可直

接用于解耦 MIMO 系统[12]. 由文献 [11] 可知, 对于无限初

等因子次数为 2 且所有零点均稳定的连续时间系统, 相应

的离散时间系统的极限零点是稳定的. 文献 [13] 仅针对一

类无限初等因子次数为 µ1 = · · · = µm−1 = 2 和 µm = 3

的连续时间系统, 分析了其相应的离散时间系统极限零点的

渐近特性和稳定性. 但对于更一般的情况, 如无限初等因子

次数为 µ1 = · · · = µm−k = 2, µm−k+1 = · · · = µm = 3

(0 ≤ k ≤ m− 1) 或 µ1 = · · · = µm = 3 (k = m), 极限零点

的渐近特性和稳定性仍是不确知的.

本文针对上述问题, 分析当 T → 0 时, 离散时间零点的

渐近特性, 推导关于极限零点稳定性的线性近似公式和保证

极限零点稳定的条件, 并给出相应证明.

2 离散时间MIMO 系统的极限零点

考虑一个时不变, 能控能观测的 m 输入 m 输出 n 阶线

性系统, 并可表示为

SC :

(
ẋxx(t) = Axxx(t) + Buuu(t)

yyy(t) = Cxxx(t)
(1)

式中 uuu(t) ∈ Rm 和 yyy(t) ∈ Rm 分别是输入和输出, xxx(t) ∈ Rn

是状态向量. 则经 ZOH 采样离散化后的离散时间MIMO 系

统可表示为

SD :

(
xxx((k + 1)T ) = Φxxx(kT ) + Γuuu(kT )

yyy(kT ) = Cxxx(kT )
(2)

式中 xxx(kT ) ∈ Rn, uuu(kT ) ∈ Rm, yyy(kT ) ∈ Rm 且

Φ = eAT , Γ =

Z T

0

eAτdτB (3)

在 SC (1) 的假设条件下, 系统零点 (System zeros)、传

递零点 (Transmission zeros) 和不变零点 (Invariant zeros)

的定义是一致的[14, 15]. 因此文中将这些零点简单地称为 SC

的零点. 这些零点是 det N(s) = 0 的根, 其中N(s) 为 SC 的

系统矩阵[16], 定义为

N(s) =

"
A− sIn B

C Om

#
(4)

对足够小的 T , SD 的零点具有与 SC 的零点相同的特

性[11, 16]. 因此, SD 的零点同样可表示为 det Nd(z) = 0 的

根, 其中

Nd(z) =

"
Φ − zIn Γ

C Om

#
(5)
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如果连续时间系统 SC 的传递函数G(s)分别有Re(s) <

0 或 Re(s) > 0 的零点, 则分别称其为稳定零点或不稳定零

点；离散时间系统 SD 的脉冲传递函数 H(z) 分别有 |z| < 1

或 |z| > 1 的零点, 则分别称其为稳定零点或不稳定零点.

ZOH 条件下, 当 T 足够小, 离散时间MIMO 系统的极

限零点特性可由以下定理来描述.

Hayakawa 定理[11]. 考虑系统 SC(1) 及其相应的离

散化模型 SD(2). 如果 SC 有 r 个零点且最大最小无限

初等因子次数之差小于 2, 即 µ1 = · · · = µm−k = µ 和

µm−k+1 = · · · = µm = µ + 1 (1 ≤ k ≤ m), 则 SD 有 n−m

个极限零点, n−m个极限零点中有 r个极限零点位于 z = 1,

其余的 n−m− r 个零点是多项式Bk
µ(z)Bm−k

µ−1 (z) = 0 的根.

文献 [17] 将 r 个极限零点称为真性零点 (Intrinsic ze-

ros), n − m − r 个极限零点称为离散化零点 (Discretiza-

tion zeros). 根据 Hayakawa 定理, 当 SC 的无限初等因子

次数是 µ1 = · · · = µm = 2, 如果 SC 的 n − m 个零点

全部稳定, 则对足够小的 T , SD 的所有零点为真性零点,

且均是稳定的；当 SC 的无限初等因子次数为 2 或 3, 比

如, µ1 = · · · = µm−k = 2 和 µm−k+1 = · · · = µm = 3

(1 ≤ k ≤ m), SD的极限零点位于单位圆上.

文献 [13] 对一类具有 µ1 = · · · = µm−1 = 2 和 µm = 3

的系统分析表明, SD 有 n −m − 1 个真性零点和 1 个离散

化零点. 当 T → 0, 离散化零点趋近于 z = −1. 保证离散化

零点从单位圆内趋近 z = −1 的充分条件由如下 Ishitobi 定

理描述.

Ishitobi 定理. 考虑系统 SC (1) 及其相应的 ZOH 离

散化模型 SD(2). 对于无限初等因子次数为 µ1 = · · · =

µm−1 = 2 和 µm = 3 的 SC , 如果 SC 的 n − m − 1 个

零点稳定, 且
`
`̀̀T
12CA2Brrr12

´ `
`̀̀T
12CABrrr12

´
< 0, 其中 `̀̀12

和 rrr12 分别是 m × m 维非奇异矩阵 L1 = [L11, `̀̀12] 和

R1 = [R11, rrr12] 的最后一列列矢量, L1 与 R1 满足关系

LT
1 CBR1 =

"
Im−1 000

000T 0

#
, 则对足够小的 T , SD 的极限零点

是稳定的.

3 极限零点的稳定性

考虑一个有 ri (i = 1, . . . , n −m − k) 个零点的MIMO

系统 SC , SC 的零点与 SD 的零点间的关系可由下面的定理

来描述.

定理 1. Case (a). µ1 = · · · = µm−k = 2, µm−k+1 =

· · · = µm = 3 (1 ≤ k ≤ m− 1).

SD 有 n−m− k 个真性零点 zi (i = 1, . . . , n−m− k)

和 k 个离散化零点 zn−m−k+i (i = 1, . . . , k). 真性零点 zi

(i = 1, . . . , n−m− k) 有关系

zi = 1 + riT + O(T 2) (6)

其余的离散化零点 zn−m−k+i (i = 1, . . . , k) 可表示为

zi = −1− λi{Θ2Θ1
−1}T

3
+ O(T 2) (7)

式中 Θ2 = H1BCA2BG1R, Θ1 = H1BCABG1R, λi {·} 记
为矩阵的特征值, H1B 和 G1R 是 m × m 维非奇异矩阵

H1 =

"
H1T

H1B

#
, G1 =

h
G1L G1R

i
的子矩阵, H1 和 G1

满足关系式H1CBG1 =

"
Im−k O

O Ok

#
, 其中H1T , H1B , GL1

和 G1R 维数分别为 (m − k) ×m, k ×m, m × (m − k) 和

m× k.

Case (b). k = m, µ1 = · · · = µm = 3.

在 SD 的零点中有 n− 2m 个真性零点和m 个离散化零

点, 真性零点 zi (i = 1, . . . , n− 2m) 可表示为

zi = 1 + riT + O(T 2) (8)

离散化零点 zn−2m+i (i = 1, . . . , m) 可表示为

zi = −1− λi{Θ02Θ01
−1}T

3
+ O(T 2) (9)

式中 Θ02 = CA2B 和 Θ01 = CAB.

证明. 当 SC (1) 的系统矩阵 N(s)(4) 的无限初等因

子次数为 µ1 = · · · = µm−k = 2, µm−k+1 = · · · = µm =

3 (1 ≤ k ≤ m − 1), 存在非奇异矩阵 P =

"
P11 P12

O P22

#

和 Q =

"
P−1

11 O

Q21 Q22

#
将 N(s) 转换为 bN(s) = PN(s)Q =

" bA− sIn
bB

bC Om

#
,其中P11, P12, P22, Q21, Q22分别是n×n,

n×m, m×m, m× n 和m×m 维矩阵,

bA =

2
66664

Om−k O(m−k)×2k

O2k×(m−k)

Ok Ik

Ok Ok

O(m+k)×(n−m−k)

O(n−m−k)×(m+k) Af

3
77775

bB =

2
66664

Im−k O(m−k)×k

O2k×(m−k)

Ok

Ik

O(n−m−k)×m

3
77775

bC =

"
Im−k O(m−k)×2k

Ok×(m−k) Ik Ok

Om×(n−m−k)

#

通过 P 和 Q 矩阵计算不改变零点的值, Af 的特征根与 SC

的零点是一致的.

对离散时间系统矩阵 Nd(z)(5), 存在矩阵 [11] eP ="
P11 O

O P22

#
和 eQ =

"
P−1

11 O

O Q22

#
将Nd(z)转换为 eNd(z) =

ePNd(z) eQ , 其中 P11, P22 和 Q22 分别是 P 和 Q 的子矩阵.

由文献 [11] 可知,

eNd(z) =

"eΦ − zIn
eΓ

eC O

#
(10)

其中 eΦ = e
eAT , eΓ =

R T

0
e
eAτ bBdτ, eC = bC, eA =

P11AP−1
11 . 同样, 通过 eP 和 eQ 矩阵计算不改变 Nd(z) 的

零点. 因此, 可将矩阵 eA 表示为如下块矩阵形式

eA =

m−k k k n−m−k2
66664

eA11
eA12

eA13
eA14

eA21
eA22 Ik O

eA31
eA32 Ok

eA34

eA41
eA42 O Af

3
77775

m−k

k

k

n−m−k

(11)
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式中 eAij 是常数矩阵.

进一步, 定义 N̄d(z) = eU eNd(z)eV , 其中 eU = block-diag

(V −1, U), eV = block-diag (V, T−1Im), V = block-diag

(Im−k, T Ik, In−m), U = block-diag (Im−k, T−1Ik). 则

有[11]

N̄d(z) =

"
Φ̄ − zIn Γ̄

C̄ Om

#
(12)

式中

Φ̄ = eĀ, Γ̄ =

Z 1

0

eĀt bBdt, C̄ = bC (13)

Ā = V −1 eAV T =2
66664

eA11T eA12T
2 eA13T eA14T

eA21
eA22T Ik O

eA31T eA32T
2 Ok

eA34T

eA41T eA42T
3 O AfT

3
77775

(14)

对足够小的 T , 按 T 的一阶项对 Ā 近似扩展, 那么 Ā 可表示

为

Ā =

2
66664

eA11T O eA13T eA14T

eA21
eA22T Ik O

eA31T O Ok
eA34T

eA41T O O AfT

3
77775

+
h
O
`
T 2
´i

(15)

(15) 的自乘积有

Ā2=

2
66664

O O O O

eA2,21T Ok
eA2,23T eA2,24T

O Ok Ok O

O O O O

3
77775

+
h
O
`
T 2
´i

(16)

Ā3=
h
O
`
T 2
´i

(17)

式中 eA2,21 = eA21
eA11 + eA22

eA21 + Ā31, eA2,23 = eA21
eA13 +

eA22, eA2,24 = eA21
eA14 + eA34. 那么, (13) 可表述为

Φ̄ = In + Ā +
1

2!
Ā2 +

h
O
`
T 2
´i

(18)

Γ̄ =

„
In +

1

2
Ā +

1

6
Ā2

«
bB +

h
O
`
T 2
´i

(19)

将 (18) 和 (19) 代入 (12) 有

det N̄d(z) = α det {(1− z)In−m−k + AfT} ×

det


(1 + z)Ik +

1

3
eA2,23T

ff
+ O

`
T 2´

(20)

式中 α 是一个常数.

记 等 式 det { (1− z) In−m−k + AfT } = 0, 即

det
˘ `

z−1
T

´
In−m−k −Af

¯
= 0 的根为 zi(i = 1, . . . , n −

m − k). SC 的零点记为 si (i = 1, . . . , n −m − k), 由于关

系式 det (siIn−m−k −Af ) = 0 (i = 1, . . . , n−m− k) 成立,

有 si = (zi − 1)/T (i = 1, . . . , n − m − k). 因此, SD 的

n−m− k 个零点 zi (i = 1, . . . , n−m− k) 可表述为式 (6).

记剩余的 k 个零点 zi (i = 1, . . . , k) 为

det


(1 + z)Ik +

1

3
eA2,23T

ff
= 0, i = 1, . . . , k (21)

的根,

zi = −1− 1

3
xiT + O

`
T 2´ , xi ∈ C (22)

将 (22) 代入 (21) 可得 det
n
eA2,23 − xiIk

o
= 0. 明显地, xi

是矩阵

eA2,23 =
`
H1BCA2BG1R

´
(H1BCABG1R)−1 (23)

的特征根. Case (a) 得证.

Case (b)同理得证. ¤
由定理 1 可知, 当 T 足够小, n − m − k (1 ≤ k ≤ m)

个真性零点 zi (i = 1, . . . , n−m− k) 收敛于 z = 1, 剩余的

k 个离散化零点收敛于 z = −1. 离散化零点的稳定条件可描

述如下.

定理 2. 假定 SC 在虚轴上无零点存在.

Case (a). µ1 = · · · = µm−k = 2, µm−k+1 = · · · =

µm = 3 (1 ≤ k ≤ m− 1).

如果 SC 的 (n−m− k) 个零点是稳定的且

< ˆλi

˘
Θ2Θ1

−1¯˜ < 0, i = 1, . . . , k (24)

成立, 则对足够小的 T , SD 的所有零点均严格地位于单位圆

内.

Case (b). k = m, µ1 = · · · = µm = 3.

如果 SC 的 (n− 2m) 零点是稳定的且

< ˆλi

˘
Θ02Θ01

−1¯˜ < 0, i = 1, . . . , m (25)

成立, 则对足够小的 T , SD 的所有零点均严格地位于单位圆

内.

证明. 由 (7) 和 (9) 立即得证. ¤

4 结论

针对无限初等因子次数为 2 或 3 的 MIMO 系统, 研究

了极限零点的稳定性. 推导出了关于极限零点稳定性的线性

近似公式和保证极限零点稳定的条件. 研究证明, 对无限初

等因子次数为 µ1 = · · · = µm−k = 2 和 µm−k+1 = · · · =

µm = 3 (0 ≤ k ≤ m − 1) 的系统, 如 SC 的零点稳定且

< ˆλi

˘
Θ2Θ1

−1
¯˜

< 0, 则离散时间零点是稳定的；对无限初

等因子次数为 µ1 = · · · = µm = 3 (k = m) 的系统, 如 SC

的零点稳定且 < ˆλi

˘
Θ02Θ01

−1
¯˜

< 0, 则离散时间零点是

稳定的. 该结论是对 Ishitobi 定理[13] 的进一步自然扩展.

References

1 Clarke D W. Self-tuning control of nonminimum-phase sys-
tems. Automatica, 1984, 20(3): 501∼517
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