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鲁棒逆奈奎斯特方法中

鲁棒Gershgorin带的近似估计

高大远 1 沈辉 1 董国华 1 胡德文 1

摘 要 针对多输入多输出线性系统的鲁棒逆奈奎斯特阵列分析, 提出

一种保守性较小的鲁棒 Gershgorin 带近似估计方法. 首先给出一个保

守性较小的鲁棒对角优势性引理, 基于此引理, 对具有参数不确定性的传

递函数矩阵, 推导了鲁棒 Gershgorin带的近似估计方法, 降低了估计结

果的保守性. 最后给出了仿真验证.
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An Estimation of Robust Gershgorin
Bands in Robust Inverse Nyquist Array

Method
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Abstract In this paper, a method of estimating the width of

the robust Gershgorin bands with less conservation is proposed.

A lemma of robust diagonal dominance with less conservation is

given first. Based on this lemma, the estimation method is de-

rived for the transfer function matrix with uncertain parameters.

The estimation obtained through this method is less conserva-

tive. Finally, an example is presented to illustrate the method.

Key words Inverse Nyquist array, robust Gershgorin bands,
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1 引言

逆奈奎斯特阵列 (Inverse Nyquist array, INA)方法是线

性多变量系统的控制方法之一, 由 Rosenbrock提出[1], 其基

本思想是[2]: 在被控对象G(s)前或后引入预补偿矩阵K1(s),

使传递函数矩阵成为对角优势矩阵, 然后针对每个通道分别

设计控制器K2(s), 得到总的控制器K(s) = K1(s)K2(s). 由

于使用了 Gershgorin带等图形工具, 此方法具有便于设计、

易于工程实现、稳定性容易判定等优点, 因此得到广泛应用,

如导弹自动驾驶仪设计[3] 等. 但是, 它的鲁棒性较差[4], 其原

因是模型参数不确定易导致传递函数矩阵对角优势性丧失,

从而使 INA方法无效. Arkun等[5] 系统地提出了鲁棒逆奈奎

斯特阵列 (Robust inverse Nyquist array, RINA) 方法, 其思

路是在设计补偿器时就考虑参数不确定性的影响, 使对角优

势性在存在参数不确定时也能保持. Gao等[6] 用数值方法研

究了参数不确定性对对角优势性的影响, 并给出 2阶和 3阶
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方阵鲁棒稳定性的经验公式. Nwokah和 Nordgren等[7, 8] 将

INA 方法与定量反馈理论 (QFT) 结合, 以提高 INA 方法的

鲁棒性. 鲁棒性问题的解决, 使得 RINA 方法得到广泛应用,

如航空发动机控制[8]、控制电路设计[9] 等. 然而一般来说,基

于 RINA 方法设计的控制器比较保守, 这是因为在估计鲁棒

Gershgorin带时所得结果一般较为保守, 将各个元素的不确

定性所导致的 Gershgorin 带的宽度变化估计得较大. Chen

等[10] 针对由参数辨识带来的参数统计不确定性, 在近似估

计鲁棒 Gershgorin 带时使用了各元素不确定性之间的互相

关信息, 得到了保守性较小的估计, 并研究了相应的 RINA

方法, 在此估计方法中使用了 2- 范数, 而鲁棒 Gershgorin带

的概念是用 1- 范数进行度量, 这样不可避免地也带来了放

大.

本文针对上述问题, 提出一种保守性较小的鲁棒 Gersh-

gorin带估计方法. 首先给出一个所需条件更弱的鲁棒对角

优势性引理, 放松了对保持鲁棒对角优势性的条件限制. 然

后针对有界的参数误差情况, 近似估计鲁棒 Gershgorin带的

宽度. 估计过程中, 直接应用 1- 范数而不是 2- 范数, 减少了

放大环节, 并且利用了各元素之间的互相关信息, 此方法显

著降低了 RINA方法的保守性. 最后针对一个多变量系统进

行仿真.

2 鲁棒对角优势性引理

2.1 不确定性描述

考虑带有加性不确定性的传递函数矩阵

Gp(s) = Gm(s) + E(s)

其中, Gm(s)是被控对象的标称传递函数矩阵模型,它近似刻

划了系统的动态特性；Gp(s)是具有不确定性的真实对象的

传递函数模型；E(s)是不确定性 (误差) 传递函数矩阵. 在许

多实际应用中, 传递函数矩阵可写为 G(s,ΘΘΘ), 其中 ΘΘΘ ∈ Rp

是参数, ΘΘΘ0 是ΘΘΘ 的标称值, 此时有

E(s) = G(s,ΘΘΘ)−G(s,ΘΘΘ0)

假设参数误差有上界：‖ΘΘΘ −ΘΘΘ0‖2 ≤ cΘΘΘ , cΘΘΘ > 0, 本文

研究参数误差导致的传递函数矩阵 Gershgorin带的变化.

2.2 鲁棒对角优势性

关于参数变化时的矩阵鲁棒对角优势性, 定义如下：

定义 1. 复数域上的m×m矩阵 A(ΘΘΘ) = [aij(ΘΘΘ)], ΘΘΘ ∈
Rp 为受到扰动的参数, ΘΘΘ0 为ΘΘΘ 的标称值, 设ΘΘΘ −ΘΘΘ0 ∈ Ec,

Ec 为有界闭区域. 若对 ∀ΘΘΘ : ΘΘΘ −ΘΘΘ0 ∈ Ec, 有

|aii(ΘΘΘ)| >
mX

j=1
(j 6=i)

|aij(ΘΘΘ)| i = 1, 2, · · ·m (1)

则称 A为鲁棒行对角优势矩阵. 同样可定义鲁棒列对角优势

矩阵.

通过定义判断一个矩阵是否为鲁棒对角优势矩阵需要对

每一种参数取值情况进行判断, 这是不可能的. 而如果已知

当参数变化时不等式 (1)右边的变化范围, 则判定变得容易.

文 [5] 假设参数变化时每个元素的误差界已知, 给出了下面

的判定不等式

|aii(ΘΘΘ0)| >
mX

j=1
(j 6=i)

|aij(ΘΘΘ0)|+
mX

j=1

|aij(ΘΘΘ)− aij(ΘΘΘ0)| (2)
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在一个矩阵中, 各元素通常不是相互独立的, 如果已知

不等式的行 (列) 元素整体的变化界, 则可得到下面引理.

引理 1. 复数域上的m×m矩阵 A(ΘΘΘ) = [aij(ΘΘΘ)], ΘΘΘ ∈
Rp 为受到扰动的参数, ΘΘΘ0 为 ΘΘΘ 的标称值. 定义 di(ΘΘΘ) =

mP
j=1
(j 6=i)

|aij(ΘΘΘ)|,若对 ∀ΘΘΘ : ΘΘΘ −ΘΘΘ0 ∈ Ec, 有

|aii(ΘΘΘ0)| > di(ΘΘΘ0) +
˛̨
[di(ΘΘΘ)− di(ΘΘΘ0)]−

[|aii(ΘΘΘ)| − |aii(ΘΘΘ0)|]
˛̨

(3)

i = 1, 2, · · ·m
则 A是鲁棒行对角优势矩阵.

证明.

|aii(ΘΘΘ)| = [|aii(ΘΘΘ)| − |aii(ΘΘΘ0)|] + |aii(ΘΘΘ0)|
≥ [|aii(ΘΘΘ)| − |aii(ΘΘΘ0)|] + di(ΘΘΘ0) +˛̨

[di(ΘΘΘ)− di(ΘΘΘ0)]− [|aii(ΘΘΘ)| − |aii(ΘΘΘ0)|]
˛̨

≥ [|aii(ΘΘΘ)| − |aii(ΘΘΘ0)|] + di(ΘΘΘ0) +

[di(ΘΘΘ)− di(ΘΘΘ0)]− [|aii(ΘΘΘ)| − |aii(ΘΘΘ0)|]

= di(ΘΘΘ) =

mX
j=1
(j 6=i)

|aij(ΘΘΘ)|

鲁棒列对角优势性同样可证. ¤
将式 (2)右边第二项与式 (3)右边第二项比较, 可以看出

后者小于前者. 一个简单的几何解释如图 1所示. 式 (3)直

接使用长度的差 (三角形两边长度之差) 作为对矩阵元素偏

差的估计；而式 (2)将元素变化前后之差的长度 (三角形第三

边的长度) 视为元素不确定的估计, 而因为三角形两边之差

小与第三边, 因此相比较而言, 引理 1所用到的不确定性范

围较小.

图 1 引理 1 的几何解释

Fig. 1 Geometrical illustration of Lemma 1

基于引理 1中对元素不确定性的估计方法, 针对具有不

确定元素的矩阵, 可以得出新的鲁棒 Gershgorin定理：

定理 1 (鲁棒 Gershgorin定理). 复数域上的 m × m

矩阵 A(ΘΘΘ) = [aij(ΘΘΘ)], ΘΘΘ ∈ Rp 为受到扰动的参数, ΘΘΘ0 为ΘΘΘ

的标称值, 对于 ∀ΘΘΘ : ΘΘΘ −ΘΘΘ0 ∈ Ec, Ec 为有界闭区域, A(ΘΘΘ)

的特征值落在下面m个圆的并集中

|λ (A(ΘΘΘ))− aii(ΘΘΘ0)| ≤ R0i + ∆Ri, i = 1, 2, · · ·m
其中

R0i =

mX
j=1
j 6=i

|aij(ΘΘΘ0)|

∆Ri =
˛̨
[di(ΘΘΘ)− di(ΘΘΘ0)]− [|aii(ΘΘΘ)| − |aii(ΘΘΘ0)|]

˛̨

或者在下面m个圆的并集中

|λ (A(ΘΘΘ))− all(ΘΘΘ0)| ≤ R0l + ∆Rl, l = 1, 2, · · ·m

其中

R0l =

mX

k=1
k 6=l

|akl(ΘΘΘ0)|

∆Rl =
˛̨
[dl(ΘΘΘ)− dl(ΘΘΘ0)]− [|all(ΘΘΘ)| − |all(ΘΘΘ0)|]

˛̨

上面定理中, ∆Ri(∆Rl) 与 ΘΘΘ 有关. 设对于 ∀ΘΘΘ : ΘΘΘ −
ΘΘΘ0 ∈ Ec, ∆Ri(∆Rl) 有上界, 记为 ∆R∗i (∆R∗l ). 对于矩阵

A(ΘΘΘ), 以 aii(ΘΘΘ0)为圆心, R0i + ∆R∗i 为半径在复平面上画
圆, 此圆称为矩阵 A(ΘΘΘ) 的第 i 行的鲁棒行 Gershgorin 圆,

同样可作出鲁棒列 Gershgorin圆.

由引理 1和定理 1可以知道, 如果矩阵 A(ΘΘΘ)是鲁棒对

角优势的, 则它的所有鲁棒行 (列) Gershgorin圆均不包含

原点, 反之亦然. 这是判断一个矩阵是否为鲁棒对角优势的

图形判据.

3 鲁棒 Gershgorin带近似估计

3.1 一般矩阵的鲁棒 Gershgorin圆估计

从定理 1可知, 矩阵 A(ΘΘΘ)的鲁棒 Gershgorin圆半径可

看成由两部分叠加而成, 一部分是参数不变时, 矩阵 A(ΘΘΘ0)

的 Gershgorin 圆半径 R0i, 另一部分是参数变化所引起的

Gershgorin圆半径的变化 ∆R∗i . R0i 是已知的, 如果能估计

出 ∆R∗i , 则矩阵 A(ΘΘΘ) 的鲁棒 Gershgorin 圆半径即可估计

出来. 对于参数误差有界的情况, 设 ‖ΘΘΘ −ΘΘΘ0‖2 ≤ cΘΘΘ , 令

aij(ΘΘΘ) = xij(ΘΘΘ) + jyij(ΘΘΘ)

ri(ΘΘΘ) = di(ΘΘΘ)− |aii(ΘΘΘ)|

∇xij =
∂xij(ΘΘΘ)

∂ΘΘΘT
, ∇yij =

∂yij(ΘΘΘ)

∂ΘΘΘT

则

∆ri = ri(ΘΘΘ)− ri(ΘΘΘ0)

≈ ∂ri(ΘΘΘ)

∂ΘΘΘT

˛̨
˛̨
ΘΘΘ0

(ΘΘΘ −ΘΘΘ0)

∆
= vvvT

i Ti(ΘΘΘ −ΘΘΘ0)

其中

vvvT
i =

h
xi1(ΘΘΘ)
|ai1(ΘΘΘ)| ,

yi1(ΘΘΘ)
|ai1(ΘΘΘ)| , · · · ,− xii(ΘΘΘ)

|aii(ΘΘΘ)| ,

− yii(ΘΘΘ)
|aii(ΘΘΘ)| , · · · , xim(ΘΘΘ)

|aim(ΘΘΘ)| ,
yim(ΘΘΘ)
|aim(ΘΘΘ)|

i ˛̨
˛
ΘΘΘ0

(4)

TT
i =

h
∇xT

i1,∇yT
i1, · · · ,∇xT

im,∇yT
im

i˛̨
˛
ΘΘΘ0

由 Hölder不等式, 有

∆Ri = |∆ri(ΘΘΘ)| ≈
˛̨
˛vvvT

i Ti (ΘΘΘ −ΘΘΘ0)
˛̨
˛ ≤ cΘΘΘλi

其中, λi =
p

vvvT
i TiTT

i vvvi, 由于 ∆R∗i 是 ∆Ri 的上界, 这样即

可得到 ∆R∗i 的近似估计, 有如下定理.
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定理 2. 复数域上的 m × m 矩阵 A(ΘΘΘ) = [aij(ΘΘΘ)],

ΘΘΘ ∈ Rp 为受到扰动的参数, ΘΘΘ0 为 ΘΘΘ 的标称值, 且满足

‖ΘΘΘ −ΘΘΘ0‖2 ≤ cΘΘΘ , 则 ∆R∗i 的一个近似估计为 cΘΘΘλi.

在上面的定理中, 以 1- 范数度量矩阵元素的不确定性.

当然也可以用 2- 范数进行度量[10], 此时可以得到 ∆Rc
i =√

m
p

χ2
αpσ1i, σ1i 是 TΣΘΘΘTT 的最大奇异值. 但是可以证明

∆R∗i ≤ ∆Rc
i , 如下.

证明. 只需证 λi =
p

vvvT
i TiΣΘΘΘTT

i vvvi ≤ √
mσ1i

令 TiΣΘΘΘTT
i 的奇异值分解为

TiΣΘΘΘTT
i = Udiag [σ1,i, σ2,i, · · ·σ2m,i] U

T ∆
= UΣσUT

其中

σ1,i,≥ σ2,i ≥ · · · ≥ σ2m,i

令 yyy = vvvT
i U , 则有

λi =
q

vvvT
i TiΣΘΘΘTT

i vvvi =
p

yyyTΣσyyy ≤ ‖yyy‖2
√

σ1i

由于 U 是酉矩阵, 所以

‖yyy‖2 =
‚‚‚vvvT

i U
‚‚‚

2
= ‖vvvi‖2 =

√
m (5)

也就是说, 由本文估计出的矩阵行元素不确定性界小于文

[10] 的估计. ¤
注意, 式 (5) 最后一个等号成立是因为 vvvi 的特殊结构.

由式 (4)可知, vvv2
i (2k− 1) + vvv2

i (2k) = 1, k = 1, 2, · · ·m, 因此

‖vvvi‖2 = vvvT
i vvvi = m.

文 [10] 在估计不确定性时用到了元素间的相关信息

(TiΣΘΘΘTT
i ), 使得估计的保守性降低. 本文中, 由于使用了 1-

范数作度量, 从而还使用了各个元素的分量信息 (vvvi), 这样更

进一步降低了估计的保守性, 这也是使用引理 1的好处.

当 ∆R∗i 估计出来后, 将它与 R0i 相加, 即可得到 A(ΘΘΘ)

的第 i行的鲁棒行 Gershgorin圆半径的近似估计.

3.2 传递函数矩阵的鲁棒 Gershgorin带估计

以每一个 s 值下传递函数矩阵的鲁棒 Gershgorin 圆估

计为基础, 当 s 沿 Nyquist 围线变化时, 即可得到它的鲁棒

Gershgorin带估计. 这里要注意的是, 在利用定理 2估计鲁

棒 Gershgorin圆时, ∆Ri(∆Rl)不仅是ΘΘΘ 的函数, 还是 s的

函数.

在得到传递函数矩阵的鲁棒 Gershgorin带估计后, 将其

用于 INA方法便可以得到 RINA方法, 此时, 其形式与一般

的 RINA方法并无区别, 只要将鲁棒 Gershgorin带的大小按

照定理 2的结论进行改动即可, 具体的定理见文 [5] 和 [10].

从这些定理看不出鲁棒 Gershgorin 带与系统稳定性

的关系, 实际上, 鲁棒 Gershgorin 带的估计与控制系统设

计有很密切的关系. 在设计 K(s) = K1(s)K2(s) 时, K2(s)

是对角阵, 用来对各个通道进行控制, K1(s) 为预补偿矩

阵, 用来使传递函数变为对角优势矩阵, 即使得 Q̂(s,ΘΘΘ) =

inv(G(s,ΘΘΘ)K(s))为对角优势的. 一般来说, 对 ΘΘΘ = ΘΘΘ0, 总

存在 K1(s), 使得 Q̂(s,ΘΘΘ)成为对角优势矩阵, 但是不一定存

在一个 K1(s), 使得对 ∀ΘΘΘ : ‖ΘΘΘ −ΘΘΘ0‖2 ≤ cΘΘΘ , Q̂(s,ΘΘΘ)都是

对角优势矩阵, 这也是应用 RINA方法的难点所在. 这里, 鲁

棒 Gershgorin带的意义在于给出了当参数不确定时, 传递函

数矩阵各通道交连的变化, 为设计 K1(s) 提供了定量信息.

鲁棒 Gershgorin带越小, 则K1(s)越好设计.

4 仿真

考虑如下系统[2], 其标称传递函数矩阵模型和预补偿矩

阵分别为

G(s,kkk0) =

"
k10

s+k20

k30
s+k40

k50
s+k60

k70
s+k80

#
=

"
7

s+1
8

s+1
12

s+2
14

s+2

#

K1 =

"
7 −8

−6 7

#

其中, kkk0
∆
= [ k10, · · · k80 ]T 为标称参数. 可以看出, 这

不是一个对角优势系统, 在预补偿矩阵作用下, 标称系统变

为对角阵 G(s,kkk0)K1 = diag
h

1
s+1

, 2
s+2

i
, 从而是对角优势

的. 此时它的行 Gershgorin带图变为一条曲线 ( Gershgorin

带宽度为零). 但是当参数 kkk 变化 ( kkk 6= kkk0 ) 时, G(s,kkk)K1

不再是对角的甚至不再是对角优势的. 图 2 是参数 kkk 在

标称值的 20% 范围内发生随机变化时, G(s,kkk)K1 的一组

Gershgorin带图, 星号为各鲁棒 Gershgorin圆的圆心. 从第

二行 Gershgorin 带图可知, 它已不是对角优势的了. 实际

上, 经过多次仿真可以发现, 随着参数的不同, G(s,kkk)K1 的

Gershgorin带图会发生很大的变化. 图 3是 G(s,kkk)K1 的鲁

棒Gershgorin带宽度的近似估计. 虚线是文 [10] 中估计方法

估计的宽度, 实线是采用本文的估计方法得出的宽度. 可以

看出, 本文的方法有明显的改进.

图 2 G(s,kkk)K1 的一组 Gershgorin带图

Fig. 2 One group of the Gershgorin bands of G(s,kkk)K1
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图 3 G(s,kkk)K1 的鲁棒 Gershgorin带宽度估计

Fig. 3 The estimation of width of robust Gershgorin bands of

G(s,kkk)K1

在估计出 G(s,kkk)K1 的鲁棒 Gershgorin 带宽度后, 就

可以判断 G(s,kkk)K1 是否为鲁棒对角优势的 (在本例中,

G(s,kkk)K1 显然不是对角优势的). 然后或者重新设计 K1,

或者应用 RINA方法设计 K2(s)或 F , 使闭环系统稳定, 具

体的设计方法参见文 [5].

5 结论

在 RINA 方法的应用中, 鲁棒 Gershgorin 带的估计对

闭环系统的性能影响很大. 本文给出了一个所需条件更弱的

鲁棒对角优势性引理, 并在此基础上, 推导了一种新的鲁棒

Gershgorin带的估计方法. 新方法使用 1- 范数作度量, 不仅

充分使用了矩阵元素间的互相关信息, 还使用了元素实部和

虚部的分量信息, 大大降低了估计的保守性. 不仅为设计控

制器带来了方便, 还使得系统鲁棒稳定性估计的保守性降低.
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