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初始化K-means的谱方法

钱 线 1 黄萱菁 1 吴立德 1

摘 要 众所周知, K-means (以下简称 KM) 对初始点十分敏感. 本文提出了一种新的初始化 KM 的方法, 它先估计出 k 个

类的特征中心的位置, 然后用估计出的特征中心来初始化 KM. 在人工数据集和真实数据集上的实验表明, 本文的方法所得到

的结果要好于其他一些初始化 KM 的方法.
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A Spectral Method of K-means Initialization

QIAN Xian1 HUANG Xuan-Jing1 WU Li-De1

Abstract It is well known that K-means algorithm (KM) is very sensitive to the initial conditions. In this paper, we

propose a new method to initialize KM. It estimates the eigencenters of the k clusters, and initializes KM with these

estimated eigencenters. Experiments on the artificial data set and the real data set show that our method significantly

outperforms other initialization methods.
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1 引言

K-means(KM)是一种局部搜索的聚类算法, 正
如许多论文所指出的, 它的结果依赖于初始点的选
择. 为了解决这个问题, 人们提出了许多初始化的
方法. Millan[1] 指出, KM 的初始值可以由Ward[2]

的层次聚类的方法得到. Ward 方法认为开始时
每个数据点都是一个单独的类, 每次从已有的类中
挑出最相似的两个类进行合并, 直至合并到只有一
个类为止. 在初始化 KM 前, 先用Ward 方法做一
次聚类, 当类的个数合并为 k 时, 停止聚类, 求出
这 k 个类的中心作为 KM 的初始值. Higgs[3] 和

Snarey[4] 等人分别提出先用 MaxMin 算法对数据
点聚类, 并将聚类结果的类中心作为 KM 的初始化
值. 这两种初始化 KM 方法本身就是一种聚类算法,
因此它们自身聚类结果的好坏将影响到 KM 算法.
Kaufman 和 Rousseeuw[5] 提出了一种初始化 KM
的方法：Kaufman approach(KA). 该方法逐个地从
数据集中选出代表点, 直至取到 k 个点为止. 第一个
代表点是离数据集中心最近的那个点, 其余的代表
点根据一个启发式的规则从剩余的点中选出.

以上所提到的方法都是启发式的算法, 我们不
知道这些方法在哪些场合下有效. 本文提出了一种
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新的初始化 KM 的方法, 在已知类的个数 k 的条件

下, 首先估计出 k 个类的特征中心, 然后用这些特征
中心来初始化 KM.
我们提出的这一方法基于一个新的概念：类的

特征中心. 实际上它是一个带权的类中心. 和一般
类中心不同的是, 各个类的特征中心可以比较准确
地从多类的数据集中估计出来. 在估计完每个类的
特征中心之后, 就可以用这些估计出来的中心初始
化 KM.
下面文章的内容安排如下：首先在第 2节中给

出特征中心的概念, 接着在第 3 节给出估计各个类
的特征中心的算法. 实验结果将在第 4节给出. 最后
在第 5节给出总结.

2 特征中心

本节给出类的特征中心的概念. 现在假设只有
一个类 C, xxxi 是该类中的第 i 个数据点, n 为数据点

的个数, 则该类的特征中心被定义为

mmm =
∑
xxxi∈C

wixxxi (1)

mmm 就是该类的特征中心. 其中 wi 为 xxxi 的权重, 是
一个与 xxxi 有关的量, 它代表了 xxxi 与其他数据点相

邻程度的总和. 该权重越大, 表明 xxxi 落在类 C 中越

密集的区域. 可见和一般意义上的类中心相比, 特征
中心偏向数据点密集的区域. 其中 wi 服从约束

n∑
i=1

wi = 1 wi ≥ 0 i = 1, 2, . . . , n (2)
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我们认为, xxxi 与其他数据点相邻的程度越高, wi

就越高；xxxi 与 wj 越高的数据点 xxxj 相邻, 那么 wi 也

就越高. 综合这两点, 我们可以得到

wi = c
∑

xxxj∈C

Sijwj (3)

其中 c 是一个与 xxxi 无关的常数, 它的目的是使得最
后结果中的 wi 满足 (2) 的约束. S 为该类的邻接矩

阵, 定义为

Sij = sim(xxxi,xxxj) = exp(−|xxxi − xxxj|2
σ2

) (4)

这个定义和谱聚类[6] 中邻接矩阵的定义一样, 其中
σ 是一个参数.
由此, 得到了计算 C 中每个数据权重的叠代算

法. 记WWW = [w1, w2, ..., wn]T, ε > 0 是一个预先给
定的任意小的正数, eee为所有分量为 1的向量. 则WWW

的计算方法如表 1 所示.

表 1 权重叠代算法

Table 1 Iterative weighted algorithm

权重叠代算法

1. 初始化所有 xi 权重, WWW (0) = [ 1
n

, 1
n

, ..., 1
n
]
T

2. 计算邻接矩阵 S

3. WWW (t + 1) = WWW (t)S

4. 标准化WWW (t + 1), 即WWW (t + 1) = WWW (t+1)
eeeTWWW (t+1)

5. 如果 |WWW (t + 1)−WWW (t)| < ε, 停止；否则转到第 3 步

根据文献 [7] , WWW = ξξξ
eeeTξξξ

, 其中 ξξξ 是 S 最大特征

值所对应的特征向量, 分母的作用是使得最后求得
的WWW 满足约束 (2).

3 多类特征中心估计

本节讨论如何从多类的数据集中估计出各个类

的特征中心.
记X 为数据集矩阵, X 的每一列代表了一个数

据点, 那么多类特征中心的估计算法如表 2所示.

表 2 多类特征中心估计算法

Table 2 Multi-class eigencenter estimation algorithm

多类特征中心估计算法

1. 计算 X 的邻接矩阵 S

2. 计算 S 的前 k 大特征值所对应的特征向量: ξξξ1, ξξξ2, . . . , ξξξk

3. 对所有的 ξξξi, 如果 ξξξij
< 0, 则令 ξξξij

= 0 (j = 1, 2, . . . , n)

4. 标准化 ξξξi, 即 ξξξi =
ξξξi

eeeTξξξi

5. 根据mmmi = Xξξξi 估计出 k 个类的特征中心

下面给出这一算法的理论解释. 考虑两个类的
情况. 假设现在有 C1, C2 两类, 记 S 为所有数据点

的邻接矩阵

S =

(
S11 S12

S21 S22

)
(5)

其中, S11, S22 分别为 C1, C2 的邻接矩阵, S12, S21

为这两个类的类间邻接矩阵, 分别对 S11, S22 作特

征值分解

S11 = (ξξξ1, ξξξ2, . . . )




λ1 0 . . .

0 λ2 . . .
...

...
. . .







ξξξT
1

ξξξT
2

...


 (6)

S22 = (ζζζ1, ζζζ2, . . . )




µ1 0 . . .

0 µ2 . . .
...

...
. . .







ζζζT
1

ζζζT
2

...




(7)
这里 λi, µi 分别是 S11, S22 的第 i大特征值, ξξξi, ζζζi 是

相应的特征向量. 设 X 为数据集矩阵, 每一列代表
一个数据点. X1 = {xxx|xxx ∈ C1}, X2 = {xxx|xxx ∈ C2},
那么 C1, C2 的特征中心分别为

mmm1 = X1

ξξξ1

eeeTξξξ1

mmm2 = X2

ζζζ1

eeeTζζζ1

(8)

由于类之间的交界区域, 数据分布十分稀疏, 换
句话说, 类之间数据点的相邻程度很低, 即 S12 ≈
0, S21 ≈ 0, 这样我们有

S ≈
 

S11 0

0 S22

!
=

 
ξξξ1 ξξξ2 . . . 0 0 . . .

0 0 . . . ζζζ1 ζζζ2 . . .

!
·

0
BBBBBBBBBBB@

λ1 0 . . . 0 0 . . .

0 λ2 . . . 0 0 . . .
...

...
. . .

...
... . . .

0 0 . . . µ1 0 . . .

0 0 . . . 0 µ2 . . .
...

...
...

...
...

. . .

1
CCCCCCCCCCCA

·

0
BBBBBBBBBBB@

ξξξT
1 0

ξξξT
2 0
...

...

0 ζζζT
1

0 ζζζT
2

...
...

1
CCCCCCCCCCCA

(9)

不失一般性, 假设 λ1 ≥ µ1, 如果又有 µ1 > λ2, 那么
根据 S 最大的两个特征值对应的特征向量求出的两

个特征中心将约等于两个类的真实的特征中心

mmmi ≈ X
ηηηi

eeeTηηηi

i = 1, 2 (10)

其中 ηηηi 是 S 的第 i 大特征值对应的特征向量. 幸
运的是只要各个类所含的数据点数目相差不是很大,
µ1 > λ2 往往成立. 下面来说明这一点.
根据 [8], λ1 随着 S11 的任意一个元素的增加

而增加, 即 λ1 随着 S11ij
的增大而增大. 并且由 [9],

S11 是一个半正定矩阵, 也就是说它的所有特征值非
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负：λi ≥ 0. 注意到
∑

λi = tr(S11) = n1, n1 为 C1

中数据点的个数. 于是 λ1−
∑

i≥2 λi 将随着 S11ij
的

增大而增大. 由于 C1 类内的样本点分布密集, 也就
是说 S11 中有很多元素的值很高, 因此有 λ1 À λ2,
且由于 n1, n2 相差不是很大, 这样

∑
λi 和

∑
µi 相

差也不大, 因此我们有很大的把握相信 µ1 > λ2.
由于 S12, S21 6= 0, 所以 S 的第二大特征向量可

能有负的分量, 这和 wi ≥ 0,∀xxxi 相矛盾. 在本文中,
我们采用了一种比较粗糙的处理方法, 即忽略所有
的负分量, 并将它们置为 0.
尽管上面只讨论了两个类的情况, 但不难类推

到 k 个类的情况中去. 这样便得到了先前给出的
多类特征中心估计的算法. 一旦估计出了各个类的
特征中心, 我们就可以将用这些特征中心作为初始
点, 初始化 KM. 这种改进后的 KM 算法称为特征

KM(Eigen K means) 算法, 简写为 EKM.

4 实验

我们分别在人工数据集和真实数据集上做实验

来证实这一方法的有效性, 同时作为比较, 我们也给
出前面提到的Ward 方法, MaxMin 方法, KA 和随
机初始化的 KM 聚类结果.
这里我们用纯度 (Purity)[10] 来衡量聚类结果.

限于篇幅, 在此不作详细阐述. 简言之, 纯度值在 0
到 1 之间, 纯度越高, 聚类的结果越好.
首先, 我们用 EKM 对 2 维的人工数据集作聚

类, 这样便于直接观察到聚类结果.
图 1 是一个 2 维的人造数据集, 有三个类, 还有

一些噪音数据点. 5 种初始化 KM 方法得到的聚类
结果分别用图 2∼6 表示出. 可以看到 EKM 和 KA
的初始点选择得非常好, EKM 估计的类中心十分准
确. 而其他方法的聚类效果不太理想, 其中MaxMin
偏好选那些偏远的点, 显然这是不合理的.

图 1 2D 人工数据集

Fig. 1 2D synthetic dataset

图 2 特征中心初始化 (σ = 0.2)

Fig. 2 Initialization with eigencenters(σ = 0.2)

图 3 随机初始化

Fig. 3 Random initialization

图 4 KA 初始化

Fig. 4 Initialization by KA algorithm
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图 5 MaxMin 初始化

Fig. 5 Initialization by MaxMin algorithm

图 6 Ward 初始化

Fig. 6 Initialization by Ward algorithm

接下来, 在真实数据上做实验. 我们用到了 4 个
数据集: iris 数据集[11], image segmentation 数据
集[11], texture 数据集[11] 和 diabetes 数据集[12]. 表
3 给出了这些数据集的描述.

表 3 真实数据集

Table 3 Real datasets

数据集 维数 d 类的个数 k 数据点总数 N

iris 4 3 150

diabetes 3 3 145

segmentation 18 7 2310

texture 19 11 5500

对每个数据集, 假设类的个数已知, 分别用 5 种
算法初始化KM,对于随机初始化KM算法,我们做
100 次实验, 每次都随机抽取初始点, 再对这 100 次
KM 结果纯度求一个平均纯度. 由于 segmentation
数据集和 texture 数据集较大, 所以实验中对这两
个数据集进行了采样. 一共采样 50 次, 每次随机抽
取 7 个类, 每个类选 50 个子样组成一个子样集, 并
在这个子样集上做实验, 最后取这 50 次采样实验结
果纯度的均值作为该数据集上聚类结果的纯度. 实
验结果如表 4 所示, 其中括号前的数字表示结果的
纯度, 括号内的数字表示运行所耗费的时间, 单位
为秒. EKM 中相应的参数 σ 分别为 iris: σ = 1,
diabetes: σ = 0.5, segmentation: σ = 1, texture:
σ = 3 . 粗体字标明了较高的纯度值. 可以看出, 除
了在第四个数据集上的结果不如 KA 之外, EKM
的纯度总是最高的. 由于在 segmentation 数据集和
texture 数据集上进行了采样, 因此我们对这两个数
据集上的实验结果纯度进行了置信水平 α=0.02 的
t检验,结果表明,在 segmentation数据集上, EKM
算法的结果要明显好于其它算法. 而在 texture 数
据集上, EKM 的结果与 KA 的结果无显著差异. 从
运行时间上来看, EKM 要比随机算法和 MaxMin
算法长, 但比 KA 和Ward 短.
前面的实验基于一个假设, 就是 k 是已知的, 但

一般情况下, k 是未知的. 因此我们对于 k 未知的

情况也做了实验, 并作比较. 从 segmentation 数据
集中随机抽取了 5 个类, 每个类有 50 个样本点, 然
后分别让 k=2,3,4,5,6,7, 聚类, 并与真实的类别作比
较, 得到其纯度值. 反复这样的实验 50 次, 取平均
纯度作为最后的实验结果, 如下页表 5 所示. 可见,
即使是在 k 不等于真实类别个数的情况下, EKM
算法仍旧能够得到很好的结果. 相比之下, KA 的结
果与 EKM 十分接近, 也比较满意. Ward 方法和
Random 方法的结果居中, 而MaxMin 的方法的实
验结果却十分不理想.

表 4 真实数据集上的实验结果

Table 4 Clustering results of real datasets

Random EKM MaxMin KA Ward

iris 0.81(0.009) 0.893(0.097) 0.893(0.034) 0.887(0.332) 0.893(0.242)

diabetes 0.792(0.008) 0.841(0.09) 0.821(0.033) 0.641(0.31) 0.841(0.239)

segmentation 0.585(1.58) 0.660(33.6) 0.407(2.97) 0.631(45.0) 0.598(101.4)

texture 0.771(2.3) 0.878(45.1) 0.5022(3.3) 0.883(49.8) 0.838(99.0)
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表 5 不同 k 的取值下 segmentation 据集上的实验结果

Table 5 Clustering results of segmentation datasets with different k

k Random EKM MaxMin KA Ward

2 0.379(0.54) 0.398(3.84) 0.214(0.69) 0.391(3.98) 0.392(3.33)

3 0.514(0.73) 0.583(7.10) 0.227(0.94) 0.579(8.59) 0.526(8.13)

4 0.616(0.91) 0.715(11.57) 0.383(1.18) 0.691(14.98) 0.661(17.03)

5 0.672(1.09) 0.733(17.7) 0.448(1.43) 0.726(23.54) 0.699(31.83)

6 0.695(1.27) 0.697(25.32) 0.518(1.68) 0.701(33.88) 0.695(57.55)

7 0.650(1.43) 0.690(34.62) 0.538(1.90) 0.685(45.99) 0.676(95.39)

5 总结

本文提出了一种新的初始化 KM 的算法, 该算
法先估计出各个类的特征中心, 再用这些中心点初
始化 KM. 实验证明, 估计出的类的特征中心与真实
的类中心十分接近, 从而使得 KM 的性能大大地提
高. 此外, 这个估计类的特征中心的方法不仅可以和
KM 结合, 还可以和高斯混合模型等其他局部搜索
的聚类算法相结合.
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