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基于模糊聚类的 PWA系统的

模型辨识

潘天红 1, 2 李少远 1

摘 要 针对一类分段仿射结构的离散时间混杂系统，其模型辨识可

等价成对系统数据的分类、分类边界的优化及分类数据的线性回归问题.

利用改进的 G-K 模糊聚类算法，克服聚类迭代过程出现的非数值解问

题；以综合性能指标最优确定最佳的子模型个数，从而获得最佳的分类

数据; 以隶属度为权值，采用加权最小二乘算法提高子模型辨识精度；通

过聚类中心最短法则确定两两相邻的子数据集，利用支持向量机思想，

构造出一个标准的二次规划问题，得到凸多面体的方程系数. 仿真结果

验证了该方法的有效性和实用性.
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Model Identification of Piecewise Affine
(PWA) Systems Based on Fuzzy Cluster

PAN Tian-Hong1, 2 LI Shao-Yuan1

Abstract For a class of discrete-time hybrid system in the

piecewise affine form, its model identification problem is equiv-

alent to the problems of classification of the cluster data of the

system, the optimized classification of boundary and linear re-

gression. Using improved G-K fuzzy cluster algorithm to solve

the numerical problems in iterated processes, the optimal cluster

data can be obtained. The number of sub-models can be esti-

mated from multi-performance indexes. In each cluster, the pa-

rameters of sub-model are obtained by the weighted least squares

method. Two adjacent regions were achieved with the nearest

distance among the cluster centers. The boundary hyper-plane

can be estimated by using a soft margin support vector machine.

Simulation results show good performances of this effective tech-

nique.

Key words Piecewise affine system, fuzzy taxonomy, G-K

fuzzy cluster, support vector machines

1 引言

在实际工业过程中，大量存在着一类用分段仿射结构

(PWA)表示的混杂系统[1∼3]，这类系统常用一组线性子模型

与其相应的作用域凸多面体表示. 该系统被证明完全等价于

其他结构类型的混杂系统[4]，近年来一直受到人们的关注.

对于 PWA系统的模型辨识，在假定已知子模型个数与

两两相邻子数据集的前提下，Amdaldi运用组合优化的方法

辨识子模型的参数[5]；Ferrari采用聚类特征向量分割系统数

据，获得子模型参数[3]；Roll采用混合整数规划来辨识凸多

面体方程[6]. 而 Nakada则用 E-M聚类与极大似然函数弱化
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子模型个数已知的前提条件，在此基础上完成对 PWA系统

的模型辨识[7]. 由于 E-M聚类是个非线性优化过程，需要用

迭代方法求取近似最优解，迭代中需要求解高维协方差矩阵

的逆，而系统数据往往是线性相关或者受噪声的影响，这样

会出现非数值解，且文中依赖单一性能指标确定子模型的个

数，往往会出现误判断的情况[7, 8].

本文目的在于进一步放松对 PWA 系统的 PWARX

(Piecewise affine auto regressive exogenous)模型辨识的假

设条件，提出用改进 G-K 模糊聚类，在克服聚类过程非数

值解问题的同时，提高聚类的速度；充分利用聚类信息，放

松子模型个数与子数据集两两相邻的已知条件；采用软边界

SVM克服数据噪声的影响，从而提高切换面方程的辨识精

度.

2 问题描述

本文考虑一类以输入输出变量构成回归向量 (ARX)形

式的 PWA系统[3∼7]
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y(k) = f(ϕ(k)) + e(k)
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式中，ϕ(k) 为回归向量，即：ϕ(k) = [y(k − 1), · · · , y(k −
na), u(k − p− 1), · · · , u(k − p− nb)]，ϕ(k) ∈ <n. na 与 nb

为模型阶次；p为系统时延；y(k)，u(k)与 e(k)分别为系统

的输出，输入与白噪声； {θi}c
i=1 为各线性子模型的参数向

量，θi ∈ <(n+1); {χi}c
i=1 为 PWA系统中子模型作用域凸多

面体方程：χi = { hij [ϕ(k) 1]T ≤ 0 }, hij 为切换面方程系

数，满足：̆
Sc

i=1 χi = χ; χi ∩ χj = ∅, ∀i 6= j, i, j ∈ [1, c]
¯

.

在假定 PWA系统结构已知的条件下 (即：na, nb与 p已

知)，则 PWA系统的模型辨识即为对参数 {θi}c
i=1, hij 与 c

的估计. 本文从聚类分析的角度，提出新的 PWARX模型辨

识方法.

3 PWARX辨识算法
由于系统的激励数据： Z = {zk}N

k=1， zk =

[ϕ(k), y(k)]T ，受噪声及子模型分布的影响，数据没有明显

的聚集性 (见图 1)，辨识的困难主要在于如何合理划分系统

的数据，得到正确的模型个数 copt 及各子数据集 {LDi}c
i=1.

3.1 系统数据的分类

文献 [7]利用 E-M聚类算法，给出样本数据的划分方法.

由于聚类在本质上是一个非线性优化问题，无法得到解析解，

通常用迭代求解，在迭代过程中，由于聚类数据过少或者聚

类数据的线性相关，导致 E-M算法在求解样本的高斯密度函

数时，会出现非数值解的情况[7, 9]. 另外 E-M算法只侧重于

聚类形状，而不关心聚类中心，从而无法区分两两相邻的子

数据集. 因此，本文结合满意聚类过程[10]，采用改进的 G-K

模糊聚类算法[9]，在克服非数值解问题，获得满意聚类效果

的同时，提高算法的收敛的速度.

首先选定聚类个数的范围 c ∈ [cmin, cmax]，这里：cmin ≥
2, cmax ≤ N − 1，在选择新的聚类中心 νc+1 时，在数据样本

集中找出一个与聚类中心 ν1 ∼ νc 最不相似的样本作为新的

聚类中心 νc+1，以 ν1 ∼ νc+1 为初始聚类中心计算新的非随
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机隶属度矩阵 U = [µik]c×N , 并用改进的 G-K 算法重新对

系统进行 c + 1类划分，直到 c = cmax 为止. 由于聚类计算

过程中无需重新初始化随机的聚类中心和隶属度矩阵，计算

量将大大降低，算法收敛速度也将明显加快.

3.2 子模型个数的选择算法

运用 G-K 模糊聚类算法对样本数据进行划分时，都是

事先定义一个聚类个数 c，而如何选择一个优化的聚类个数，

使得样本数据得到合理的划分，则是一个 Benchmark问题，

很多学者针对具体问题提出了不同的方法，但目前还没有一

个统一的性能指标. 通常做法是计算多个性能指标[8]，采用

人工评判的方法来确定合理的分类，以克服误判断的情况.

本文套用文献 [8] 的做法，以分类熵 CE (Classification en-

tropy)、分类系数 PC (Partition coefficient)、FS (Fukuyama

and Sugeno)和 XB (Xie and Beni)为综合性能指标校验聚

类效果 [8]，即
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3.3 子模型参数辨识

在确定了聚类参数 c、νi、µik 之后，取各数据样本的隶

属度最大值，将其划分到相应的分类中，获得各个子数据集

{LDi}c
i=1 =

n
{ϕ(k), y(k)}Ni

k=1

oc

i=1
. 为提高子模型的建模精

度，可利用样本的隶属度信息，采用加权最小二乘辨识算法，

得各局部模型参数 {θi}c
i=1.

θ̂i = (ΨT
i QΨ i)

−1ΨT
i Qyi, i = 1, 2, · · · , c (6)

式中，Ψi = [ϕi(1), · · · , ϕi(Ni)]
T，为第 i个聚类中 Ni 个回

归向量；yi = [yi(1), · · · , yi(Ni)]
T，为第 i个聚类中 Ni 个系

统输出；Q = diag(max
i

µik(1), · · · , max
i

µik(Ni))，为第 i个

聚类中样本 zk 最大隶属度值.

3.4 子模型作用域凸多面体方程系数辨识

由系统 (1)的描述可知，各作用域的凸多面体除公共边

界外没有重叠部分，因此，其切换面方程系数辨识可直接转

化为聚类数据的线性分割问题. 由于系统 (1)受噪声信号的

影响，往往线性不可分 (见图 2)，另外 c ≥ 2，也就是说聚类

所得到的子数据集，哪些是两两相邻的，事先并不知道，文献

都是在假定两两相邻的子数据集已知的情况下[4, 6]，来求解

凸多面体方程的系数. 由于G-K聚类算法不仅侧重于聚类的

形状，更侧重于聚类中心的位置，因此可利用聚类中心信息，

用聚类中心的最近邻方法，来确定两两相邻的子数据集，即

{LDi, LDj} = min
2≤i,j≤cmax,i6=j

˘‖νi − νj‖2
¯

(7)

由于系统 (1) 的切换面方程为：hij = {wiϕ(k) +

bi = 0}，由软边界 SVM[11]，构造代价函数

min J(w , ξ) = 1
2
wTw + λ

lP
k=1

ξk

s.t. yi[wϕi(k) + b] ≥ 1− ξi

ξi ≥ 0

(8)

式中，ξ = {ξk}l
k=1 为松弛变量，主要考虑 PWARX模型受

到系统噪声的作用，两两相邻的子数据集中存在线性不可

分的样本数据，如果样本数据 ϕ(k) 线性可分，则 ξk = 0，

否则 ξk > 0；λ 为惩罚系数，反映对错分样本的惩罚程度，

实现算法复杂度与错分样本数之间的均衡； yi ∈ {−1, 1},
yi(ϕi(k)) = sign(wϕi(k) + b)；w = {wi}n

i=1, wi ∈ Rn 为分

界面方程的系数；l 为两两相邻子数据集中所有数据个数的

总和.

这样，以变量 [w b ξ]为未知数，构造一个标准的二次优

化问题，运用二次规划的方法 (SQP)求解，可得到系统 (1)

的切换面方程系数 h = [w1 w2 · · · wn b].

3.5 算法步骤

基于模糊 G-K聚类的 PWA系统的辨识算法可概括为：

Step 1. 选定聚类个数范围 c ∈ [2, cmax]，令初始聚类个数

c = 2，并从样本集中找出最不相似的两个样本为初始聚类中

心，这里 “最不相似” 可简单理解为距离最远，由下式获得

(i, j) = arg max
1≤i,j≤N

‖zi − zj‖ (9)

Step 2. 用改进的 G-K算法对 Z 进行聚类，得隶属度矩阵

U = [µik]c×N 及各聚类中心 {νi}c
i=1；

Step 3. 计算性能指标式 (2)∼(5)；

Step 4. 若满足 c > cmax，则认为聚类过程结束，跳转到

Step7；否则，在数据样本集中，根据隶属度矩阵 U 找出一个

与各子集均不相似样本 zk，不相似性可按下式给出

k = arg min
k

X

1≤i,j≤c,i6=j

(µik − µjk) (10)

为避免噪声的影响，一般应找出几个类似的样本求其平均值，

作为新的聚类中心 νc+1；

Step 5. 以 ν1, · · · , νc, νc+1 为新的聚类初始中心，粗略计算

相应新的初始隶属度矩阵 U0；

Step 6. 令 c = c + 1，跳转到 Step 2;

Step 7. 综合 4个性能指标的极值，选择最佳聚类个数 copt；

Step 8. 以 copt 为最佳聚类个数，得到样本的隶属度矩阵

U = [µik]copt×N 及各子类中心向量 {νi}copt

i=1；

Step 9. 按样本数据的隶属度最大值，划分系统数据，得到

copt 子类数据集：{LDi}copt

i=1；

Step 10. 由 (6)式，计算各子模型的参数 θi；

Step 11. 由 (7)式，找出两两相邻的聚类样本 LDi ，LDj；

由 (8)式，计算切换面方程参数 hij .
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3.6 算法性能分析

3.6.1 模糊聚类的收敛性

就 G-K 模糊聚类算法中的迭代序列而言，显然迭代序

列是有下界的，因为目标函数值及其隶属度均不会小于零.

从任意一步 {Ul, Vl} 到下一次迭代 {Ul+1, Vl+1}，算法是经
过两次交互的寻优过程，即从 {Ul, Vl} 到 {Ul+1, Vl}，再从
{Ul+1, Vl} 到 {Ul+1, Vl+1}. 在前一步，因为 J(Z; Ul, Vl) 是

目标函数在 {Ul, Vl}处的极小值点，所以有：J(Z; Ul, Vl) ≥
J(Z; Ul+1, Vl). 同理，因为 J(Z; Ul+1, Vl+1) 是目标函数

在 {Ul+1, Vl} 处的极小值点，所以有：J(Z; Ul+1, Vl) ≥
J(Z; Ul+1, Vl+1)，综合上述两个步骤可得

J(Z; Ul, Vl) ≥ J(Z; Ul+1, Vl)

≥ J(Z; Ul+1, Vl+1)
(11)

故G-K模糊聚类算法形成了一个单调有界序列，因此它们必

收敛.

3.6.2 模糊聚类的效率

本文的模糊聚类算法直接以 c = 2为初始化条件，使得

算法有了确定的初始聚类个数，相对于文献 [9]，本文给出了

每次聚类初始化参数，即：聚类中心为 “最不相似” 的点，从

而可确定初始隶属度矩阵，而不必从随机数开始聚类，因此

计算的收敛速度将明显加快 (见后文实例的仿真时间)，聚类

效果也将得到提高，对于大样本量的数据集，结果更为明显.

3.6.3 模型个数 ccc调节

系统数据的合理划分，是一个 Benchmark问题，至今没

有一个统一的性能指标[8]. 对于实际的PWA系统，仅仅依靠

性能指标确定子模型个数 c，可能会出现过估计的情况[3, 7]，

可采用事后校验的方法来消除，即在得到参数 {θi}c
i=1后，用

下式评判来评价各模型的相似性

sim(θi, θj) =
‖θi − θj‖

min{‖θi‖ , ‖θj‖} < δ, i 6= j; i, j ∈ [1, c] (12)

这里，sim(θi, θj)表征了两个子模型的相似度，δ为用户满意

的阀值. 如果满足式 (12)，则认为这两个子模型很相近，可采

用下述两种方法处理：

1)合并两个子类数据，即：LDi = LDi∪LDj，c = c−1，

由 (6)式重新辨识该子类的模型 θi；

2) c = c − 1，由算法中的 Step 8 至 Step 11 重新辨识

PWA系统的模型。

3.6.4 异常数据 (Outliers)的处理

由于系统受噪声的影响，原始数据集 Z = {zk}N
k=1 可能

包含异常数据[3, 7]，这对系统的子模型辨识带来两个影响：

一是子类数据的误划分，即：子类数据包含不该属于自己的

数据点；另一方面这些异常数据的出现会导致子模型之间是

线性不可分的. 因此，在本文中，采用加权最小二乘法辨识

子模型的参数，降低异常数据对模型辨识的影响. 在求解线

性分割面方程时，采用软支持向量机算法，克服不可分割的

困难，后文的仿真实例也说明了这个问题.

4 仿真验证

考虑文献 [3,7]中所描述的单入单出的 PWARX系统：

y(k) =
8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
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#
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#
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1

#
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"
ϕ(k)

1

#
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"
ϕ(k)

1

#
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(13)

式中， ϕ(k) = [y(k − 1), u(k − 1)]T，则 na = 1, nb = 1,

p = 1, n = na + nb = 2；子模型个数：c = 3；切换面方程

hij：h12 = [0.4,−0.1, 1]T, h23 = [−0.8333,−0.1667, 1]T (这

里归一化了方程系数).

以 u(k) 的单位分布：u(k) ∈ [−5, 5]，e(k) 的白噪声信

号：e(k) ∈ [−0.1, 0.1] 作用于系统，从而产生 N = 200 组

的系统激励数据集：Z = {y(k − 1), u(k − 1), y(k)}N
k=2，如

图 1所示，该样本数据没有明显的聚集性，在选用聚类算法

时，必须兼顾聚类的形状与聚类中心的位置. 选择聚类个数

c ∈ [2, 10]，采用本文的改进G-K模糊聚类算法，得到表 1所

示的聚类效果，4个性能指标显示聚类个数取 3时，聚类效

果最好，这也符合实际的情况.

图 1 系统的原始数据
Fig. 1 The data of PWA′s system

以 copt = 3，对 Z 进行聚类，以样本的隶属度最大

值划分数据集，可获得图 2 所示的 3 类数据，其中中

心为：ν1 = (−3.1030,−0.9736), ν2 = (0.6377,−0.6948),

ν3 = (4.0934,−1.4231). 分别用最小二乘与加权最小二乘得

各子模型的参数，如表 2所示，本文算法的最大绝对辨识误

差 (0.0235) 要小于最小二乘的最大绝对辨识误差 (0.0326).

另外同一参数的最大绝对误差也都普遍较小，证实本文加权

的最小二乘算法具有较高的精度.
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表 1 G-K 聚类效果
Table 1 The result of G-K cluster

性能指标
c 值 ∗

CE(c) PC(c) FS(c) XB(c)

2 0.2837 0.8383 95.4744 3.1492

3 0.0463 0.9793 106.6861 3.8930

4 0.1931 0.8924 88.2326 3.4454

5 0.3823 0.7679 75.7765 2.4925

6 0.5150 0.6883 59.3469 2.0685

7 0.5929 0.6537 54.8153 2.0992

8 0.6570 0.6285 54.0334 2.5833

9 0.7097 0.6077 52.6418 2.4479

10 0.7943 0.5808 47.6163 2.1271

∗注：整个迭代过程 (个数从 2到 10)的时间为：4.3750s (机器配
置：P Ⅳ 2.8GHz, 256M, 运行环境：Matlab6.5).

图 2 聚类效果与系统的分界面
Fig. 2 The result of cluster and boundary hyper-planes

计算 3 个聚类中心的欧式距离，得：d12 = 3.7511，

d23 = 3.5317, d13 = 7.2105, 由此可知 ν1 和 ν2 相邻, ν2 和

ν3 相邻，分别用这 2类数据，选用 λ = 6，解式 (8)得切换

面方程系数，如表 3 与图 2 中虚线所示，其最大绝对误差

为：0.0814，同样具有较高的精度.

5 结论

针对 PWARX模型表示的混杂系统，本文提出一种基于

模糊聚类的辨识算法，在假定模型阶次已知的情况下，提出

采用改进的G-K模糊聚类算法，以克服聚类过程中出现的非

数值解情况. 同时兼顾聚类的形状与聚类中心的位置，获得

最佳的聚类效果，并利用多个指标综合方案来确定聚类个数，

以隶属度选取最大值进行分类，得到子模型的数据集. 同时

利用加权最小二乘算法与支持向量机求解子模型的参数与作

用域超平面方程系数, 并详细分析了该算法的性能. 最后以

文献中的典型 PWARX模型验证本文算法的有效性.
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