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群决策中两类三端点区间数判断矩阵的集结方法

朱建军 1 刘思峰 1 王翯华 1

摘 要 研究群决策过程中三端点区间数互反判断矩阵和三端点区间数互补判断矩阵的集结. 采用 OWA(Ordered weighted

averaging)方法将决策者的偏好信息集结为两个三端点区间数判断矩阵. 基于三端点区间数判断矩阵的完全一致性概念, 建

立三端点区间数判断矩阵的权重求解模型. 根据群决策背景下专家群最大一致的目标, 建立求解专家群体偏好权重的模型. 在

第二阶段建立群偏好权重分布范围估计模型, 最后通过可能度方法以排定各方案的最终优劣顺序.
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Aggregation Approach of Two Kinds of Three-Point Interval Number

Comparison Matrix in Group Decision Making

ZHU Jian-Jun1 LIU Si-Feng1 WANG He-Hua1

Abstract The group aggregation approach of three-point interval number reciprocal comparison matrix and three-

point interval number complementary comparison matrix in group decision making is studied. First, the ordered weighted

averaging (OWA) is used to aggregate the decision-maker′s multi-different preference into two matrixes, one is three-point

interval number reciprocal matrix and the other is three-point interval number complementary matrix. According to the

complete consistency definition of three-point interval number comparison matrix, weight models of three-point interval

number comparison matrixes are proposed. In order to obtain the consistent opinion, a group aggregation weight approach

is suggested. Then a weight low-upper value model is developed. Finally, the group′s weights are ranked to obtain the

ultimate order based on the possibility degree.

Key words Group decision making, three-point interval number, comparison matrix, aggregation

1 引言

随着社会的发展、科学技术的进步, 知识和信息
量大大增加, 使得各种决策问题错综复杂, 群决策的
应用日益广泛. 群决策过程中, 决策者往往给出不同
结构的偏好信息, 如判断矩阵、效用值、偏好序等形
式. 针对决策者给出的不同结构的偏好信息, 集结方
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法分为结构相同和结构不同的集结, 对结构相同的
集结方法的研究取得了许多研究成果[1,2], 而对结构
不同的集结方法的研究是一个新课题. 文献 [3]研究
了群决策中具有效用值、序关系值和互补判断矩阵

等三种形式的偏好的集结, 文献 [4]研究了具有语言
判断矩阵和数值判断矩阵两种形式偏好的集结, 文
献 [5,6]研究了互补判断矩阵、互反判断矩阵、效用
值和偏好序值四种偏好的集结, 文献 [7]研究了多种
确定性偏好一致化方法. 在集结不同结构偏好时, 很
多文献采取信息一致化的方法, 但由于信息转化会
有不同程度的信息丢失, 信息转换的有效性难以保
证；另一种思路是建立优化模型进行偏好集结 (如文
献 [8]), 但如何度量决策群体的一致性程度等问题尚
没有得到解决. 由于决策问题的复杂性、不确定性
以及人类思维的模糊性, 采用确定的偏好信息来刻
画复杂问题往往是不现实的. 近年来, 基于复杂决
策环境的不确定决策引起了学者们的广泛关注, 文
献 [9,10]总结了国内外不确定性决策领域的最新进
展, 但就其内容仅局限于单一偏好信息的处理. 不
确定性偏好包括区间数 (模糊数)互反/互补判断矩
阵、区间数 (模糊数)效用值、区间数 (模糊数)偏好
序、语言判断矩阵, 以及各类残缺判断矩阵等[10], 文
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献 [11]探讨了六类残缺判断矩阵的决策方法. 文献
[12∼14] 提出了两种新的两端点区间数互反判断矩
阵的权重求解方法. 本文在此基础上, 考虑到区间数
和三角模糊数在某些决策情况下表达决策者偏好的

局限性, 提出用三端点区间数判断矩阵来表达决策
者的偏好, 并研究两类三端点区间数判断矩阵的集
结方法.

2 集结模型与算法

2.1 基本概念
定义 1[10].称 A = (aij)n×n 为区间数互反判断

矩阵, 其中, aij ＝ [aL
ij, a

U
ij], aL

ij ≤ aU
ij, aU

ij 表示 aij

的上限, aL
ij 表示 aij 的下限, aji = [1/aU

ij, 1/aL
ij],

aii = [1, 1].
定义 2[10].称 B = (bij)n×n 为区间数互补判断

矩阵, 其中, bij = [bL
ij, b

U
ij], bL

ij ≤ bU
ij, bji = [1 −

bU
ij, 1− bL

ij], bii = [0.5, 0.5].
定义 3[15,16].称 s = [sL, sM , sU ]为三端点区间

数, 其中, sL 为下限值, sU 为上限值, sM 为最可能

值, sL ≤ sM ≤ sU .
定义 4. 称 C = (cij)n×n 为三端点区间数互

反判断矩阵, cij = [cL
ij, c

M
ij , cU

ij], cL
ij ≤ cM

ij ≤ cU
ij,

cji = [1/cU
ij, 1/cM

ij , 1/cL
ij], cii = [1, 1, 1].

定义 5. 称 D = (dij)n×n 为三端点区间数互

补矩阵, 其中, dij = [dL
ij, d

M
ij , dU

ij], dL
ij ≤ dM

ij ≤ dU
ij,

dji = [1− dU
ij, 1− dM

ij , 1− dL
ij], dii = [0.5, 0.5, 0.5].

两端点区间数[10∼14] 表示决策者判断时, 有时
为了覆盖整个取值范围, 区间可能会取得过大, 造
成决策的不确定性程度增大, 并且无法获得区间内
决策者判断的分布情况. 以方案 1 与 方案 2 相比
较为例, 若决策者有如下偏好, 认为两方案同样重
要 (a12 = 1) 的可能性有 10%, 方案 1 比 方案 2
稍微重要 (a12 = 3) 的可能性有 80%, 而明显重要
(a12 = 5)的可能性有 10%, 若用 a12 = [1, 5]表示两
方案的重要性差别, 将增加决策的不确定性, 且没有
充分利用决策者的判断信息. 若采用三端点区间数
a12 = [1, 3, 5]进行表示, 保持了区间的取值范围, 且
突出了取值可能性最大的重心点, 在一定程度上弥
补了两端点区间数的不足. 三端点区间数与三角模
糊数表达形式相似, 但三角模糊数假定 cL

ij 与 cM
ij (或

cU
ij 与 cM

ij )之间是线性关系, 这种假设往往缺乏理论
根据, 有时不能准确表达决策者的真实偏好.
2.2 建模分析

设决策者给出两类不确定判断矩阵来表达其偏

好, 专家 i = 1, · · · ,m 给出三端点区间数互反判

断矩阵, 记作 III, 三端点区间数互反判断矩阵记为
Ci, i ∈ III；专家 i = m + 1, · · · , n给出三端点区间数

互补判断矩阵, 记作 JJJ , 三端点区间数互补判断矩阵
记为 Dj, j ∈ JJJ . 若有决策者给出两端点区间数判断
矩阵, 则转换成 A′ 和 B′, A′ = ([aL

ij, a
M
ij , aU

ij])n×n,

B′ = ([bL
ij, b

M
ij , bU

ij])n×n, aM
ij = aL

ij+aU
ij

2
, bM

ij = bL
ij+bU

ij

2
.

针对 Ci, i ∈ III 的三端点区间数判断 [cL
ij, c

M
ij , cU

ij], 采
用 OWA(Ordered weighted averaging)算子 [10] 对

cL
ij(或 cM

ij , cU
ij)进行集结, 则得到一个三端点区间数

互反判断矩阵 C. 同样方法处理 Dj, j ∈ JJJ , 得 D.
记 wci 为 C 导出的权重, 若其具有完全一致性, 则
应有式 (1)成立

cL
ij ≤ cM

ij =
wci

wcj

≤ cU
ij (1)

若 C 不具有完全一致性, 对 cM
ij =

wci

wcj

的偏差,

引入偏差变量 cpoij ≥ 0, cdoij ≥ 0, 有

cM
ij wcj − wci + cpoij − cdoij = 0 (2)

对 cL
ij ≤ wci

wcj

≤ cU
ij 的偏差, 引入偏差变量

cpij ≥ 0, cdij ≥ 0, 则必有式 (3)成立

{
cL

ijwcj ≤ wci + cpij, i, j = 1, · · · , n, i 6= j

wci ≤ cU
ijwcj + cdij, i, j = 1, · · · , n, i 6= j

(3)

将偏差距离写成
∑
i,j

cpoij + cdoij + cpij + cdij，

若其值→ min, 则说明决策者给出的三端点区间数
互反判断矩阵的一致性越好, 于是建立 P1 来求解权

重

min c =
∑
i,j

cpij + cdij + cpoij + cdoij (4)

s.t.





cM
ij wcj − wci + cpoij − cdoij = 0,

i, j = 1, · · · , n, i 6= j (5)
cL

ijwcj ≤ wci + cpij, i, j = 1, · · · , n, i 6= j(6)
wci ≤ cU

ijwcj + cdij, i, j = 1, · · · , n, i 6= j(7)
n∑

i=1

wci = 1 (8)

wci ≥ 0, cpij, cdij, cpoij, cdoij ≥ 0,

i, j = 1, · · · , n (9)

式中, 目标函数 (4)表示寻求与最可能值、判断上下
限的偏离值之和最小的一组权重, 式 (5)表示权重与
最可能值的偏差关系, 式 (6) 和 (7)表示权重与判断
上下限偏离值的偏差关系, 式 (8)表示权重满足归一
化条件, 式 (9)表示权重非负、偏差变量非负的条件.
若决策者采用三端点区间数互补判断矩阵来表

达其偏好 D = [dL
ij, d

M
ij , dU

ij]n×n, 记 wdi 为其导出的
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权重, 若其具有完全乘性一致性[10], 则有

dL
ij ≤ dM

ij =
wdi

wdi + wdj

≤ dU
ij (10)

若 D 不具有完全一致性, 对 dM
ij = wdi

wdi+wdj
偏

差, 引入最可能值偏差变量 dpoij ≥ 0, ddoij ≥ 0, 有

dM
ij (wdi + wdj)− wdi + dpoij − ddoij = 0 (11)

对 dL
ij ≤ wdi

wdi+wdj
≤ dU

ij 的偏差, 引入偏差变量
dpij, ddij, 则有式 (12)成立

{
dL

ij(wdi + wdj) ≤ wdi + dpij

wdi ≤ dU
ij(wdi + wdj) + ddij

(12)

将偏差距离写成
∑
i,j

dpoij + ddoij + dpij +

ddij，
∑
i,j

dpoij + ddoij + dpij + ddij → min, 则说

明决策者给出的三端点区间数互补判断矩阵的一致

性越好, 于是, 建立求解权重的 P2

min d =
∑
i,j

dpij + ddij + dpoij + ddoij (13)

s.t.





dM
ij (wdi + wdj)− wdi + dpoij − ddoij = 0,

i, j = 1, · · · , n, i 6= j (14)
dL

ij(wdi + wdj) ≤ wdi + dpij,

i, j = 1, · · · , n, i 6= j (15)
wdi ≤ dU

ij(wdi + wdj) + ddij,

i, j = 1, · · · , n, i 6= j (16)
n∑

i=1

wdi = 1 (17)

wdi ≥ 0, dpij, ddij, dpoij, ddoij ≥ 0,

i, j = 1, · · · , n (18)

P2 含义与 P1 类似. 记 P1 和 P2 的最优值分别

为 c∗, d∗, 则有：
定定定理理理 1. 若 c∗ = 0 (或 d∗ = 0), 则 C (或 D)具

有完全一致性. 反之也成立.
证明. 由于 cpij, cdij, cpoij, cdoij ≥ 0, 若 c∗ =

0, 有
∑
i,j

cpij + cdij + cpoij + cdoij = 0, 有 cpij =

0, cdij = 0, cpoij = 0, cdoij = 0, 必有式 (1) 成立.
若 C 具有完全一致性, 则必有式 (1) 成立, 故必有
c∗ = 0. 同理可证 d∗ = 0 ⇔ D具有完全一致性. ¤
定理 2. 若 c∗( 或 d∗) > 0, 则 C(或 D)不具有

完全一致性；c∗(或 d∗) 值越大, C(或 D) 一致性越
差.
证明. 根据定理 1, 若 c∗ > 0, 则 C 必不具有完

全一致性. 由 c∗ =
∑
i,j

cpij + cdij + cpoij + cdoij, c∗

越大, 则偏离式 (1)的程度也越大, 故三端点区间数
判断矩阵的一致性也越差. 同理证 P2 情况. ¤
在群决策背景下, 专家为尽可能达成一致意见,

则有式 (19)成立, 即

wci = wdi, i = 1, · · · , n (19)

基于式 (19), 记 wi = wci = wdi, i = 1, · · · , n,
可将 P1 和 P2 联列成 P3, 即

min f =
∑
i,j

cpij + cdij + cpoij + cdoij + dpij+

+ddijdpoij + ddoij (20)

s.t.





cM
ij wj − wi + cpoij − cdoij = 0,

i, j = 1, · · · , n, i 6= j (21)
cL

ijwj ≤ wi + cpij, i, j = 1, · · · , n, i 6= j(22)
wi ≤ cU

ijwj + cdij, i, j = 1, · · · , n, i 6= j(23)
dM

ij (wi + wj)− wi + dpoij − ddoij = 0,

i, j = 1, · · · , n, i 6= j (24)
dL

ij(wi + wj) ≤ wi + dpij,

i, j = 1, · · · , n, i 6= j (25)
wi ≤ dU

ij(wi + wj) + ddij,

i, j = 1, · · · , n, i 6= j (26)
n∑

i=1

wi = 1, wi ≥ 0, i = 1, · · · , n (27)

cpij, cdij, cpoij, cdoij, dpij, ddij, dpoij,

ddoij ≥ 0, i, j = 1, · · · , n (28)

P3 中各式含义参考 P1 和 P2, 记 P3 的最优值为 f∗,
则有：

定理 3. 若 f∗ = 0, 则专家群的意见达成完全
一致. 反之也成立.

定理 4. 若 f∗ > 0, 则专家没有达成完全一
致；f∗ 值越大, 一致性程度越差, 意见越分散.
求解 P3 得到最优值 f∗, 以及专家组的折衷意

见 wi, i = 1, · · · , n. 可以据 f∗的大小来判定决策者
意见的一致性程度, 并分析专家群意见对方案的优
劣排序. 一般地, P3 可能存在多组最优解, 因此, 采
用二阶段方法来评估专家群意见的分布范围, 得到
P4.

min / max wi (29)

s.t.





f∗ =
∑
i,j

cpij + cdij + cpoij + cdoij + dpij

+ddij + dpoij + ddoij (30)
下同模型 P3 的约束条件.

P4中，式 (29)表示专家群意见分布范围的上下
值, 式 (30)表示与三端点区间数的最可能值、判断
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上下限偏离值之和为某个常数, 该常数为 P3 的最优

值.
定理 5. P4 必有最优解.
定理 6. P4中, 若没有约束式 (21)和式 (24)的

限制, 则权重的不确定性程度 (用 wU
i −wL

i 表示)不
小于存在约束式时的情况.

证明. 1) 设存在 wi, i = 1, · · · , n 满足 cL
ij ≤

wi

wj

≤ cU
ij 和 dL

ij ≤
wi

wi + wj

≤ dU
ij, 在无式 (21)

和式 (24) 限制时, 只要满足 cL
ij ≤ wi

wj

≤ cU
ij 和

dL
ij ≤

wi

wi + wj

≤ dU
ij 的条件即为 P4 的解；若存

在式 (21) 和 (24) 的限制, 只有满足 cM
ij =

wi

wj

和

dM
ij =

wi

wi + wj

的权重才为 P4的解,由 P4所得权重

不确定性程度减小. 2)设不存在 wi, i = 1, · · · , n满

足 cL
ij ≤

wi

wj

≤ cU
ij和 dL

ij ≤
wi

wi + wj

≤ dU
ij,则有两种

情况：cL
ij ≤ cM

ij ≤ cU
ij <

wi

wj

或
wi

wj

< cL
ij ≤ cM

ij ≤ cU
ij,

dL
ij ≤ dM

ij ≤ dU
ij <

wi

wi + wj

或
wi

wi + wj

< dL
ij ≤

dM
ij ≤ dU

ij, 此时, 式 (21)与 (22)或式 (23), 式 (24)
与 (25)或 (26)的约束作用相似. ¤
求解 P4, 则 wi 被表示成 wi = [wL

i , wU
i ], i =

1, · · · , n. 至此, 专家关于方案权重的分布范围已
知, 决策者可以对以区间数形式表示的权重进一步
排序[10,17], 从而确定各方案的最终优劣顺序.

3 算例分析

某风险投资公司有一笔资金要进行最优投资,
有四个备选方案, 即某生物制药公司, 某食品公司,
某时装公司, 某计算机软件公司, 公司聘请 m个专

家进行决策 (m ≥ 2), 分别给出基于三端点区间数
互反判断矩阵和三端点区间数互补判断矩阵两种偏

好形式.
步骤 1. OWA 集结. 根据专家给出偏好的类

型, 采用 OWA集结方法将 m个专家的偏好集结成

两类形式, 即三端点区间数互反判断矩阵和三端点
区间数互补判断矩阵 (各专家的判断矩阵以及集结
具体过程略), 设得到两个三端点区间数判断矩阵,
即：

A =
2
66664

[1, 1, 1] [1, 2, 3] [1/3, 1/2, 1] [1/3, 1/2, 1]

[1/3, 1/2, 1] [1, 1, 1] [1/5, 1/3, 1/2] [1/4, 1/3, 1/2]

[1, 2, 3] [2, 3, 5] [1, 1, 1] [1/3, 1/2, 1]

[1, 2, 3] [2, 3, 4] [1, 2, 3] [1, 1, 1]

3
77775

B =
2
66664

[0.5, 0.5, 0.5] [0.4, 0.5, 0.6] [0.4, 0.45, 0.5] [0.3, 0.4, 0.5]

[0.4, 0.5, 0.6] [0.5, 0.5, 0.5] [0.3, 0.4, 0.5] [0.3, 0.35, 0.4]

[0.5, 0.55, 0.6] [0.5, 0.6, 0.7] [0.5, 0.5, 0.5] [0.3, 0.4, 0.5]

[0.5, 0.6, 0.7] [0.6, 0.65, 0.7] [0.5, 0.6, 0.7] [0.5, 0.5, 0.5]

3
77775

步骤 2. 基于 P4, 得专家意见分布范围, 即
w1 = [0.19, 0.2233], w2 = [0.1234, 0.1382], w3 =
[0.2532, 0.3026], w4 = [0.3663, 0.4073].

步骤 3. 基于可能度比较区间权重的大小.
根据文献 [10] 的方法建立可能度矩阵, 得 P =


0.5 1 0 0
0 0.5 0 0
1 1 0.5 0
1 1 1 0.5




. 由此, w1

1
>w2, w1

0
>w3,

w1

0
>w4, w2

0
>w3, w2

0
>w4, w3

0
>w4, 求解可能度矩

阵 P 得群体权重为, w′′
1 = 0.1875, w′′

2 = 0.0625,
w′′

3 = 0.3125, w′′
4 = 0.4375, 得到专家群的意见为

w4

1
>w3

1
>w1

1
>w2.

4 结论

随着社会决策问题的日益复杂, 参与决策的人
数越来越多, 群决策技术在社会各个领域都得到了
广泛应用. 决策者可能给出各种结构不同的偏好信
息, 且在一些决策情况下以确定的偏好信息来刻画
复杂问题往往是不现实的. 针对在一些决策情况下
两端点区间数和传统三角模糊数的缺陷, 本文提出
一种新的偏好表达形式－三端点区间数判断矩阵,
并研究了三端点区间数互反判断矩阵和三端点区间

数互补判断矩阵的集结. 本文所建模型思路清晰, 应
用简单, 有较大的实用价值, 下一步的工作是研究三
端点区间数判断矩阵的其它性质以及更多种类不确

定偏好信息的集结方法.
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