
第 33 卷 第 2 期 自 动 化 学 报 Vol. 33, No. 2

2007 年 2 月 ACTA AUTOMATICA SINICA February, 2007

约束问题求解
季晓慧 1 张健 1

摘 要 约束问题的求解涉及到人工智能、运筹学、计算机科学等领域. 它的应用范围也极为广泛，包括计算机科学、控制科

学、生物学等方面. 本文对其发展历史、所要求解的问题以及它的基本方法等问题进行了综述.
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Abstract Constraint processing involves the techniques of artificial intelligence, operations research, computer science

and so on. It has found many applications in computer science, control theory, biology and so on. This paper is a survey

of its history, methods and the problems it encounters.
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1 约束问题求解的发展

约束问题的求解研究始于上个世纪 70 年
代的 Scene Labeling 以及 60 年代的 Interactive
Graphics[1∼3]. Scene Labeling 试图用二维的线条
描绘三维的物体，它的成果在于产生了各种一致

(Consistent) 算法 [1, 3]. Interactive Graphics[4∼6]

的目的是允许用户在计算机的显示屏上绘制和处

理各种几何图形，它发展了约束求解技术中的局部

推演 (Local propagation)及约束编译 (Constraint
compiling) 技术 [3, 6]. 约束求解的早期工作还包括
MIT的电路分析与综合 [7]，这些工作开创了设计能

够求解通用约束问题的语言的研究 [3, 7].
约束求解的重要进展在于 Gallaire[8] 及

Jaffar[9]分别在 1985年及 1987年发现，逻辑程序设
计 (Logic programming)实质上是一种特殊的约束
求解问题 [1∼3]. 首先，逻辑程序设计语言的描述式
(Declarative)特性与约束求解的 “描述问题而不是
解决问题” 的思想很接近；其次，二者所使用的求解
问题的回溯法也十分的接近. 更重要的是，逻辑程序
设计中的等式项实质上是一种特殊的约束，而用于

求解等式项的消解法也只是一种特殊的约束求解方

法. 基于这种发现，约束逻辑程序设计 (Constraint
logic programming)[9] 作为求解约束问题的新框架
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开始出现 [3]. 现在用于求解约束问题的工具大多
都是基于约束逻辑程序框架的 [3]. 但这并不意味着
约束求解仅限于此框架，约束问题也可以在类似于

C++，Java的命令式语言框架下进行求解 [3]. 在此
之后，随着约束求解技术的不断发展，求解混合约

束问题的研究也开始发展起来.

2 约束问题

形式化地讲，约束问题由以下三个基本元素组

成：变量 VVV，变量的域DDD 以及约束 CCC. 变量的域DDD

是变量可能取值的集合，变量 Vi 只能在它的域 Di

中进行取值；约束CCC 描述了变量 VVV 之间必须满足的

关系. 求解约束问题就是在各变量的域 D 中找到一

个 (或所有的) 值 SSS 使得各变量之间满足约束 CCC [1].
约束问题也可以表示为三元组 < VVV ,DDD,CCC >[2].

根据约束问题中变量的域DDD 的不同，约束问题

可以分为：布尔约束问题、有限约束问题、数值约束

问题及混合约束问题等.

2.1 布尔约束问题

布尔约束问题要求 VVV 中的各变量只能在 0 或
1上取值，即布尔约束问题的域DDD 为 {0，1}. 它的
约束 CCC 实际上就是一组命题逻辑公式. 所谓命题逻
辑公式是布尔变量与逻辑连接符按照如下的规则形

成的组合体 [10]：1) 布尔变量是公式；2) 如果 ϕ 是

公式，则 ¬ϕ也是公式；3)如果 φ和 ϕ是公式，则

φ ∗ϕ也是公式；4)只有上面三条规则生成的表达式
是公式. 这里 ¬是一元连接符 “非”，∗可以是任何
一个二元连接符，如 ∧(与)、∨ (或)、→ (蕴含)等.
在布尔约束问题中，每一个命题逻辑公式也可
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称为布尔约束条件. 布尔变量的取值只有 “真” 和
“假” 两种，而经由连接符连接而成的布尔约束条件
也只能取 “真”、“假” 两个值. 求解布尔约束问题的
目的就是为该问题中的布尔变量赋值，使得该问题

中的每一个布尔约束条件的值为 “真”.
SAT是一类特殊的布尔约束问题. 它要求约束

的形式为：(L11∧· · ·∧L1n1)∨· · ·∨(Lm1∧· · ·∧Lmnm
).

其中，Lij 为一个变量或一个变量的非
[10].

2.2 有限约束问题

有限约束问题，顾名思义，就是变量只能在有

限域上取值. 在有限约束问题中，通常不考虑约束的
具体形式，而采用列出所有满足该条件的变量取值

组合的形式 [10]. N 皇后问题、鸽笼问题、图着色问

题等都属于有限约束问题.
实际上，布尔约束问题可以看作是有限约束问

题的特例.

2.3 混合约束问题

混合约束问题中的变量可以在多个域中取值，

比如变量可以取布尔值、可以在有限数值域及无限

数值域上取值等.
混合约束问题实质上是对布尔约束问题的一种

扩展. 为了清晰地描述该问题，先作如下定义.
定义 1. 数值约束：形如 Exp1 rop Exp2的约

束称为数值约束，其中 Exp1 与 Exp2 为数学表达
式，如 2x − yz；rop为一数学上的关系操作符，包

括 =, <, >,≤及 ≥.
定义 2. 混合约束条件：混合约束条件由布尔变

量及数值约束与逻辑连接符组成，它们按照与命题

逻辑公式同样的规则形成组合体. 例如 a ∧ (x− y >

3) → (x + z = 4).
定义 3. 混合约束问题：由一个或一组混合约束

条件组成的问题称为混合约束问题.
一个数值约束有 “成立” 和 “不成立” 两种情

况，分别对应于这个数值约束的值为 “真” 和 “假”，
那么混合约束条件的值就如同布尔约束条件的值一

样，也只能取 “真” 或者 “假”. 从而求解混合约束问
题的目的就是为其中的数值和布尔变量赋值，使得

该问题中的每个混合约束条件的值为 “真”. 如果能
够找到这样的布尔变量值和数值变量值，则称该混

合约束问题能够成立，或称是可行的 (Feasible)，否
则称为不能够成立，或称是不可行的 (Infeasible).
下面举一个具体的例子说明混合约束问题.
例例例 1.

(
(x2 + y2 = 2) ∧ b ∧ ((x2 + y < 5) ∧ (y < −2))

¬(y < −2) ∧ e → f

假设 x, y 的取值范围都为实数，那么容易验证

当 x = 1，y = 1，b =“真”，e =“假”，f =“假” 时，
原混合约束问题是能够成立的或者说是可行的. 同
样可以验证当 x = 0，y = −√2，b = “真”，e =

“真”，f =“真” 时，原混合约束问题也能够成立. 一
般情况下，使混合约束问题能够成立的解并不是唯

一的，通常只需求出其中的一组解即可. 对于上例，
如果要求 x 的取值范围为 “大于 2的实数”，y 的取

值范围仍为整个实数范围，那么上例这个混合约束

问题就是不能够成立的，或者说是不可行的.

3 约束求解的基本方法

如第 2节中所述，布尔约束问题可以看作是有
限约束问题的特例，同时，数值约束是混合约束问

题的子问题，即只包含数值约束，且约束间的关系

都是 “与” 的混合约束，因此本节我们介绍有限约束
问题、数值约束及混合约束问题的求解方法.

3.1 有限约束问题的求解方法

总的来说，用于求解有限约束问题的方法包括

完备算法与不完备算法两种. 所谓完备算法是指能
够完全确定某约束问题是有解的还是无解的算法；

而不完备的算法则在未找到解时不能确定该约束问

题无解.
1)完备算法
完备算法中最常用的是回溯法 [11]. 该方

法先为约束问题中的部分变量赋值，在这个

部分赋值的基础上为其余的变量赋值. 如果在
这个部分赋值的基础上，下一个待赋值的变

量找不到使得约束成立的解，则需要改变这

个部分赋值中所赋的值. 该算法可用递归形式
表示为 (其中, pSol 表示已有的部分赋值，初始

时没有变量被赋值；Cons表示当前待求解的约束)：
int Sat(pSol, Cons)
{

Propagate(pSol, Cons);
if contradiction results

return 0;
if pSol assigns a value to every variable

return 1;
choose x that does not have a value in pSol;
for (i = 1; i <= m, i + +){

if Sat(pSol ∪ {x = vi}, Cons)
return 1;

}
return 0;

}
在该算法中，Propagate 是用已有的部分赋值

pSol 简化约束 Cons 的过程. 例如，如果 pSol 是
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x = TRUE，y = FALSE，Cons是 (x∨z)∧(b∨y)，
那么就能把这个约束简化为 b；但如果 Cons 是

(x ∧ y)，矛盾就会产生了. m表示变量 x可能取值

的个数，vi 表示其中的第 i个值.
可以看出，回溯法中的两个关键操作是，选取

下一个待赋值的变量及其值，以及在发现有约束不

成立时回溯. 因此，针对这两个操作，回溯法常用的
两种策略是：向前看 (Look-ahead) 和回跳 (Back-
jumping)[11]. 向前看是指在为下一个变量赋值时，
通常先进行约束推导 (Constraint propagation) 以
及选择最合适的变量及变量的值. 约束推导是为了
减少搜索空间，而选择最合适的变量及变量的值则

是为了加快搜索. 向前看策略也称为可行性技术
(Consistency technique). 回跳则是在当下一个待
赋值的变量找不到解的时候，不直接为刚赋过值的

变量赋其它的值，而是经过分析，找到致使下一个

变量无解的那个变量，然后为其改变所赋的值. 有关
回溯法的具体策略及其它的求解约束问题的完备算

法，参见文献 [11∼13].
2)不完备算法
回溯法是一种全局搜索算法，即它要搜索遍整

个问题空间. 因此，当问题空间很大时，这种算法是
不可行的. 所以人们提出局部搜索法. 局部搜索法
以损失解的完备性为代价来提高求解效率.

局部搜索法的基本思想是：从随机选定的解开

始，不断对其进行微小的改变 (局部改进)，直到满
意为止. 所谓的满意是指要么得到一个解，要么改进
的次数大于设定的最大值. 对于后一种情况，我们就
得不到该约束问题到底是有解还是无解的结论.
著名的局部搜索算法包括：顾钧的算法、贪心搜

索过程 GSAT、禁忌搜索 (Tabu search) 和拟人拟
物法等 [10]. 其它的还包括爬山法、模拟退火等 [14].

我们以 GSAT为例说明局部搜索算法. GSAT
首先随机的为所有变量赋值，如果这组赋值使得所

有的约束都成立，则算法结束；否则，GSAT在该组
赋值的邻点中选取一个使得约束成立最多的变量值

为新的赋值. 此过程不断重复，直到找到使得所有约
束都成立的解，或者改变次数大于预先设定的值. 在
此，邻点是指如果两个赋值仅有一个变元的值不同.
为了克服 GSAT 容易陷入局部最小点的缺点，

人们提出了各种改进措施，如给子句加权、随机游

走等等. 具体可参见文献 [10].
关于完备算法与不完备算法间的详尽区别及各

自的优缺点读者可参见文献 [14].

3.2 数值约束问题的求解方法
数值约束 (见第 2.3 节中的定义 1)，是形如

Exp1 rop Exp2的约束，其中Exp1与Exp2为数学
表达式，rop为一数学上的关系操作符. 数值约束可

化为如下的基本形式：

{
fi(xxx) = 0, i = 1 . . . p

hj(xxx) ≤ 0, j = 1 . . . q
.

其中 fi(xxx) = 0称为等式约束，hj(xxx) ≤ 0称为不等
式约束. 如果数值约束中的等式和不等式约束都是
线性的，则称之为线性数值约束问题，否则称之为

非线性数值约束问题. 线性数值约束问题的求解可
用单纯形法 (Simplex method)[15]，它的求解相对已
经比较成熟，故不多作介绍. 在此我们主要介绍非
线性数值约束问题的求解.

1)数值法
数值法的基础是高斯 - 牛顿法 [16]. 高斯 - 牛顿

法是求解非线性方程 (即只有等式约束的数值约束)
的有力工具. 其迭代公式为：

xxxk+1 = xxxk − [f ′(xxxk)]−1f(xxxk)，k = 0, 1, 2 . . . .
对于求解既包含等式又包含不等式的约束问题，

数值法则将上述牛顿法扩展为如下的优化问题来进

行求解 [17, 18].

min ||xxx− xxxn||
s.t. f(xxxn) + f ′(xxxn)(xxx− xxxn) = 0

h(xxxn) + h′(xxxn)(xxx− xxxn) ≤ 0

数值法的优点是速度快，它的收敛速度是超线

性的. 但是它对于初始点的依赖极强，如果初始点
的选取不接近于真实解，算法有可能找到错误的解
[19]，同时，如果原问题无解的话，数值法也不能肯定

其就是无解的.
2)符号计算法
符号计算 [20∼23] 又称为计算机代数 (Computer

algebra)，它是以现代计算机为工具，研究代数对象
的一门新兴学科. 符号计算中用于计算非线性代数
方程组的有力工具包括吴方法 [24∼26]、Grobner 基
方法 [27∼29]、结式法等等. 它们的共同思想是，将待
求解的非线性代数方程组化为一个或多个等价的三

角型方程组



f1(x1) = 0
f2(x1, x2) = 0

. . .

fn(x1, x2, . . . , xn) = 0

此时第一个方程只含有一个变量，那么就可以用符

号或者数值的方法求出 x1 的值；将求得的值代入第

二个方程，从而将第二个方程化为了一元方程，再

对其进行求解；以此类推，可求出方程组中所有变

量的值.
柱 形 代 数 分 解 (Cylindrical algebraic

decomposition)[30∼32] 是判断不等式约束的有
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效办法. 设约束 h中出现的变元个数为 r，柱形代数

的基本思想就是将 r 维欧氏空间剖分成 “块”，使得
对 “块” 中个别点进行检验就可以判定 h成立与否.
如前所述，符号计算的优点是可以求得问题的

精确解，但是其代价就是求解的速度较慢 [33].
3)区间分析法
区间分析 (Interval analysis)[34, 35] 也称区间数

学 (Interval mathematics)，是为了解决计算机只能
表示有限位数字，以及其它与此相关的实际问题而

产生的. 它的基本思想是对实数的扩展，即它用一
个区间而不是单独的一个数来表示数，例如数 a用

区间的表示方法为 a = [aI , aS]，aI ≤ a ≤ aS，它的

意义在于，区间 [aI , aS]中一定包含 a的精确值，而

且经过合理的数学运算，这个区间可以足够小. 我
们称 aS 为区间 a的上界，aI 为区间 a的下界，同时

a的宽度为 w(a) = aS − aI
[34∼36].

如果将函数 f(xxx) 中的变量用相应的区间变量
代换，同时将函数中的运算用相应的区间运算替换，

所得的函数 F (xxx) 称为 f(xxx) 的自然区间扩展函数.
那么区间分析用于求解等式数值约束 f(xxx) = 0的过
程就是一个典型的分枝 – 限界过程. 该过程的限界
规则是判断 0是否包含于 F (xxx)内. 如果不包含，就
可以剔除这个区间向量 xxx；如果包含，但 xxx的分量中

区间宽度最大的值大于所需的精度值时，则需要进

行分枝.
对于不等式约束 h(xxx) ≤ 0，当 H(xxx)I 大于所需

的精度时，约束显然是不可行的，可剔除这个区间

向量 xxx；当 H(xxx)S 小于所需的精度时，约束显然是

可行的，不需要对 xxx进行进一步的分枝 – 限界；否
则，对 xxx进行分枝.
初始时，可以将 xxx 取为可能包含解的值，如各

变量区间都取为 [−108, 108]. 同时，分枝 – 限界过
程保证了能搜索遍整个的这个初始区间. 因此用区
间法求解数值约束问题能够保证解不丢失，从而保

证了算法的完备性.
4)启发式算法
启发式算法 (Meta-heuristic algorithms)[37] 是

通过模拟或揭示某些自然现象或过程而得到发展

的，其思想和内容涉及数学、物理学、生物进化、

人工智能、神经科学和统计力学等方面，为解决

复杂问题提供了新的思路和手段. 常用的启发式
算法包括模拟退火 (Simulated annealing, SA)[38]、
遗传算法 (Genetic algorithm, GA) [39, 40]、进化

规划 (Evolution programming, EP)、人工神经网
络 (Neural network, NN)、混沌、禁忌搜索 (Tabu
search或 Taboo search, TS)及其混合策略等.
大部分启发式算法应该归为改进型算法 [37]，如

SA、GA、EP 和 TS. 改进型算法也称邻域搜索算

法，它从任一解出发，对其邻域不断进行指导性搜

索并替换当前解来实现求解，即利用一些指导规则

来指导整个解空间中优良解的探索，但是当搜索超

过了一定的时间或次数限制时，我们就得不到该约

束问题到底是有解还是无解的结论. 可见，求解数值
约束问题的启发式算法与求解有限约束问题的不完

备算法是十分类似的.

3.3 混合约束问题的求解方法

1)区间分析法
在第 3.2 节中已经介绍了区间分析法在求

解数值约束中的应用，但是它的应用不止如此.
J．Cleary 首先在文献 [41] 中将区间分析引入到
了约束逻辑程序设计中，但是他的模型有两个缺点，

首先是只能处理区间凸 (Interval-convex) 约束 (即
只能处理连续、单调函数)，其次是只能处理非逻辑
变量，这就使得用区间分析进行的约束求解与整个

约束逻辑程序设计的框架分离开来. 针对上述缺点，
文献 [42]提出了用区间分析求解混合约束问题的方
法，从而将区间求解技术扩展到了逻辑变量的处理

上. 它对布尔变量的处理，是把它当作仅能取值为
0, 1的整数，并把逻辑连接符转化为相应的数学函
数，如：

and=min={(x, y, z) ∈ R3,min(x, y) = z}
or=max={(x, y, z) ∈ R3,max(x, y) = z}
not={(x, y) ∈ R3, y = 1− x}

进一步，有：

min = ({(x, y, z) ∈ R3, x ≤ y}T{(x, y, z) ∈ R3, z = x})S

({(x, y, z) ∈ R3, x > y}T{(x, y, z) ∈ R3, z = y})
max = ({(x, y, z) ∈ R3, x ≥ y}T{(x, y, z) ∈ R3, z = x})S

({(x, y, z) ∈ R3, x < y}T{(x, y, z) ∈ R3, z = y})

文献 [42] 对数学函数的处理与第 3.2 节中介
绍的方法不同，它是基于人工智能方法的，类似于

第 3.1 节中介绍的可行性技术 (Consistency tech-
nique). 如对于加法 add={(x, y, z), x + y = z}，
设处理后的值分别为 u, v, w，则有：u = x

⋂
(z −

y)；v = x
⋂

(z − x)；w = z
⋂

(x + y).
但是，容易看出，这种求解数学函数的方法对

于比较复杂的函数用起来是比较困难的，因为对某

些函数来讲，求取它们的反函数是比较困难的.
2)逻辑与数值相结合的方法
文献 [43] 介绍了一种用逻辑与数值相结合进

行混合约束求解的方法. 为了清楚地描述该方法，
在此将布尔约束条件及混合约束条件分别用二元

组 {β, o}及三元组 {β, χ, o}来表示，其中 β 表示约

束中布尔变量的集合，χ 表示约束中数值约束的集

合，o表示约束中逻辑连接符的集合. 该方法主要分
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图 1 逻辑与数值相结合的方法

Fig. 1 Logic combinations of numerical method

为两步：替换和还原.
a) 替换：替换是指用一个新的布尔变量 β1i 来

替换混合约束问题中的每个数值约束 χi，从而将待

解的混合约束问题的三元组集合 {{β, χ, o}} 简化
为布尔约束问题的二元组集合 {{β′, o}}. 显见，有
β′ = β + β1，然后对于该布尔约束问题，用回溯法

进行求解.
b)还原：还原是指将替换数值约束的布尔变量

根据替换阶段结束时获得的值 (1或者 0)重新将其
还原为该数值约束本身 xi (β1i = 1)或者它的补 x̄i

(βi1 = 0)，然后再用某种数学工具求解此时获得的
数值约束组以验证其在数学上是否能够成立，如果

有解，则其在数学上是成立的，原混合约束问题也

是成立的，算法结束，否则需要重新回到替换阶段

回溯混合约束转化而来的布尔约束问题，然后再进

行还原.
该方法的求解流程如图 1所示.

4 讨论

4.1 约束求解与优化问题的关系
优化问题是数学领域的重要分支，它研究如何

在众多方案中找出最优的一个. 优化问题通常可以
用下式进行描述：

min f(xxx)

s.t. gi(xxx) = 0, i = 1, . . . , m

hj(xxx) ≤ 0, j = 1, . . . , n

其中，f(xxx)称为目标函数，gi(xxx)和 hj(xxx)称为
约束函数.

优化问题中的目标函数和约束函数都是线性的，

称为线性优化问题；而优化问题中的目标函数或约

束函数中含有非线性函数的称为非线性优化问题.
如果要求得到的解为整数或者部分为整数，那么该

优化问题就是整数规划问题.
从问题形式上来看，约束问题与优化问题具有

共同之处. 首先，数值约束就可以看作是目标函数
为常数的优化问题；而有限约束问题就可看作是目

标函数为常数的整数规划问题. 但通常约束求解属
于计算机科学及人工智能的研究领域，而优化问题

则是数学界尤其是运筹学界研究的对象.
虽然约束求解与优化技术分属于不同的领域，

但是二者间的相互影响却由来已久. 20世纪 50年
代就有人尝试用基于逻辑的方法求解优化问题，只

是该方法没有像整数规划方法一样得到广泛的应用
[44]. 70年代出现的隐枚举法则是基于逻辑的方法在
求解整数规划问题上的成功应用 [44]. 随着整数规划
求解方法的不断成熟，从 20世纪 80年代开始有人
研究用整数规划方法来求解布尔约束问题. 这些学
者包括 Hooker[45, 46]，顾钧 [47, 48] 等.
由于有限约束问题与整数规划问题的共同之处，

结合二者的各自优势来解同一问题就是十分自然的.
事实上也的确有很多这类研究，如文献 [49∼51] 中
采用了不同的方式将约束求解与优化技术结合起来.

在连续域上，约束求解与优化技术也有着广泛

的结合. 用区间分析求解全局优化问题时就采用了
约束求解的一致性 (Consistency)技术 [19,52]. 同样
在求解混合约束问题时，由于数值约束的存在，必

然要用到优化问题的求解方法对其进行求解，如文

献 [53,54]采用了数值法求解混合约束问题中的数值
问题，而文献 [55]则采用了符号计算的方法求解混
合约束问题中的数值约束.

4.2 分布式约束问题

随着网络和 Agent技术的发展，分布式约束问
题 (Distributed constraint satisfaction)[56∼58]已成

为约束问题研究中的一个重要领域. 分布式约束问
题中的变量及约束分布存在于各 Agent中，求解分
布式约束问题就是为其中的各变量找到相应的值，

使得各 Agent 以及各 Agent 之间的约束能够成立
[56]. 分布式约束问题并不是简单地并行求解约束
问题，它能够求解传统约束求解技术不能够求解的

问题，比如问题本身的结构是分布的，或者求解的
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问题由于涉及安全或者隐私，各部分间是不透明的
[56∼58].

4.3 约束问题生成
通过运行随机生成的约束问题来测试求解器的

性能是约束求解中常用的手段.
在随机生成 SAT问题实例时，常常需要事先固

定好若干参数 (如子句长度、子句个数、变元个数)，
然后根据它们随机地生成一些问题实例. 随机 SAT
问题实例的难度随着子句个数与变元个数之比m/n

的变化而变化 [10]. 当 m/n 很小时，变元很多，子

句很少 (比如说只有一个子句)，很容易满足；而当
m/n 很大时，变元很少，子句很多，很容易出现矛

盾，子句集往往不可满足. 这两种极端情况都比较
容易解决，而处于两者之间的情况则较难解决.

在随机生成有限约束问题上，文献 [59 ] 在 B模
型 [60] 的基础上提出了 RB模型. RB模型可以用下
面的五元组 < k, n, α, r, p >来表示，各参数的意义

如下：k ≥ 2表示每个约束中涉及的变量的个数；n

表示所得有限约束问题的变量个数；α > 0表示通
过计算 d = nα 所得的每个变量的域，即各变量可

取值的个数；r > 0 表示通过计算 m = rn lnn 得

到的约束的个数；1 > p > 0 表示每个约束的难度
(Tightness). 为了产生 RB模型的一个问题，RB模
型重复地选择m个约束，其中每个约束由互不相同

的 k 个变量组成，并且这 k 个变量间不相容组合的

个数为 p ∗ dk. 当 α和 r为常数时，它们表示随着 n

的增加，域的大小与约束的个数的增长. 可以证明，
当 p = 1 − e−α/r 时所产生的实例为最难解的实例
[59].
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