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非线性系统辨识中模糊模型参数收敛
问题的进一步研究

万 峰1, 2 孙优贤2

摘 要 对于使用标准的Mamdani 型模糊系统及正交投影参数调整

算法进行非线性系统辨识，基于模糊模型参数的估计值收敛到其真实值

所需的持续激励条件，给出了适用于非线性移动平均模型和二阶非线性

自回归移动平均模型系统辨识的持续激励输入信号设计的几个算法.
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Abstract This paper investigates the persistent excitation

conditions under which the parameters in the fuzzy system

model converge to their true values when the standard Mamdani

type fuzzy system is constructed and the orthogonal projection

parameter-tuning algorithm is used for nonlinear system identi-

fication. Algorithms are proposed accordingly for generating the

input signals with persistent excitation property for the identi-

fications of nonlinear moving average (N-MA) and second-order

nonlinear auto-regressive moving average (N-ARMA) systems.
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1 引言

模糊系统方法已被广泛应用于复杂非线性系统辨

识[1∼5]. 对于非线性连续时间系统，文献 [2] 提出两类基

于模糊系统的辨识器，采用 Lyapunov 方法自适应调节律，

保证在一定条件下辨识误差渐近地收敛到零，以及辨识器全

局稳定. 对于离散时间非线性系统，文献 [3]将模糊系统表示

成模糊基函数的形式，并使用递推最小二乘法调整模糊模型

中的参数. 新的模糊模型和辨识方法也不断涌现. 然而，由

于研究对象的非线性性质，上述绝大多数的研究都集中于讨

论模型辨识误差的收敛性，而对模型参数收敛性的研究极少.

如 [2]只给出了辨识误差的收敛性，而没有考虑模型中参数

的收敛性. 但在许多场合，仅仅要求模型辨识误差收敛并不

足够，模型中的参数能否收敛到其真值也非常重要. 例如，在

自适应模糊控制系统闭环稳定性的分析中，由于模糊系统的

逼近能力和自适应调节机制，被控系统的状态和跟踪误差的

有界性一般都可保证，但整个系统的稳定则需要模糊模型的

参数都有界.
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一般而言，如果辨识时所用的输入信号能够激励被控系

统所有的模式，那么模型中的参数可望收敛到真值. 这种输

入信号被称为持续激励信号 (或称其满足持续激励条件). 输

入信号的激励特性与辨识模型参数的收敛速率密切相关. 线

性系统辨识中的参数收敛性已有相当成熟的研究[6∼10]. 但

对于非线性系统，因输入信号对被控系统的非线性作用方式

而使问题变得非常复杂. 简单地说，参数是否收敛取决于输

入信号及被激励的输出信号能否提供足够多的信息. 具体而

言，就是要求输入输出数据的信息阵
PK

k=1 φφφT(k)φφφ(k)非奇

异，这里 φφφ为包含输入输出信号的回归向量, K 为数据长度.

对于非线性系统的辨识，上述判据仍然有效但实际难以运用.

比如，虽然模糊系统和神经网络能够表示为对参数线性的形

式，并且可以用类似线性系统的方法来辨识参数，但很难将

持续激励条件和输入信号联系起来，因为输入信号以非线性

方式进入回归向量. 在以往模糊辨识的研究中，为避免这些

问题，输入信号频率常被假定为足够丰富 (如随机信号[2])，

或者简单地假设为满足持续激励条件[11]，然而这并不符合现

实.

有关非线性模型中参数收敛问题的研究很少，较为接近

的有[12∼15]. 文献 [12] 提到，对于径向基网络，满足持续激

励条件的输入信号必须顺序地落在网络的节点上. 文献 [13]

则给出一个较为宽松的条件，即满足持续激励条件的输入

信号必须落在网络节点附近的某个区域内. 这些结果很有意

义，但都没有提供算法以设计满足持续激励条件的输入信号.

[16]讨论了在使用模糊系统方法对非线性离散时间系统建模

时，模糊系统模型中参数的收敛性. 本文将 [16]提出的模糊

模型参数收敛所需的持续激励条件加以推广和利用，针对某

几类非线性系统，给出设计持续激励输入信号的算法. 我们

将简述基于模糊模型的非线性系统辨识问题及参数收敛条

件，具体细节可参考 [16].

2 基于模糊模型的非线性系统辨识

考虑如下单输入单输出非线性自回归移动平均 (N-

ARMA)模型表示的离散时间系统

y(t+1) = g(y(t), · · · , y(t−n+1); u(t), · · · , u(t−m+1)) (1)

式中系统输入 u ∈ Ru ⊂ R, 系统输出 y ∈ Ry ⊂ R, Ru 及

Ry 设为有界紧集，n和 m分别表示输入和输出的阶次. 记

xxx(t) = [y(t), · · · , y(t−n+1); u(t), · · · , u(t−m+1)]T =

[x1, · · · , xs]
T 为 g(·)的输入矢量，其维数 s = n + m，即

xxx ∈ X ⊂ Rn+m. g(xxx)为定义在 X 上描述系统动态特性的未

知非线性函数，并假定对 xxx 各分量都连续且偏导数有界.

2.1 模糊系统模型的构造方法

用以描述未知函数 g(xxx)的模糊系统模型为

ŷ(t+1) = f(y(t), · · · , y(t−n+1); u(t), · · · , u(t−m+1)),

(2)式中 ŷ(t + 1)是对被控对象输出 y(t + 1)的预测. 使用

如下模糊 IF-THEN规则

Rulei1···is : IF x1 is Ai1
1 and · · · and xs is Ais

s , THEN y is

Bi1···is , (3)
并选取三角形隶属度函数 µ

A
ij
j

(·) ，乘积推理机、单值模
糊产生器和中心―平均模糊消除器建立Mamdani型模糊系

统 f(xxx). 具体构造步骤可参考 [16]. 该模糊系统可表示为

f(xxx) =

N1X
i1=1

· · ·
NsX

is=1

θi1,··· ,is [

sY
j=1

µ
A

ij
j

(xj)] (4)
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其中 i1 = 1, · · · , N1; · · · is = 1, · · · , Ns, θ
i1,··· ,is 为

模糊集 Bi1···is 的中心点.

2.2 模糊系统模型的参数调整算法

表 示 模 糊 系 统 (4) 为 对 参 数 线 性 的 形

式：f(xxx) = φφφT(xxx)θθθ, 其中 θθθ = [θ1,··· ,1, · · · , θN1,··· ,Ns ]T,

φφφ(xxx) = [φ1,··· ,1(xxx), · · · , φN1,··· ,Ns(xxx)]T, φi1,··· ,is(xxx) =Qs
j=1 µ

A
ij
j

(xj).

模糊系统的万能逼近定理 [4]表明，如果使用足够多的模

糊集，模糊系统能够以任意精度逼近非线性函数 g(·) . 定义

最佳参数 θθθ0 = arg minθθθ{supxxx |f(xxx|θθθ)−g(xxx)|}，表示 f(xxx|θθθ0)

是对 g(·) 逼近得最好的模糊系统. 视 θθθ0 为参数真实值，令

θθθ(t)为 t时刻对 θθθ0 的估计，正交投影算法按如下递推算式计

算参数 θθθ(t)[8].

θθθ(t) = θθθ(t− 1) +
P (t− 2)φφφ(xxx(t− 1))

φφφT(xxx(t− 1))P (t− 2)φφφ(xxx(t− 1))
[y(t)−

φφφT(xxx(t− 1))θθθ(t− 1)] (5)

P (t) = P (t−1)− P (t− 1)φφφ(xxx(t− 1))φφφT(xxx(t− 1))P (t− 1)

φφφT(xxx(t− 1))P (t− 1)φφφ(xxx(t− 1))
,

(6)其中初始值 θθθ(0)给定，P (0) = I.

3 模糊模型的参数收敛性

3.1 持续激励条件

引理 1[6]. 对于某个 k ≥Qs
j=1 Nj，如果

rank[φφφ(xxx(1)), · · · ,φφφ(xxx(k))] =

sY
j=1

Nj = dimension of θθθ0

(7)那么由正交投影算法 (5)―(6)求出的参数估计 θθθ(t)在 k

步内收敛到真实值，即 θθθ(k) = θθθ0.

式 (7)称为正交投影算法的持续激励条件. 以下讨论如

何设计输入信号，使得持续激励条件 (7)成立. 由于回归向

量 θθθ(xxx)和输入信号 u之间的非线性，上述问题相当复杂. 下

面只考虑两种简单情况，但设计思路可推广到更为一般的情

况.

3.2 N-MA系统辨识的参数收敛条件及持续激励输入信号

设计

考虑二阶非线性移动平均 (N-MA)模型表示的非线性系

统：y(xxx + 1) = g(u(t), u(t − 1)) = φφφT(xxx(t))θθθ0，其中 xxx(t) =

[u(t), u(t− 1)]T.

定理 1[16]. 考虑使用图 1 所示模糊集的模糊模型. 称

(γi
1, γ

j
2) (i = 1, · · · , N1, j = 1, · · · , N2)为回归向量 φφφ(xxx)的

中心点. 如果对于某个 k ≥ N1N2,xxx(1), · · · ,xxx(k) 包含这

N1N2 个中心点，那么持续激励条件 (7)成立，因而模糊模型

参数的估计收敛到其真实值. 二维情况下模糊系统的中心点

如图 1所示.

设计满足持续激励条件的输入信号的思想是使得

xxx(1), · · · ,xxx(k) 包含回归向量 φφφ(xxx) 所有的中心点. xxx(t) =

(u(t), u(t − 1))T 和 xxx(t + 1) = [u(t + 1), u(t)]T 都含有 u(t)

但其位置不同.

算法1. 二阶 N-MA系统持续激励输入信号的设计算法

考虑图 1所示的情况. 输入信号设计如下：

xxx(1) = (u(1), u(0))T = (γ1
1 , γ1

2)T

xxx(2) = (u(2), u(1))T = (γ2
2 , γ1

1)T

图 1 模糊模型回归向量的中心点和持续激励区域的示意图
Fig. 1 Centers and PE areas of two dimensions

图 2 二阶N-MA模型持续激励输入信号设计的示意图
Fig. 2 PE input design for second-order N-MA model

xxx(3) = (u(3), u(2))T = (γ1
1 , γ2

2)T

xxx(4) = (u(4), u(3))T = (γ3
2 , γ1

1)T

xxx(5) = (u(5), u(4))T = (γ1
1 , γ3

2)T

xxx(6) = (u(6), u(5))T = (γ4
2 , γ1

1)T

xxx(7) = (u(7), u(6))T = (γ1
1 , γ4

2)T

xxx(8) = (u(8), u(7))T = (γ4
2 , γ1

1)T

xxx(9) = (u(9), u(8))T = (γ2
1 , γ4

2)T

xxx(10) = · · · ; · · · · · ·
上 述 设 计 过 程 如 图 2 所 示， 即 将 奇 数 时 刻 的 输

入向量沿箭头所示方向依次放在中心点处. 如

此，xxx(1),xxx(3), · · · ,xxx(2N1N2 − 1) 将包含这 N1N2 个中心

点上. 据定理 1可证，k = 2N1N2 步之后，有θθθ(k) = θθθ0.

推论 1. 由以上讨论易知，定理 1和算法 1可推广应用

到任意阶的 N-MA系统.

3.3 二阶 N-ARMA系统辨识的参数收敛条件及持续激励输

入信号设计

考虑二阶 N-ARMA模型表示的非线性系统：y(t + 1) =

g(y(t), u(t))，这里 xxx(t) = [y(t), u(t)]T. 显然，定理 1 亦

适用于此系统 (但 xxx(t) 不同)；因此输入设计的任务仍

然是使xxx(1), · · · ,xxx(k) 包含回归向量 φφφ(xxx) 所有的中心点

(γi
1, γ

j
2)(i = 1, · · · , N1, j = 1, · · · , N2). 由于此时 xxx(t) 中

含有系统的输出 y(t)，故与 N-MA情况相比，问题更为复杂.

虽然 u(t) 可自由选取，但不能直接地将 y(t)放于某个指定
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位置，因为 y(t)受 u(t − 1), u(t − 2), · · · , u(0)控制. 为此假

设系统输出 y(t)可由某个 PID控制器控制到工作范围内的

任意点 yd. (这是合理的，因为 PID控制器的积分作用可使

控制误差 yd − y(t)充分小. 控制系统的暂态响应或许很差，

但经过一段时间后，一般总可以使稳态时的残差足够小. 对

于 y(t)到达 yd，并没有时间上的限制. 下一节将给出更容易

实现的持续激励条件和设计算法，以弥补上述假设带来的不

足. )利用上述假设，可有如下算法.

算法 2. 二阶 N-ARMA系统持续激励输入信号的设计

算法

步骤1. 取设定值 yd = γ1
1，使用一个 PID 控制器将

系统控制至 y(t) = yd. 取 u(t) = γ1
2 并进行下一步的控

制. 如此可得 x̄xx(1) = xxx(t) = (y(t), u(t))T = (γ1
1 , γ1

2)T 和

ȳ(2) = y(t + 1).

步骤 2. 取 u(t) = γ2
2 , γ3

2 , · · · , γN2
2 , 重复步骤

1, N2 − 1次，并记下相应包含 (xxx(t), y(t + 1)) 的数据对

(x̄xx(2), ȳ(3)), · · · , (x̄xx(N2), ȳ(N2 + 1)).

步骤 3. 取 yd = γ2
1 , γ3

1 , · · · , γN1
1 重复步骤 1 和步骤

2, N1 − 1次，并分别记下相应包含 (xxx(t), y(t + 1))的数据对

(x̄xx(r), ȳ(r + 1))，r 每次加 1. 这样总共有 N1N2 对输入输出

数据，(x̄xx(r), ȳ(r + 1))(r = 1, · · · , N1N2), 且 x̄xx(r)在中心点

上.

步骤 4. 将前面得到的数据 (x̄xx(r), ȳ(r + 1)) 作为

(xxx(t), y(t + 1))，利用正交投影算法 (5)―(6) 计算参数

θθθ(N1N2). 根据定理 1可证，θθθ(N1N2) = θθθ0 成立.

3.4 更易实现的参数收敛条件及持续激励输入信号设计

算法 1 和 2 都要求将模糊系统的输入向量 xxx(t) =

[u(t), u(t − 1)]T 或 xxx(t) = [y(t), u(t)]T 设计到某个指定点

上. 从实际应用的角度来说这并不容易. 定理 2表明，如果模

糊模型每个中心点附近的某个区域内至少有一个输入向量，

那么持续激励条件就能满足.

定理 2.[16] 考虑使用图 2 所示模糊集的模糊模型.

定义以 (γi
1, γ

j
2) 为中心的持续激励区域为 PE

(γi
1,γ

j
2)

=

{(x1, x2)|µAi
1
(x1)µA

j
2
(x2) > 0.5}. 如果对于某个 k ≥

N1N2，在以模糊模型的中心点 (γi
1, γ

j
2)为中心的所有的持续

激励区域 PE
(γi

1,γ
j
2)
内都能找到 xxx(1), · · · ,xxx(k) 中的至少一

个输入向量，那么持续激励条件 (7)满足，θθθ(k) = θθθ0 成立.

图 1给出了二维情况下持续激励区域的大致形状，即以

回归向量中心点为中心的椭圆区域. 利用定理 2，可将算法 1

和 2分别改进如下.

算法 3. 二阶 N-MA系统持续激励输入信号设计的改进

算法

考虑图 2所示的情况. 输入信号设计如下：

xxx(1) = (u(1), u(0))T ∈ PE(γ1
1 ,γ1

2 )

xxx(2) = (u(2), u(1))T ∈ PE(γ2
2 ,γ1

1 )

xxx(3) = (u(3), u(2))T ∈ PE(γ1
1 ,γ2

2 )

xxx(4) = (u(4), u(3))T ∈ PE(γ3
2 ,γ1

1 )

xxx(5) = (u(5), u(4))T ∈ PE(γ1
1 ,γ3

2 )

xxx(6) = (u(6), u(5))T ∈ PE(γ4
2 ,γ1

1 )

xxx(7) = (u(7), u(6))T ∈ PE(γ1
1 ,γ4

2 )

xxx(8) = (u(8), u(7))T ∈ PE(γ4
2 ,γ1

1 )

xxx(9) = (u(9), u(8))T ∈ PE(γ2
1 ,γ4

2 )

xxx(10) = · · · ; · · · · · ·

这样，在以模糊模型的中心点 (γi
1, γ

j
2)为中心的所有的持续

激励区域 PE
(γi

1,γ
j
2)
内都能找到至少一个输入向量，因而持

续激励条件 (7)成立，即采用按照上述步骤设计的输入信号

序列 {u(t)}, k = 2N1N2 步之后有 θθθ(k) = θθθ0.

算法 4. 二阶 N-ARMA系统持续激励输入信号设计的

改进算法

步骤 1. 取设定值 yd = γ1
1，使用一个 PID 控制器控

制系统使得 y(t) ∈ P1(PE(yd,γ1
2 )). 这里 P1(PE(yd,γ1

2 )) 表

示 PE
(yd,γ

j
2)
在坐标轴 x1 上的投影. 取使得 (y(t), u(t))T ∈

PE(yd,γ1
2 ) 满足的 u(t) 进行下一步的控制. 保存 x̄xx(1) =

xxx(t) = (y(t), u(t))T ∈ PE(yd,γ1
2 )和ȳ(t + 1).

步骤 2. 取 u(t)使(y(t), u(t))T ∈ PE
(yd,γ

j
2)

(j =

2, 3, · · · , N2)重复步骤 1, N2−1次，并记录包含 (xxx(t), y(t+

1))的数据对 (x̄xx(2), ȳ(3)), · · · , (x̄xx(N2), ȳ(N2 + 1)).

步骤 3. 取 yd = γ2
1 , γ3

1 , · · · , γN1
1 , 重复步骤1 和步

骤 2, N1 − 1 次，并记录包含 (xxx(t), y(t + 1)) 的数据对

(x̄xx(r), ȳ(r + 1))，r 每次加1. 这样总共有了 N1N2 对输入

输出数据，((x̄xx)(r), ȳ(r + 1))(r = 1, · · · , N1N2), 且x̄xx(r)在中

心点上.

步骤 4. 将前面得到的数据 (x̄xx(r), ȳ(r + 1)) 作为

(xxx(t), y(t + 1))，利用正交投影算法（5）―（6）计算参数

θθθ(N1N2) .

根据定理 2可证，θθθ(N1N2) = θθθ0 成立.

4 仿真研究

例. 辨识如下由二阶非线性移动平均 (N-MA)模型表示

的非线性系统

y(t + 1) = g(y(t), u(t)) =
u(t)

1 + y2(t) + u2(t)
(8)

模糊模型为 ŷ(t + 1) = f(y(t), u(t)). 定义 5 × 5 个模

糊集均匀地覆盖模糊系统输入的定义域 [−0.5, 0.5]× [−1, 1].

应用算法 4 来设计持续激励输入信号. 在 y 的定义域上有

5 个节点：−0.5,−0.25, 0, 0.25, 0.5. 依照算法4，需要一个

控制器，控制系统输出至 P1(PE
(yd,γ

j
2)

)，即 PE
(yd,γ

j
2)
在坐

标轴 x1 上的投影区域内，再选取 u(t) 使得 (y(t), u(t))T ∈
PE

(yd,γ
j
2)

(j = 2, · · · , N2) 成立并进行下一步的控制. 图 3

给出了使用 PI控制器的控制结果，其中控制器的比例系数

Kp = 0.25，积分系数 Ti = 5T，T 为控制周期.

容易看到上述控制器可以将系统输出控制到所

有的 P1(PE
(yd,γ

j
2)

) 区域内. 因此，选取以下可以迅

速达到的输出设定点以及控制作用节点： {yd} =

{−0.4,−0.24, 0, 0.24, 0.4}， {u} = {−1,−0.5, 0, 0.5, 1}，
它们决定了持续激励区域. 利用正交投影算法（5）―（6）

和测得的系统输入输出信号，对模糊模型的参数进行辨

识. 辨识结束后，模糊模型的参数很接近其真实值，为

[−0.4480,−0.3366,−0, 0.3366, 0.4480,−0.4854,−0.3816, 0,

0.3816, 0.4854,−0.5000,−0.4000, 0, 0.4000, 0.5000,−0.4854,

− 0.3816, 0, 0.3816, 0.4854,−0.4480,−0.3366, 0, 0.3366,
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图 3 设定值与PI控制的系统输出
Fig. 3 Setpoints and PI controlled outputs

图 4 系统输出与模型预测输出（5× 5 个模糊集）
Fig. 4 Plant outputs and model outputs (5× 5 fuzzy sets)

0.4480]T. 对于输入信号

u(t) =
(

sin(2πt/250), 1 ≤ t < 500

0.8 sin(2πt/250) + 0.2 sin(2πt/25), 500 ≤ t ≤ 800

(9)

图 4给出了原系统的输出和辨识得到的模糊模型的预测. 模

糊模型预测的平均绝对误差为 0.018. 可见辨识结果是满意

的.

5 结束语

本文讨论了使用乘积推理机、单值模糊产生器和中心―

平均模糊消除器的标准Mamdani型模糊系统以及正交投影

算法进行非线性系统辨识时，模糊系统模型中参数的收敛情

况. 基于模糊模型参数的估计值收敛到其真实值所需的持续

激励条件，给出了对于 N-MA和二阶 N-ARMA系统辨识的

持续激励输入信号设计的几个算法.

应当指出，上述工作只是一个引子. 对于非线性辨识中

模糊模型参数收敛性的问题，需要更深入的研究. 例如，选

用不同部件—不同类型的模糊推理机、模糊产生器、模糊消

除器和隶属度函数而构成的模糊系统，以及其它形式的参

数辨识算法的情况下，模糊系统模型中参数的收敛性值得讨

论. 另外，如何将本文的方法推广到具有任意维输入输出的

N-ARMA形式的非线性系统中去也有待进一步探讨.

致谢 第一作者感谢导师香港科技大学王立新博士的指导.
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