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自治分段线性振荡系统的离散映射
数值建模与稳定性分析
戴 欣1 黄席樾1 孙 跃1

摘 要 为研究自治分段线性振荡系统中出现的分叉及混沌动力学行为，系统建模及稳定性分析是一种必不可少的分析手段.

本文通过构造周期内离散映射解析模型，并结合边界条件的动态数值求解，提出了一种动态离散映射数值建模方法，进而推

导了用以判定系统周期闭轨稳定性的 Jacobian矩阵求解模型. 最后，本文以电力电子系统中一种常用的 5维软开关逆变自治

振荡电路作为实例，通过模型仿真观察到频率的分叉现象，并根据 Jacobian矩阵的特征乘数对系统的稳定性进行了研究. 基

于该模型的仿真分析结果与实验系统中所观察到的现象一致，从而验证了该方法的有效性.
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Study on Discrete Time Mapping Modeling and Stability
Analysis for Piecewise Autonomous Oscillation Systems

DAI Xin1 HUANG Xi-Yue1 SUN Yue1

Abstract System modeling and local stability analysis of equilibrium points are indispensable for analysis of bifurcation

and chaos behaviors observed in piecewise autonomous oscillation system. This paper presents a novel dynamic discrete

mapping modeling method and local stability criterion of equilibrium points. This modeling method sets up discrete

mapping model and boundary equations in analytic form respectively. With the aid of Newton-Raphson algorithm,

the boundary equations can be solved dynamically. Combining the mapping model with boundary dynamic solutions,

this mapping model can fulfill the requirements of fast-scale bifurcation analysis. To verify this modeling method, an

autonomous oscillation circuit used in power electronics soft switched converter is constructed. A frequency bifurcation

phenomenon is captured in both simulation results and experiment system. The analysis results of this bifurcation

phenomena show consistency between model simulation and experiment system.

Key words Autonomous piecewise, discrete mapping modeling, frequency bifurcation

1 引言

许多工程领域的振动系统，如电力电子开关变

换器，含有不灵敏区或饱和区的自动控制系统, 有干
摩擦阻尼的振动系统，在经过适当简化后，都具有

一个共同的数学特征，即在一个振动周期内系统的

动力学行为通常可以由一组分段线性的微分方程来

进行表示[1]，这样的系统也称为分段线性振荡系统，

根据振荡周期及分段区间对系统状态变量的依赖性，

又可将分段线性振荡系统划分为非自治分段线性振

荡系统与自治分段线性振荡系统.
在基于状态空间平均方法[2] 设计的分段线性振
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荡系统中，往往会发现诸如临界运行状态突变、不

明电磁或机械噪声、系统运行的频率不稳定以及无

法按设计要求运行等一些奇异或不规则现象[3]. 在
以往，人们往往将这些现象归咎于外界环境噪声及

人为因素影响. 但近年来的研究表明，其中相当一部
分奇异或不规则现象是系统内在分叉和混沌行为的

一种外部表现. 进入混沌运动的不确定性将导致系
统的运行状态无法预测和控制，从而造成分段线性

系统的性能受到极大的影响，甚至完全无法工作[3].
为研究这些分叉及混沌行为的内在机理，系统

建模及稳定性研究是一种必不可少的分析手段. 针
对非自治分段线性振荡系统，目前主要有三种建模

方法. 第一种是由 Hamill所提出的基于固定周期的
离散映射建模方法，也称为频闪映射模型[4]，该建模

方法能提供相对完整的动力学行为信息，对于系统

中分叉混沌行为研究具有较高的应用价值[3,5]，通过

应用该建模方法，目前已在许多低维 (维数低于等
于 3) 的非自治分段线性振荡系统中捕捉到一些由
分叉导向混沌的途径，如周期倍增分叉[6]、Hopf分

c© 2007 by Acta Automatica Sinica. All rights reserved.
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叉[7]等. 第二种是基于时域的数值积分方法，它通过
采用精细时域积分方法来描述系统动力学行为随时

间的演变过程. 但是基于这种模型的仿真计算工作
量相对较大，耗时多. 第三种是由 Middlebrook和
Cuk所提出的周期内的平均建模方法[8]，它根据周

期轨在各分段区域中所占比例，通过对状态空间模

型或 Fourier 级数模型进行加权平均来得到一个周
期内的平均模型，从而可利用传统线性系统理论对

系统稳态行为及稳定性进行分析. 但由于该方法无
法实现对系统暂态动力学行为的描述，只能实现对

一些慢尺度的分叉行为 (即分叉行为的周期远远大
于系统振荡周期)的研究，如 Hopf分叉现象[5].
针对自治分段线性振荡系统，由于系统的自治

特性，在动力学行为演变过程中，系统的振荡周期

依赖于系统状态变量，不再如同非自治分段振荡系

统的周期为一恒定值. 在此条件下，基于固定周期的
离散映射建模方法受到限制. 而系统的高维特性及
复杂的边界条件求解也造成精细时域积分法的计算

量过大. 因此，对该类系统目前应用较为广泛的还是
一些平均建模方法，如广义状态空间平均法[9]等. 由
于该法侧重于系统稳态行为的描述，无法完成对于

快尺度的分叉行为（即分叉行为周期与系统振荡周

期接近）研究，如周期倍增分叉及边界碰撞分叉行

为. 此外，Poincare映射建模法在低维 (3维以下)自
治振荡系统中也有应用[10]. 但是 Poincare 映射建
模方法通常仅适用于具有微分同胚定义的微分动力

学系统，而且对于 Poincare 截面的选取需要对相
空间的几何结构有一定的了解，通常对于 Poincare
截面的选取都是通过试错的方式进行的，在维数

大于 3 时 Poincare 截面选取显得尤为困难[11]. 因
此，Poincare映射建模方法对于高维自治线性振荡
系统的建模有其局限性.
本文针对自治分段线性振荡系统，通过构造周

期内离散映射解析模型，并结合边界条件的动态数

值求解，提出了一种动态离散映射数值建模方法，进

而推导了用以判定系统周期闭轨稳定性的 Jacobian
矩阵求解模型. 最后，本文以电力电子系统中一种
常用的 5维软开关逆变自治电路作为实例，通过模
型仿真观察到频率的分叉现象，并用 Jacobian矩阵
的特征乘数对系统的稳定性进行了研究. 模型仿真
分析结果与实验系统中所观察到的现象一致，从而

验证了该方法的有效性.

2 动态离散映射数值建模方法

设有一存在周期闭轨的自治分段线性振荡系

统，维数为 w (w > 3), 周期闭轨所处的 w 维相空

间 V ⊂ Rn 可以看作由多个 w − 1维的超平面所划

分成的 p个分段线性区域Mi (i = 1, 2, · · · , p)组成，
定义分段线性区域Mi 为

定义 1. 一个相空间的非空子集 Mi ⊂ V 被称

为分段线性区域是指在该集合中，自治分段振荡系

统总可以由一组分段线性的微分方程表示

ẋxx = Aixxx + BiEEEi (i = 1, 2, · · · , p)
xxx (0) = xxxi,0 xxx ∈ Mi

(1)

其中 xxx = [xxx1 ,xxx2, · · · ,xxxw]T 代表的是系统状态向
量，xxxi,0 ∈ Mi 表示为状态轨线在 Mi 上的初始状

态，Ai 表示的是系统在对应的分段线性区域Mi 中

的状态空间系数矩阵，Bi 表示对应的输入系数矩

阵，EEEi 表示系统输入变量.
令周期闭轨穿过每个分段线性区域Mi 的持续

时间为 ξi，一个完整振荡周期定义为 Td =
∑p

i=1 ξi，

依据线性定常系统的运动规律表达式
[12]
，在每个分

段线性区域 Mi 中建立状态映射关系如 (2) 式所示
(其中 i = 1, 2 · · · , p分别对应方程 (1) 中分段动力
学行为描述)

fi,ξi
(xxx) = Φi (ξi)xxx +

∫ ξi

0

Φi (ξi − τ) BiEEEidτ (2)

其中 Φi (ξi) = I +
∞∑

q=1

1
q!

Aq
i{xiqi (1 ≤ i ≤ p)，符

号 I 代表 w 维单位阵. 在工程中，由于存在能量消
耗环节，自治振荡系统通常需要外加能源用于维持

系统振荡，但作为输入的外加能源本身并非是周期

性的
[13]
，因此，对于自治振荡系统，不失一般性，我

们假设输入向量 EEEi 在每个分段区域内相对于状态

变量 xxx是慢变参数，从而可以简化 (2)式中积分算
项为

∫ ξi

0
Φi (ξi − τ) BiEEEidτ

=
∫ ξi

0

(
I +

∞∑
q=1

1
q!

Aq
i (ξi − τ)q

)
dτBiEEEi

=
[
ξiAi +

∞∑
q=1

1
(q+1)!

A
(q+1)
i ξ

(q+1)
i

]
A−1

i BiEEEi

=
[(

I +
∞∑

q=1

1
q!

Aq
i ξ

q
i

)
− I

]
A−1

i BiEEEi

= [Φi (ξi)− I]A−1
i BiEEEi

(3)

根据 (3)式的简化形式，可以把 (2)式的积分方程转
化为矩阵方程

fi,ξi
(xxx) = Φi (ξi)xxx+

[Φi (ξi)− I]A−1
i BiEEEi (1 ≤ i ≤ p)

(4)
令 xxx0 ∈ V 为系统初始状态, n = 0, 1, 2, · · · 为离散
映射的迭代指标, XXXn, XXXn+1 为在一个振荡周期 Td
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下的映射初态与终态, 依据由 (4)式所给出的每个线
性区域下的映射关系, 可得振荡周期 Td 下的离散映

射解析模型

XXXn+1 = F (XXXn, ξ1, ξ2, · · · ξp)
= fp,ξp

◦ f(p−1),ξ(p−1) ◦ · · ·
◦f2,ξ2 ◦ f1,ξ1 (XXXn) (XXX0 = xxx0)

(5)

其中 ◦代表复合映射，为求得离散映射模型中
的 ξi，需要对分段区域的边界条件进行求解，但对

于自治分段振荡系统，尤其是在高维 (w > 3) 的相
空间中，各个分段线性区域的边界条件定义通常是

以超越方程 (指含有指数函数、对数函数及三角函数
的方程) 形式隐式给出[14]. 定义具有一般形式的边
界条件为

Hi (ξ1, ξ2 · · · , ξi,XXXn) = 0 (1 ≤ i ≤ p) (6)

由超越方程给出的边界条件在一般情况下无法得到

以解析形式所表述的 ξi 解. 为求得 ξi，可以借助于

Newton-Raphson方法[15] 进行迭代数值求解，选取

(6)式中 Hi 函数的泰勒展开式中前二项对 Hi 函数

进行直线拟合，即

Hi

(
ξi(k), ξ1, ξ2 · · · , ξi−1,XXXn

)
+

(
ξi(k+1) − ξi(k)

) ·
∂Hi (ξi, ξ1, ξ2 · · · , ξi−1,XXXn)

∂ξi

∣∣∣∣
ξi=ξi(k)

= 0

(7)
其中 k ∈ Z+ 为 Newton-Raphson模型的迭代指标.
(7)式经变换可得到 ξi 的迭代求解模型

ξi(k+1) = ξi(k) + Hi

(
ξi(k), ξ1, ξ2 · · · , ξi−1,XXXn

) ·
(

∂Hi (ξi, ξ1, ξ2 · · · , ξi−1,XXXn)
∂ξi

)−1
∣∣∣∣∣
ξi=ξi(k)

(8)
根据振荡系统的Floquet理论[16]，为分析系统

周期闭轨稳定性，需要对系统特征方程的特征乘数

λ进行求解，由Floquet定理所给出的特征方程为

det (λI −DXXXn
F ) = 0 (9)

式中 DXXXn
F 称为 Jacobian 矩阵，它是由离散

映射模型 F 对XXXn 的偏导矩阵来给出的，值得注意

的是，由式 (5)所给出的离散映射模型 F 中，持续

时间 ξi 为映射函数 F 的变量，并且 ξi 分别为XXXn

和 ξ1 · · · ξi−1的函数，根据链导法则
[17]
，该 Jacobian

矩阵的一般求解形式为

DXXXn
F =

∂F

∂XXXn

+
p∑

i=1

(
∂F

∂ξi

∂ξi

∂XXXn

)
(10)

由于 ξi 是由 Hi 这个隐函数所确定，应用隐函数求

导方法
[17]
可得

∂ξi

∂XXXn

= −
(

∂Hi

∂ξi

)−1 (
∂Hi

∂XXXn

)
(11)

在上式中，求取算项 ∂Hi/∂XXXn可依据链导法则
[17]，

并结合各边界条件 Hi 的定义(方程 (6)给出)，得到
以下算式

∂Hi

∂XXXn

=
∂Hi

∂XXXn

+
i∑

q=1

(
∂Hi

∂ξq

∂ξq

∂XXXn

)
(12)

但值得注意的是，在上式中，方程左边的 ∂Hi/∂XXXn

项将Hi 函数中的 ξ1 · · · ξi 均看作 XXXn 的函数，而

方程右边的 ∂Hi/∂XXXn 项则将 Hi 函数中的 ξ1 · · · ξi

均看作常数. 将式 (11) 与式 (12) 代入式 (10)，我
们最终可以得到自治分段线性振荡系统一般形式

的 Jacobain矩阵计算形式

DXXXn
F =

∂F

∂XXXn

−
p∑

i=1

[
∂F

∂ξi

(
∂Hi

∂ξi

)−1
(

∂Hi

∂XXXn

+
i−1∑
q=1

(
∂Hi

∂ξq

∂ξq

∂XXXn

))]

(13)
定理 1. ( Floquet 定理)[16]，如果满足方程 (9)

中所有的特征乘数 λ 的模均小于 1，则对应于闭轨
的周期解是渐近稳定的，若有一个特征乘数的模大

于 1，则对应于闭轨的周期解是不稳定的.
依据这一判据，我们就可以对系统在某临界状

态下出现的不规则现象进行分析，以判断其是否是

分叉或混沌行为的一种表象. 以下是一个实际的自
治分段线性振荡系统，通过应用该建模方法，我们

对该系统中出现的频率分叉现象进行了研究.

3 自治分段振荡系统中出现的频率

分叉现象研究

电力电子中的软开关逆变电路是一种典型的自

治分段线性振荡系统，它通过利用功率流的自然过

零时刻来实现能量的柔性变换过程. 由于开关器件
在零电压或零电流的条件下完成其导通、关断过程，

开关器件的开关损耗理论上为零，变换器在效率不

下降的前提下可工作于很高的振荡频率，整个变换

器的体积、重量都可随频率的增加而大大减小[18].
软开关逆变电路近年来得到了广泛的应用. 但随着
应用的普遍，在系统中逐渐发现了一些不规则现象，

如运行状态突变、间歇电磁噪声、系统运行的频率

不稳定以及无法按设计要求进行工作等. 本文以一
个准谐振软开关全桥逆变电路作为研究对象，该逆
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变电路通常应用于电焊机逆变电源[19]及非接触电能

传输系统中，具体电路拓扑形式可参考文献 [20]. 我
们曾在该电路的实验系统中观察到频率随负载变化

而出现的突然跃迁现象. 以下是针对该电路应用上
述离散映射建模方法的分析过程. 该电路系统是一
个 5维的自治分段振荡系统，系统微分动力学方程
如下





didc

dt
= −Rdc

Ldc
idc − 1

Ldc
S(t)VC1 + 1

Ldc
Edc

dVC1
dt

= 1
C1

S(t)idc + 1
C1

iL1

diL1
dt

= −1
∆

VC1 − RL1
∆

iL1 + RL2M
L2∆

iL2 + M
L2∆

VC2

diL2
dt

= 1
∆′VC1 + RL1

∆′ iL1 − RL2L1
M∆′ iL2 − L1

M∆′VC2

dVC2
dt

= 1
C2

iL2 − 1
C2 R

VC2

(14)
其中

∆ = (L1L2 −M 2) /L2 ∆′ = (L1L2 −M 2) /M

令xxx = [ idc VC1 iL1 VC2 iC2 ]T为状态变量, 系统
初始状态 xxx0 = [ idc (0) 0 0 0 0 ]T, idc (0)为初始直
流电流值, Rdc, RL1, RL2, Ldc, L1, L2, C1, C2, Edc,
M 均为可看作常量的电路参数, 而 S (t) 为分段函
数, 分别对应着系统中两种可能的拓扑结构形式, 定
义如下

S(t) =

{
1 → ẋxx = A1xxx + B1Edc

−1 → ẋxx = A2xxx + B2Edc

(15)

令XXX0 = xxx0，n = 0, 1, 2 · · · ，并结合 (4)式及 (5)
式，我们可以建立系统的一个完整周期下的离散映

射模型如下

XXXn+1 =f2,ξ2 ◦ f1,ξ1 (XXXn) =
Φ2 (ξ2)Φ1 (ξ1)XXXn + (Φ2 (ξ2)− I) A−1

2 B2Edc+
Φ2 (ξ2) (Φ1 (ξ1)− I) A−1

1 B1Edc

(16)
其中完整周期定义为 Td =

∑2

i=1 ξi，根据软开关电

路的运行规律
[19]
，边界条件 H1 及 H2 是由状态变

量 VC1 在周期 Td 内的两次过零来进行定义

H1 (ξi,XXXn) = MC · f1,ξ1 (XXXn) = 0 (17)

H2 (ξ1, ξ2,XXXn) = MC · f2,ξ2 ◦ f1,ξ1 (XXXn) = 0 (18)

其中 MC = [ 0 1 0 0 0 ] 为状态投影矩阵，而 Ja-

cobain矩阵计算式可依据 (13)式定义

DXXXn
F =

∂F

∂XXXn

−

∂F

∂ξ1

(
∂H2

∂ξ1

)−1 (
∂H1

∂XXXn

)
− ∂F

∂ξ2

(
∂H2

∂ξ2

)−1
∂H2

∂XXXn

+

∂F

∂ξ2

(
∂H2

∂ξ2

)−1 (
∂H2

∂ξ1

)(
∂H1

∂ξ1

)−1 (
∂H1

∂XXXn

)

(19)
该 Jacobian 矩阵具体算项可依据链导法则进行计
算，在此不作详细叙述.

4 仿真结果及其频率分叉现象分析

根据所建立的离散映射模型 (16)式与 Jacobian
矩阵计算模型 (19)式，我们建立相应迭代计算算法
对该系统进行了仿真，在仿真中应用的电路参数如

表 1所示
表 1 仿真所用参数表

Table 1 Simulation parameters table

参数 参数值 参数 参数值 参数 参数值

L1 30.3 µH C1 2.3 µF RL1 0.2Ω

L2 27.3 µH C2 2.4 µF RL2 0.1Ω

Ldc 300.0 µH M 13.0 µH Rdc 0.2Ω

在仿真中发现系统的振荡频率随着负载电阻

值R的变化，在一段区域中对系统的初始输入电

压值Edc呈现出极为敏感的特性，针对具有微小

差别的初始输入电压值，在该区域中的系统的

振荡频率呈现出明显的分叉特性. 仿真结果如

图 1所示. 其中 A 系统对应的输入Edc为 70.1V.
而 B 系统对应的输入Edc为 70.2V，除此之外，A
系统与 B 系统其它参数与上述的电路参数相同.

图 1 A与 B系统中归一化频率σ随着

负载等效电阻值R的变化趋势

Fig. 1 Curve in A and B system of normalized frequency

σ varied with load resistance R

归一化频率σ定义为σ = ω/ω0，其中ω =
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2π/Td，而ω0为该软开关逆变电路的固有振荡频

率，定义为 ω0 = 1/
√

L1C1.
图 1是 A、B 系统振荡频率随负载等效电阻

值R的变化曲线. 从图中可以看出，在两个系统中，
随着负载电阻值R的增加，两条频率变化曲线由重

合逐渐转向相互分离，且变化趋势出现明显的不同，

在分叉区域内，A系统的频率变化曲线具有正的斜
率，而 B 系统的频率变化的斜率正好相反，由 0转
向负值. 同时，当R值增至 7.3欧姆附近时，B系统
的振荡频率甚至出现明显的跃变现象，由 1.1的归一
化频率跃变至 0.98. 而 A系统当R值升至 7.5欧姆
时，振荡频率的变化斜率由 0突变为一正值. 当R值

继续增加，A和 B系统的振荡频率的变化趋于平缓.
为分析该现象的内在机理，我们根据上述 Jacobian
矩阵求解模型(由式(19)给出)，对该周期系统周期闭
轨的特征乘数λ随R值的变化趋势进行了仿真，仿

真结果如图 2所示.
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图 2 A与 B系统中λ随R值的变化趋势图

Fig. 2 λ varied with load R in A and B system

图 2 (a)是 A 系统的特征乘数随R值的变化趋

势图，图中 × 代表特征值的位置，而虚线所构成
的单位圆则代表周期闭轨的稳定边界 (依据于定
理 1 ). 从图 2 (a)中可以看出，在左边一个特征乘数

随着R值的增加在R = 6.5欧姆时越过单位圆，从
而表明该周期闭轨不再是渐近稳定的. 而随着R值

的继续增加，该特征乘数继续向左移动，而当R值

为 6.9欧姆时，特征乘数随R值的变化趋势发生

改变，由向单位圆远离转向趋近单位圆向右移动，

当R值达到 7.8欧姆时，该特征乘数重新回到单位
圆内，表明其对应周期闭轨又重新获得稳定性. 最
后，特征乘数随R值的增加逐渐趋向一个极限值.而
图 2 (b)是 B系统的特征乘数随R值的变化趋势图.
在R值增至大于 6.5欧姆时，系统进入分叉区域，但
与图 2 (a)相比不同的是，在分叉区域中，B 系统中
有三个特征乘数穿过单位圆，从而使 B系统具有与
A系统完全不同的分叉特征，甚至出现了频率跃变
现象，而当R达到 8.0欧姆时，所有的特征乘数又重
回到单位圆内，系统周期闭轨重新具有稳定性. 但
A系统与 B系统在特征乘数重回单位圆时却分别趋
于不同的稳定周期解，这说明系统中在此时可能存

在多个完全不同的周期解. 而 A系统和 B系统最终
趋向的周期解只是其中稳定的两个. 对其它周期解
个数的确定及其相应稳定性还有待进一步研究.

与图 1相比，图 2 (a)与图 2 (b)中 A 和 B 系统
所出现的频率分叉及跃变现象正好出现在当特征乘

数穿出单位圆，进入不稳定区域的这一区间( R值

从 6.5至 8.0欧姆)，这一仿真结果与在实验系统中
观察到出现频率跃变现象的区域一致. 以上对于该
自治分段系统离散映射建模及分叉现象分析初步验

证了该建模方法及稳定性分析方法的可行性.

5 结论
在自治分段振荡系统中，由于系统所具有的强

非线性，传统基于状态空间平均的设计方法通常无

法保证系统动态行为的局部稳定性的要求[3]. 因此
在随着系统参数或状态变量变化时，系统中有可能

会出现结构不稳定或多周期解的现象. 此时的系统
行为将会对系统的微小扰动变得极为敏感，容易发

生拓扑结构的突变或多个周期解间的跳跃等复杂动

力学行为，这种类型的分叉也许并不具有标准类型

的分叉特征，因此在实验系统中通常被认作系统噪

声干扰或其它人为因素. 为研究这些非线性行为，本
文针对自治分段振荡系统的特性，提出了一种动态

离散映射数值建模方法，进而推导了用以判定系统

周期闭轨稳定性的 Jacobian矩阵求解模型. 该建模
方法可以很好地描述系统暂态动力学行为演变，对

研究系统中快尺度的分叉行为有一定参考价值.
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