
第 33 卷 第 1 期 自 动 化 学 报 Vol. 33, No. 1

2007 年 1 月 ACTA AUTOMATICA SINICA January, 2007

不确定广义系统的降阶H∞控制器设计
徐大波1 张庆灵1 胡跃冰1

摘 要 研究基于函数观测器的不确定广义系统的降阶 H∞ 控制器设计问题. 首先提出了基于严格线性矩阵不等式的不确定

广义系统 H∞ 控制的充分条件, 并用于状态反馈 H∞ 控制设计. 然后对所得控制增益进行降阶观测, 基于广义 Sylvester矩阵

方程的显式通解, 考虑系统的 H∞ 性能约束, 提出了降阶输出反馈控制器的参数化设计方法.
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Reduced-order HHH∞ Controller Design for Uncertain Descriptor Systems

XU Da-Bo1 ZHANG Qing-Ling1 HU Yue-Bing1

Abstract In this paper robust reduced-order observer-based H∞ controller design for uncertain descriptor systems is

investigated. Firstly, based on strict linear matrix inequalities, a sufficient condition for H∞ control of uncertain descriptor

systems is proposed to design the state feedback H∞ control law. Then the control gain is used to design the reduced-

order observer. Based on an explicit general solution to a class of generalized Sylvester equations, a parameterized design

method is presented with the constraint of H∞ performance.

Key words Uncertain descriptor systems, H∞ control, functional observer, generalized quadratic stability, reduced-

order control

1 引言

反馈控制是一种常用且有效的系统控制方法,
通过反馈控制可以使系统满足预定的性能指标, 其
中状态反馈已经充分显示出了在反馈控制中的重要

性和优越性[1]. 但实际情况表明, 对于一个确定的系
统, 很多情况下不可能实际获得系统的状态, 这就使
得系统很难实现状态反馈, 基于观测器进行控制设
计就成为一个必要的手段和有效的方法. 近年来, 应
用 Luenberger函数观测器设计反馈控制器问题, 已
经得到了广泛的研究, 并取得一些重要的结果[2∼4].
相比全阶控制器, 降阶控制器的阶数较低, 在实

际应用中成本也较低, 因此深受工程师们的偏爱[1].
基于降阶观测器进行降阶控制器设计是一种可行的

方法, 通过这种方法, 我们可以首先设计降阶观测
器, 参数化观测器系数, 然后通过反馈H∞优化控制
来确定各参数, 实现H∞降阶控制. 由于实际被控对
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象的不确定性的存在, 以及观测器设计中遇到的带
约束的广义 Sylvester方程的求解问题[5,6] 以及解的

表达形式的限制, 使得通常的方法很难实现不确定
广义系统的降阶控制. 文献 [7]研究了广义系统的干
扰解耦观测器设计问题, 提出了基于 Sylvester矩阵
方程的显式通解的参数化设计算法, 该方法大大降
低了计算的复杂性, 并且具有较高的设计自由度. 本
文利用文献 [7]的观测器设计方法, 首先对H∞ 状态
反馈增益进行渐近降阶观测，然后设计降阶控制器,
基于广义 Sylvester 矩阵方程的显式通解[8] 和线性

矩阵不等式优化方法, 实现广义系统的降阶 H∞ 控
制.
本文在第 3 节, 首先提出了一种基于严格线性

矩阵不等式的状态反馈 H∞ 控制的新的设计方法.
在第 4 节利用所得状态反馈增益矩阵, 提出了基于
观测器的降阶 H∞ 控制设计方法. 为了便于叙述,
文中作如下约定: 对于矩阵 A, He{A} := A + AT.
E ∈ Rn×n 为奇异矩阵, rank(E) = r ≤ n; Ξ ∈
Rn×(n−r), Θ ∈ Rn×(n−r), 满足 ETΞ = 0, EΘ = 0,
且 rank(Ξ) = rank(Θ) = n − r; X ∈ Rn×n, Q ∈
Rn×n, Y ∈ Rn×(n−r), S ∈ Rn×(n−r). I 表示适当维

数的单位矩阵, 对 ∀t ∈ R+, 时变不确定矩阵 ∆(t)
满足 ∆T(t)∆(t) ≤ I.

c© 2007 by Acta Automatica Sinica. All rights reserved.
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2 问题描述和准备工作

2.1 问题描述
考虑如下形式的不确定线性连续广义系统

Eẋ(t) = (A + ∆A)xxx(t) + (B1 + ∆B1)www(t) + Buuu(t)

zzz(t) = C1xxx(t) + D11ωωω(t) + D12uuu(t)

yyy(t) = (C2 + ∆C2)xxx(t) + (D21 + ∆D21)ωωω(t)
(1)

其中[
∆A ∆B1

∆C2 ∆D21

]
=

[
Mx

My

]
∆(t)

[
Nx Nω

]
(2)

这里 xxx(t) ∈ Rn×n 为系统状态向量, 初始状态满足
Exxx(0−) = 0, zzz(t) ∈ Rq 为控制输出向量, yyy(t) ∈ Rp

为测量输出向量, uuu(t) ∈ Rl 为输入向量, ωωω(t) ∈
Rn×n 为扰动输入向量, 其它系数矩阵均有适当的维
数.
本文的目的是设计如下降阶 H∞ 控制器

θ̇ = Hθθθ + TBu + Zy

u = F1θθθ + F2y
(3)

其中 θθθ ∈ Rm(m ≤ n)为控制器状态向量, 参数矩阵
H, T , Z, F1, F2 均具有适当的维数, 并且满足

1) limt→∞(u − Kx) = 0 (ω ≡ 0). K 为系统 (1)
的 H∞ 状态反馈增益矩阵；

2) 由系统 (1) 和控制器 (3) 构成的闭环系统是广
义二次稳定的[9], 且对于给定的 γ > 0, H∞ 性
能指标 Jzω =

∫∞
0

(zTz − r2ωTω) < 0.

2.2 预备结论
引理 1. 给定矩阵 E, X > 0, Y , 若 (ETX +

Y ΞT) 可逆, 则必存在矩阵 Q > 0, S, 使得 EQ +
SΘT = (ETX + Y ΞT)−1.

引理 2. 如果存在矩阵 X > 0, Y , 使得

He
{
(ETX + Y ΘT)(A + ∆A)

}
< 0 (4)

对所有允许的不确定项∆A均成立,则系统Eẋ(t) =
(A + ∆A(t))xxx(t)是广义二次稳定的.

3 H∞ 性能分析和状态反馈控制器设
计

首先考虑如下形式的不确定线性连续广义系统

Eẋ(t) = A∆xxx(t) + B∆ωωω(t)

zzz(t) = Cxxx(t) + Dωωω(t)
(5)

这里 A∆ = A + ∆A, B∆ = B + ∆B,
[
∆A ∆B

]
=

M∆(t)
[
Nx Nω

]
, 系统的初始状态满足 Exxx(0) =

0, 各矩阵及向量均具有适当维数.
定理 1. 系统 (5)是广义二次稳定的, 并且对于

给定的 γ > 0, H∞ 性能指标 Jzω < 0, 如果存在矩
阵 X > 0, Y , 及 µ > 0, 使得



He {(ETX+ ∗ ∗ ∗
Y ΞT)A}+ µNT

x Nx

BT(ETX + Y ΞT)T+ −γI+ ∗ ∗
µNT

ω Nx µNT
ω Nω

C D −γI ∗
MT(ETX + Y ΞT)T 0 0 −µI




< 0

(6)
上式中, ∗ 表示对称矩阵中对称位置元素的转置 (下
同). 定理 1 的证明需要用到 Schur 补引理和文献
[10]中的结论. 由引理 1, 我们可以得到类似定理 1
的另一形式的条件.
定理 2. 系统 (5)是广义二次稳定的, 并且对于

给定的 γ > 0, H∞ 性能指标 Jzω < 0, 如果存在矩
阵 Q > 0, S, 及 µ > 0, 使得



He {A(EQ + SΘT)T}+ ∗ ∗ ∗
µMMT

BT −γI ∗ ∗
C(EQ + SΞT)T D −γI ∗

Nx(ETQ + SΞT)T Nω 0 −µI




< 0

(7)
根据条件 (7), 我们给出系统 (1) 的状态反馈

H∞ 控制器设计方法.
定理 3. 对于系统 (1)和给定正实数 γ > 0, 如

果存在适当维数的矩阵 Q > 0, S, G, 及 µ > 0, 使
得



He {A(EQ + SΘT)T+ ∗ ∗ ∗
BG}+ µMMT

BT −γI ∗ ∗
C1(EQ + SΘT)T+ D11 −γI ∗

D12G

Nx(EQ + SΘT)T Nω 0 −µI




< 0

(8)
则存在状态反馈控制器 u = G(EQ + SΘT)−Txxx(t),
使得闭环系统广义二次稳定, 且具有 H∞ 范数约束
γ.

不同于以往的设计方法和结论[1,11], 条件 (8)为
严格线性矩阵不等式, 可以利用 Matlab-LMI 工具
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箱直接求解.

4 降阶 H∞控制器设计

在上述工作的基础上, 我们考虑降阶控制器 (3)
的设计方法. 首先考虑观测误差, 由观测误差极限
limt→∞(u−Kx), 令

e = u−Kx

= F1θ + F2y −Kx

= F1ε + (F1TE + F2C2 −K)x + F2∆C2x+

F2D21∆ω

其中 ε = θ−TEx. 记B1∆ = B1 +∆B1(t), D21∆ =
D21 + ∆D21(t), 对 ε求导可得

ε̇ = Hε + (HTE + ZC2 − TA)x+

(Z∆C2 − T∆A)x− (ZD21∆ + TB1∆)ω (9)

可见, 如果误差系统 (9) (ω ≡ 0)是广义二次稳定的,
并且方程

λ(H) ⊂ C− (10)

HTE + ZC2 − TA = 0 (11)

F1TE + F2C2 −K = 0 (12)

F2

[
My D21

]
= 0 (13)

有解, 则有 limt→∞ e = 0.
下面我们首先考虑方程 (10) ∼ (13)的求解, 然

后结合由系统 (1) 和控制器 (3) 构成的闭环系统的
H∞ 范数约束, 确定控制器 (5)的参数矩阵. 首先将
方程 (12)和 (13)等价表示为

F1

[
TE 0 0

]
+ F2

[
C2 My D21

]
−

[
K 0 0

]
= 0 (14)

方程 (11)和 (14)为广义 Sylvester方程, 文献
[5], [6] 给出了一种含有矩阵广义逆形式的参数解,
但是考虑到系统的 H∞ 性能约束, 需要找到解的适
当参数化表示形式. 方程 (11)和 (14)有解, 当且仅
当存在矩阵 T 使得

rank

[
TE

C2

]
= rank




TE

C2

TA




rank

[
TE 0 0
C2 My D21

]
= rank




TE 0 0
C2 My D21

K 0 0




(15)

成立[7,8]. 若存在矩阵 T 满足 (15)式, 则存在可逆矩
阵 U1, V1, U2, V2, 使得矩阵H, Z, F1, F2 参数化为

[
H Z

]
=

[
A0T

−1
1 L

]
U1 =

[[
A0T

−1
1 L

]
U11

[
A0T

−1
1 L

]
U12

]
(16)

[
F1 F2

]
=

[
K0T

−1
2 N

]
U2 =

[[
K0T

−1
2 N

]
U21

[
K0T

−1
2 N

]
U22

]
(17)

其中, 矩阵 T1 与 A0, T2 与 K0 分别具有相同的列

数, 且T1, T2可逆. 矩阵 L, N 为自由参数, U1 =[
U11 U12

]
, U2 =

[
U21 U22

]
.

注 1. 对于满足 (15) 式的矩阵 T , 如果自由参
数 L, N 都不存在, 即 H, Z, F1, F2 仅由参数 T 唯

一确定, 此时可以直接验证条件 (10). 若满足, 则存
在控制器 (3).
下面考虑 H∞ 性能约束, 进一步的确定自由参

数 L, N 的值, 并使得由系统 (1)和降阶控制器 (3)
构成的闭环系统广义二次稳定.

定理 4. 系统 (30) 是广义二次稳定的, 且具
有 H∞ 范数约束 γ > 0, 如果存在适当维数的矩阵
P > 0, Q > 0, S > 0, G, N 及 µ > 0, 使得
2
6666666664

He
˘
(A + BK)ΦT

1

¯
+ ∗ ∗ ∗ ∗

µΦ1N
T
x NxΦ1

FT
1 BT Φ2 ∗ ∗ ∗

BT
1 + µNT

ω NxΦT
1 ΦT

3 −γI ∗ ∗
(C1 + D12K)ΦT

1 D12F1 D11 −γI ∗
MT

x ΦT 0 0 −µI

3
7777777775

< 0

(18)

其中, Φ =
[
PA0T

−1
1 G

]
U12My − PTMx, F1 =[

K0T
−1
2 N

]
U21, G = PL, Φ1 = EQ +

SΘT, Φ2 = He
{[

PA0T
−1
1 G

]
U11

}
, Φ3 =[

PA0T
−1
1 G

]
U12D21 − PTB1.
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由定理 4可得 L = P−1G, 再由 (16)式和 (17)
式可以得到控制器 (3) 的各参数矩阵. 综合以上分
析, 我们可以给出基于函数观测器的降阶 H∞ 控制
器设计算法.

算法 1.
1) 根据定理 3，求解 H∞ 状态反馈增益矩阵K.
2) 根据条件 (15)，对参数矩阵 T 赋值.
3) 求解方程 (11)和 (14), 得到H, Z, F1, F2的参数

表示式. 若 L, N 均不存在, 转入 4); 反之, 转入 5).
4) 若满足条件 (10), 利用 Matlab 中的函数 mincx
计算 H∞ 性能上界 γ. 若不满足条件 (10), 返回 2).
5) 根据定理 4和函数mincx确定 L, N 和 γ 的最优

值. 若不可行, 返回 2).
注 2. 在算法过程中, 可以通过不断更新参数 T

的取值, 优化 H∞ 性能上界 γ.

5 结论

通过降阶观测器的参数化, 进一步考虑系统的
H∞ 控制器设计问题. 该方法避免了传统观测器设
计中解的表达形式的约束, 基于广义 Sylvester方程
显式通解, 考虑了系统的 H∞ 性能约束. 控制器的
阶数可以自由调整, 能够实现较高的设计自由度. 在
系统的状态无法直接获知的情况下, 可以采用降阶
输出反馈控制器实现对系统的 H∞ 控制.
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