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基于在线感知Pareto前沿划分目标空间的多目标进化优化

封文清 1 巩敦卫 1

摘 要 多目标进化优化是求解多目标优化问题的可行方法. 但是, 由于没有准确感知并充分利用问题的 Pareto 前沿, 已

有方法难以高效求解复杂的多目标优化问题. 本文提出一种基于在线感知 Pareto 前沿划分目标空间的多目标进化优化方

法, 以利用感知的结果, 采用有针对性的进化优化方法求解多目标优化问题. 首先, 根据个体之间的拥挤距离与给定阈值的关

系感知优化问题的 Pareto 前沿上的间断点, 并基于此将目标空间划分为若干子空间; 然后, 在每一子空间中采用 MOEA/D

(Multi-objective evolutionary algorithm based on decomposition) 得到一个外部保存集; 最后, 基于所有外部保存集生成

问题的 Pareto 解集. 将提出的方法应用于 15 个基准数值函数优化问题, 并与 NSGA-II、RPEA、MOEA/D、MOEA/D-

PBI、MOEA/D-STM 和MOEA/D-ACD 等比较. 结果表明, 提出的方法能够产生收敛和分布性更优的 Pareto 解集, 是一种

非常有竞争力的方法.
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Abstract Multi-objective evolutionary optimization is a feasible way to solve multi-objective optimization problems.

However, previous methods have difficulties in efficiently tackling a complex multi-objective optimization problem, since

they cannot accurately perceive the shape of the Pareto front and take full advantages of it. A multi-objective evolutionary

algorithm with objective space partition based on online perceiving the Pareto front of an optimization problem is proposed

in this study. In the proposed method, a series of discontinuous points on a Pareto front which is getting from the

relationship between the crowded distance of individuals and a given threshold are first detected. Then, the objective

space is divided into a number of sub-spaces based on these points. In each sub-space, the multi-objective evolutionary

algorithm based on decomposition (MOEA/D) is employed to obtain an external archive set. Finally, the Pareto optimal

set of the problem is formed based on all the external sets. The proposed method is compared with NSGA-II, RPEA,

MOEA/D, MOEA/D-PBI, MOEA/D-STM, and MOEA/D-ACD on 15 benchmark optimization problems. The results

empirically demonstrate that the proposed method has capabilities in obtaining a Pareto optimal set with good performance

in convergence and diversity, and is a competitive alternative for multi-objective optimization.
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优化是工程实践和科学研究中主要的问题形式

之一, 其中, 仅有 1 个目标函数的优化问题, 称为
单目标优化问题; 目标函数超过 1 个且存在冲突的
最优化问题, 称为多目标优化问题 (Multi-objective
optimization problems, MOPs). 与单目标优化问
题相比, 多目标优化问题更加普遍地存在于科学研
究和工程应用领域, 如半导体制造、工业调度以及控
制系统[1−4]. 其特点在于, 优化问题不仅包含多个目
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标, 而且目标之间相互冲突, 从而难以得到使各目标
都达到最优的解, 而只存在一个折衷解的集合, 称为
Pareto 最优解集 (Pareto-optimal set)[5]. 针对多目
标优化问题, 出现众多优异的多目标进化算法[6−9],
其中文献 [10] 在 2009 年提出基于分解的多目标
进化算法 (Multi-objective evolutionary algorithm
based on decomposition, MOEA/D), 该算法首先
将多目标优化问题分解成多个单目标子问题, 然后
并行优化各子问题, 并基于聚合函数选择最优解, 提
高了 Pareto 解集的选择压力, 并通过实验验证了所
提方法对解决具有复杂 Pareto 前沿形状的问题有
较好的效果.
针对多目标优化问题, 最初采用数学规划方法,

将多目标优化问题转化为单目标问题, 典型的方
法包括: 加权和法、切比雪夫法 (Tchebycheff ap-
proach), 以及边界交集法等[11−12]. 多目标优化问题
的目标函数和约束函数可能是非线性、不可微或不

连续的, 使得传统的数学规划方法求解效率偏低, 且
对权值和目标的次序敏感. 20 世纪 80 年代中期, 进
化优化应用于求解多目标优化问题, 即多目标进化.
90 年代中期, 多目标优化开始迅速发展, 大体分为
两个阶段:
第一阶段主要采用基于 Pareto 占优的个体

选择和适应值共享的多样性保持, 典型的方法
有多目标遗传算法 (Multi-objective genetic algo-
rithms, MOGA)[13]、非支配排序遗传算法 (Non-
dominated sorting genetic algorithm, NSGA)[14]

和小生境遗传算法 (Niched Pareto genetic algo-
rithm, NPGA)[15]. MOGA 首先基于 Pareto 占优,
将种群中的个体划分不同的等级, 并基于此对个体
排序; 然后通过适应度共享调整个体的适应值, 并基
于调整后的适应值选择优势个体. MOGA 大的选择
压力, 导致种群往往早熟收敛. NSGA 选择非被占
优解之后共享一个虚拟适应值, 并选择后续的非被
占优解. NSGA 不但计算复杂度高, 而且需要预先
设定共享参数的值. 在 NPGA 中, 采用基于 Pareto
占优的锦标赛选择并辅以小生境技术, 生成子代种
群. 但是, 该算法中小生境半径的选取和调整困难,
且需要确定比较集的规模.
第二阶段主要以外部保存集用来存放进化过程

中的非被占优个体, 保证了解集的分布性, 代表性
的方法有强度 Pareto 进化算法 (Strength Pareto
evolutionary algorithm II, SPEA-II)[16]、非支配
排序遗传算法 II (Non-dominated sorting genetic
algorithm II, NSGA-II)[17] 和 Pareto 包络选择算
法 II (Pareto envelop-based selection algorithm-II,
PESA-II)[18]. NSGA-II 基于序值的快速非被占优
解排序, 降低了计算复杂度. PESA-II 基于网格选择

个体, 使得解集具有好的收敛性, 特别适合于求解高
维多目标优化问题. 但是, 该算法执行一次选择操作
只能选择一个个体, 导致计算消耗增多, 且解集的多
样性不佳. SPEA 约定适应度低的个体对应高的选
择概率, 并设置除进化种群外的一个外部种群, 保存
当前非被占优个体. 当外部种群的个体数目超过设
定值时, 采用聚类方法删减个体, 从进化种群和外部
种群中选择个体进行交叉和变异操作. 但是, 该算法
的计算复杂度较高.
实际的多目标优化问题的 Pareto 前沿往往具

有复杂的特征, 可能是长尾、多峰或不连续的. 如
果问题的 Pareto 前沿具有长尾, 那么, 获得好的分
布性能的解集将非常困难; 多峰优化问题往往需要
寻找多个极值点, 而已有方法主要求解优化问题的
全局极值, 因此, 非常具有挑战性; 当优化问题的
Pareto 前沿不连续时, 间断边界搜索的不准确, 往
往导致解集的分布范围非常有限. 对于这些优化问
题, 已有方法通常难以有效求解.
为了有效求解具有复杂 Pareto 前沿的优化问

题, 文献 [19−20] 提出了新的非被占优解保留方法,
并且通过优化 Pareto 解集的评价指标, 代替优化
原来的问题; 虽然在多种评价指标中, 超体积 (Hy-
pervolume) 最为常用, 但是, 鉴于其计算耗时长, 因
此, 利用蒙特卡洛方法估计超体积. 文献 [21−22] 是
MOEA/D 的改进, 通过分析 Tchebycheff 聚合函
数, 确定初始的方向向量, 且引入方向向量的自适应
调整, 获得具有好的分布性的解集. 文献 [23] 提出
了一个参考向量引导的多目标优化算法, 采用角度
惩罚距离的标量化方法, 平衡目标空间中解的收敛
和多样性, 根据目标函数的尺度动态调整参考向量
的分布. 文献 [24] 针对规则和不规则 POF 的问题,
提出基于分解的参考向量自适应的 g-DBEA 算法,
采用学习期间积累的关于特定的参考矢量的非支配

解的数量的信息, 引导参考矢量的适应.
需要指出的是, 这些工作假定优化问题的

Pareto 前沿形状可粗略估计, 并基于 Pareto 前沿
形状, 设计有针对性的求解方法. 对于实际的优化问
题, 与该问题相关的数据往往难以获取, 从而难以估
计问题的 Pareto 前沿. 如果基于进化求解过程获取
的数据, 在线感知问题的 Pareto 前沿, 那么, 在后续
的求解过程中, 将能够基于感知的 Pareto 前沿, 设
计有针对性的优化问题求解方法, 对于优化问题的
解决, 是非常有帮助的.
鉴于此, 本文研究多目标优化问题 Pareto 前沿

的在线感知问题, 并提出基于在线感知 Pareto 前沿
划分目标空间的多目标进化优化方法. 首先, 基于拥
挤距离, 感知优化问题的 Pareto 前沿是否存在间断
点; 然后, 如果存在间断点, 那么, 将目标空间划分为
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若干子空间, 并在每一子空间上采用MOEA/D, 得
到一系列外部保存集, 基于此, 生成问题的 Pareto
解集; 否则, 采用传统的 MOEA/D, 生成问题的
Pareto 解集.

本文的贡献主要体现在如下 3 个方面: 1)
提出了基于拥挤距离的优化问题 Pareto 前
沿间断点感知方法; 2) 提出了基于在线感
知 Pareto 前沿划分目标空间的多目标进化优
化方法; 3) 将提出的方法应用于 15 基准数
值函数优化问题, 并与 NSGA-II、基于参考点
的进化算法 (Reference points-based evolution-
ary algorithm, RPEA)[25]、MOEA/D、MOEA/D-
PBI[26]、MOEA/D-STM[27] 和MOEA/D-ACD[28]

等比较, 验证了所提方法的有效性.
本文结构安排如下: 第 1 节综述相关工作; 本文

的方法在第 2 节提出; 第 3 节将提出的方法应用于
基准数值函数优化问题, 并与已有方法对比; 最后,
第 4 节总结全文, 并指出需要进一步研究的问题.

1 相关工作

不失一般性, 本文考虑如下多目标优化问题[5]:

minfff (xxx) = (f1 (xxx) , f2 (xxx) , · · · , fm (xxx))

s. t. xxx ∈ S ⊂ Rn (1)

其中: xxx 为 n 维决策向量, S 为 xxx 的可行域,
fi (xxx) , i = 1, 2, 3, · · · ,m, 为第 i 个目标函数, m

为目标函数个数.
在多目标优化中, 常用到如下重要定义.
定义 1. Pareto占优: 考虑问题 (1)的任意 2个

解 xxx1,xxx2 ∈ S, 且 xxx1 6= xxx2, 如果 ∀i = 1, 2, 3, · · · ,m,
使得 fi(xxx1) ≤ fi(xxx2), 且 ∃j = 1, 2, 3, · · · ,M 使得

fj(xxx1) < fj(xxx2), 那么, 称 xxx1 占优 xxx2, 记为 xxx1 Â xxx2.
定义 2. Pareto 最优解集: 对问题 (1) 的一个

解 xxx∗ ∈ S, 如果不存在 xxx′ ∈ S, 使得 xxx′ Â xxx∗1, 那么,
称 xxx∗1 为该问题的 Pareto 最优解. 所有 Pareto 最优
解构成的集合, 称为 Pareto 最优解集.

定义 3. Pareto 前沿: Pareto 最优解集在目标
空间中形成的 (超) 曲面, 称为 Pareto 前沿.
很多实际优化问题的 Pareto 前沿往往具有复

杂的特性. 为了有效求解该问题, 感知 Pareto 前沿
的特性, 并基于此设计有针对性的进化优化方法, 是
非常必要的. 在诸多复杂的 Pareto 前沿特性中, 不
连续即 Pareto 前沿存在间断区域, 是非常有代表性
的. 对于该类问题, 如果仅通过增加种群规模, 受到
非被占优个体的选择方法的影响, 对间断区域的描
述往往不理想, 且该方法所需的计算量大. 鉴于此,
已有方法主要通过改变个体的分布, 求解 Pareto 前
沿含有间断区域的优化问题, 主要分为如下 3 类.

1) 优先保留稀疏个体[29−33]. 在环境选择中, 当
个体的序值相同时, NSGA-II 选择拥挤距离大的个
体进入下一代. 但是, 该方法难以寻找孤立点, 也难
以获得分布均匀的 Pareto 解集. 公茂果等[34] 根据

个体在目标空间的相似度, 对 Pareto 前沿自适应
划分, 并基于划分的区域, 选择代表性个体, 提高了
Pareto 解集的分布性能. 但是, 该方法得到解集的
收敛性能尚需进一步提高, 此外, 非被占优个体的选
择也受 Pareto 前沿形状的限制.

2) 引导个体向间断区域进化[35]. 差分进化采用
特殊的变异算子, 并通过将差分向量加入基向量生
成新的个体, 引导个体向间断区域进化, 具有很好的
局部开发能力, 但是, 差分进化参数和优化性能的关
系分析比较复杂. Deng 等[35] 提出了用于求解约束

多目标优化问题的蚁群算法, 该算法保存发现的所
有非被占优解, 用于指导蚂蚁向间断区域进化, 以提
高解的分布性能, 但是, 对间断区域的感知与搜索时
间长, 且易陷入局部最优.

3) 个体均匀选择. 依据间断区域方向向量对应
的解, 描述间断区域; 根据个体的均匀选择, 获得间
断区域的 Pareto 分布; 基于分解机制的多目标进
化算法依靠方向向量和聚合函数的选择, 具有较优
的收敛速度和分布性能, 但是, 对间断区域的搜索
受方向向量的制约, 存在较大不确定性. 随后, 提
出有针对性的改变解的分布, 提高复杂 Pareto 前
沿上个体的分布性能, 以获得间断区域的 Pareto 前
沿. 其中, MOEA/D-PBI[36−37] 是基于惩罚的边界

交叉函数的分解多目标进化算法, 该算法在一定程
度上隐式地考虑了解与方向向量的接近程度, 但惩
罚策略的性能受惩罚系数 θ 的限制. 自适应方向向
量调整方法 (MOEA/D-AWA), 基于新的方向向量
初始化技术, 自适应地调整复杂 Pareto 前沿的方
向向量, 以获取均匀性的解, 增强对间断区域的搜
索能力, 但是, 该方法没有采用特定的种群替换策
略. MOEA/D-STM[27] 利用稳态匹配模型协调解

的选择过程, 把子问题和解作为两个不同的代理,
子问题倾向于选择聚合函数值更小的解, 解倾向于
选择与其距离更近的子问题, 以平衡多样性和收敛
性. MOEA/D-TPN[38] 针对复杂 Pareto 前沿优化
问题, 将方向向量分为中间和外部区域两部分, 通
过计算这两个区域个体间的拥挤距离, 判断 Pareto
前沿的凹凸性, 并采用坐标变化方法, 将凹 Pareto
前沿转化为凸 Pareto 前沿, 以获得更好的分布性
能, 但是, 该方法需要设置大量参数. 此外, 改进的
MOEA/D-ACD 自适应调整约束分解策略[28], 提出
对子问题施加约束, 利用从搜索中收集的信息自适
应调整约束的策略, 虽然能获得良好的分布, 但是约
束条件的调整降低了解的收敛速度.



8期 封文清等: 基于在线感知 Pareto 前沿划分目标空间的多目标进化优化 1631

本文根据个体之间的拥挤距离与给定阈值的

关系, 搜索间断点; 基于相邻的间断点, 将目标
空间划分为多个子空间, 并在每个子空间上采用
MOEA/D, 生成该子空间上的 Pareto 前沿, 进一步
形成含有间断区域 Pareto 前沿. 第 2 节, 将详细阐
述本文提出的基于在线感知 Pareto 前沿划分目标
空间的多目标进化优化方法.

2 提出的方法

2.1 总体框架

本节提出一种基于在线感知 Pareto 前沿划分
目标空间的多目标进化优化方法, 思想是: 基于个体
之间的拥挤距离, 判断 Pareto 前沿是否存在间断点.
如果存在, 首先确定间断点的位置; 然后, 将目标空
间划分为多个子空间, 并在每一子空间上采用局部
MOEA/D 求解, 通过合并不同子空间上的 Pareto
前沿, 形成优化问题的 Pareto 前沿; 否则, 在整个空
间上采用传统的MOEA/D 求解.

容易看出, 间断点判断、目标空间划分、局部
MOEA/D 设计, 以及 Pareto 前沿形成, 是需要解
决的关键技术. 在后续的几小节, 将详细阐述这些关
键技术的实现方法.

2.2 间断点的判定

判定优化问题的 Pareto 前沿是否存在间断点,
一种最直观的想法是: 考察种群进化到某代为止得
到的外部保存集, 如果该集合中某元素的拥挤距离

大于一个设定的阈值, 那么, 在该元素及其相邻的元
素之间可能存在 Pareto 前沿间断点. 基于此, 本小
节提出一种基于拥挤距离的 Pareto 前沿间断点判
定方法, 该方法首先基于种群进化, 得到一个外部保
存集; 然后, 采用已有方法, 计算该集合中每一元素
的拥挤距离; 最后, 设定一个拥挤距离阈值, 并将外
部保存集中每一元素的拥挤距离与该阈值比较, 如
果大于该阈值, 那么, 该元素及其相邻的元素可能存
在间断点; 否则, 不存在间断点. 需要注意的是, 这
里, 基于拥挤距离判定是否存在间断点, 判定结果的
准确性与外部保存集中元素的分布、阈值的设定等

有关. 不同的分布和设定值, 将导致不同的判定结
果. 因此, 某一分布和阈值下的判定结果不一定是准
确的.
现在给出判定优化问题 Pareto 前沿间断点的

具体方法. 首先, 将每代种群进化得到的非被占优个
体放入外部保存集, 并基于此, 更新外部保存集. 记
种群进化到第 t 代, 得到的外部保存集为 A(t), 该集
合包含的元素为 a1, a1, · · · , a|A(t)|, 其中, |A(t)| 为
A(t) 包含的元素个数. 对 A(t) 的元素按照第 1 个
目标值从小到大排序, 如果有多个元素的第 1 个目
标值相同, 那么, 再对这些元素按照第 2 个目标值
从小到大排序, 以此类推, 得到一个有序的外部保存
集. 在不引起混淆的情况下, 仍记排序后的外部保存
集为 A(t).
然后, 计算第 i 个元素 ai 的拥挤距离. 采用式

(2) 的方法, ai 的拥挤距离记为 C(ai), 可以表示为:

图 1 总体框架

Fig. 1 General framework
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C(ai) =
m∑

j=1

(fj(ai+1)− fj(ai−1)) (2)

最后, 判定是否存在间断点, 并确定间断点的位
置.
定义 4. 间断区域和间断点:
记拥挤距离阈值为 δ, 当 C(ai) ≥ δ 时, ai−1 和

ai、ai 和 ai+1 中至少有一对在目标空间的距离比较

大. 不妨设 ai−1 和 ai 在目标空间的距离比较大, 那
么, 在近似 Pareto 前沿上, ai−1 和 ai 之间的区域很

可能是一个间断区域, 此时, ai−1 和 ai 是间断点.
容易看出, 间断点判定与 δ 密切相关, 不同的 δ

取值, 得到的间断点可能有很大差别. 现在给出一种
δ 的取值方法. 对于 A(t) 中元素 i 的拥挤距离为

C(ai). 对于所有的目标函数值, 能够得到这些拥挤
距离的平均值. 那么, δ 可以表示为:

δ =
α

|A(t)|
|A(t)|∑
i=1

C(ai) (3)

式中, α 为调整系数, 取值通过实验设定. 由式 (3)
可知, α、|A(t)| 和 C(ai) 是影响 δ 的因素. 其中,
C(ai) 由 Pareto 前沿决定, |A(t)| 为 A(t) 包含的元
素个数, 是固定值, 那么, α 是决定 δ 取值的关键.

由式 (3) 可知, 拥挤距离阈值 δ 为种群个体

拥挤距离平均值的 α 倍. 如果点 ai 和 ai−1 满足

C(ai) ≥ δ、C(ai−1) ≥ δ, 那么, 将点 ai 和 ai−1 加

入间断点集合, 并输出间断点集合.
如图 2 所示, 其中, 图 2 (a) 表示选取 α 计算拥

挤距离阈值, 分别计算每个个体的拥挤距离, 其中,
C 点和 D 点的拥挤距离最大, 其次是 A 点和 B 点,
然后是 E 点和 F 点; 从图 2 (a) 可看出, C 点和 D

点的拥挤距离明显大于 δ, A 点和 B 点的拥挤距离

略大于 δ, 得到间断点 C 点、D 点和 A 点、B 点;
图 2 (b) 中可以看出, E 点和 F 点的拥挤距离小于

δ, E 点和 F 点之间不存在间断区域, E 点和 F 点

不是间断点. 此时, 间断点集合为 {A,B, C, D}.

图 2 搜索间断点

Fig. 2 Searching for discontinuous points

算法 1. 搜索间断点

输入: 调整系数 α, 种群 A(t)

输出: 间断点保存集 BP = {BP1, · · · , BPl}
1) 根据式 (3) 计算拥挤距离阈值 δ

2) for i = 1 to |A(t)|
3) if C(ai) > δ

4) BP ← BP ∪ ai

5) end

6) end

7) return BP = {BP1, · · · , BPl}

在算法 1 中, 首先, 计算 δ (第 1 步); 接着, 依
次计算每个个体的拥挤距离, 判断是否大于 δ (第 3
步), 若大于, 则将该点加入间断点 BP 中 (第 4 步);
最后, 算法结束 (第 7 步), 并输出间断点保存集.

2.3 目标空间划分

基于第 2.2节得到的间断点,本小节将目标空间
划分, 思想是: 首先, 基于间断点, 得到若干网格[21];
然后, 合并满足条件的网格, 得到划分后的目标空
间.

首先, 以间断点作为分界点, 得到目标空间的
若干网格. 以 2 目标优化问题为例, 说明网格的形
成过程. 设间断点分别为 ak−1 和 ak, 那么, 分界
点在目标空间的坐标分别为 (f1(ak−1), f2(ak−1)) 和
(f1(ak), f2(ak)). 这样一来, f1(ak−1) 和 f1(ak) 将
f1 轴分为 3 部分, f2(ak−1) 和 f2(ak) 将 f2 轴也分

为 3 部分, 如式 (4) 所示.




fj,1 : fj ≤ min{fj(ak−1), fj(ak)}
fj,2 : min{fj(ak−1), fj(ak)} < fj <

max{fj(ak−1), fj(ak)}
fj,3 : fj ≥ max{fj(ak−1), fj(ak)}

(4)

式中, fj,1、fj,2 和 fj,3 分别表示基于间断点, 得到的
f1 轴的第 1、第 2 和第 3 部分, j = 1, 2. 选取 f1 和

f2 轴的某一部分, 得到的包围区域形成一个网格.进
一步, 将网格在各目标方向的最大值, 作为该网格的
坐标. 如图 3 所示, 基于 2 个间断点, 形成 9 个网格.

类似的, 可以得到 3 及以上目标优化问题网格
的形成过程. 记间断点的个数为 l, 那么, 优化问题
的 Pareto 前沿由 l/2 + 1 个分片的 Pareto 前沿构
成. 此时, 网格形成的伪代码如算法 2 所示.

算法 2. 网格形成

输入: 间断点个数 l, 间断点集合 BP = {BP1, · · · ,

BPl}
输出: 网格集合 G

1) for n=1 to l/2

2) f1,i1 , f2,i2 , · · · , fr,i3 ← F (BP(2n−1)) and F (BP(2n))

3) (f1,i1 , f2,i2 , · · · , fr,i3) ← f1,i1 , f2,i2 , · · · , fr,i3 ,
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i1, i2, i3 = 1, 2, 3

4) G ← G ∪ {(f1,i1 , f2,i2 , · · · , fr,i3)}
5) end

6) return G

算法 2 描述了基于间断点分割目标空间的方
法. 为了分割含有多个间断点的多维目标空间, 首
先, 选取间断点 F (BP(1)) 和 F (BP(2)) (第 2 步),
依式 (4) 计算坐标轴被间断点分割后的坐标范围,
f1,i1 , f2,i2 , · · · , fr,i3 在目标空间形成的区域, 称为一
个网格 (第 3 步), 并保存到网格集合G 中 (第 4 步).
重复以上操作, 直到间断点 F (BP(l−1)) 和 F (BP(l))
为止, 得到网格集合 G, 算法结束 (第 6 步).
将目标空间划分成一系列网格之后, 进化种群

的任一个体, 均落入某一网格之中. 在这些网格中,
有的不包含进化个体, 称为空网格; 包含个体的网
格, 称为正常网格. 将空网格与正常网格合并, 形成
更大的子空间, 有利于在该子空间上采用合适的进
化方法, 生成问题的 Pareto 解集. 网格合并时, 主
要利用间断点与网格的占优关系, 将间断区域和非

支配间断区域的网格合并, 接下来以二维空间为例,
策略如下.
首先, 寻找间断区域所在的网格. 在所有的空

网格中, 满足 (f1,i, f2,j) > F (ak−1), (f1,i, f2,j) >

F (ak), i, j = 1, 2, · · · ,m 的空网格, 占优间断点
F (ak−1) 和 F (ak), 那么, 剩余的网格即为间断区域
所在的网格, 如图 4 中的网格⑤、⑥、⑧和⑨.
然后, 依据间断点与网格的占优关系合并网格.

考虑每一对间断点, 选取距理想点最近的作为分割
点, 合并分割点所在的网格和占优分割点的网格. 如
图 4 所示, 在 ak−1 和 ak 中, ak−1 距理想点 (坐标原
点) 近, 那么, 以 ak−1 作为分割点, 合并网格①、④
和⑦.

最后, 形成若干子空间. 基于分割点得到分割线
(面), 处于分割面两侧的区域, 为分割之后的子空间.
如图 4 所示, 基于 ak−1, 得到一条分割线, 位于分割
线左侧的网格与占优区域一起, 形成子空间 PF1; 位
于分割线右侧的网格与间断区域一起, 形成子空间
PF2.

图 3 网格的形成

Fig. 3 Forming grids

图 4 目标空间划分

Fig. 4 Dividing the objective space
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2.4 局部MOEA/D设计

第 2.3 节中, 将存在间断区域的 Pareto 前沿
的目标空间划分为多个子空间, 接下来给出局部
MOEA/D 的设计方法.
在不增加计算量的前提下, 为了获得 Pareto 前

沿良好的分布和收敛性能, 本文采用如下方法: 针对
收敛性, 采用子空间信息交互的方法, 即利用其他子
空间种群进化所提供的有价值信息, 促进本空间个
体的进化; 针对分布性, 在子空间中采用MOEA/D
的同时增加对解的选择条件, 保证解的分布性能.

局部MOEA/D 的步骤如下:

步骤 1. 初始化算法总代数max gen, 令 ti = 0.

步骤 2. 生成个体 y. 选取子空间 i 中的个体, 经交叉变

异获得个体 y.

步骤 3. 计算 y 所在的子空间 j. 如果 i 6= j, 那么, 子

空间 i 和 j 进行信息交互; 否则, y 参与子空间 i 非被占优解

的选择.

步骤 4. 子空间 i 的种群进化, 形成子代个体, 更新外部

保存集 Ai(t).

步骤 5. 判断子空间 i 是否进化了max gen 代, 如果满

足, 转步骤 6; 否则, 令 ti = ti + 1, 转步骤 2.

步骤 6. 输出子空间 i 的进化结果和外部保存集.

接下来, 给出局部 MOEA/D 中涉及到的主要
策略: 子空间的信息交互和子空间内非被占优解的
选择.
子空间之间通过信息交互协同进化, 加快了

子空间内个体的收敛速度. 信息交互方法为: 首
先, 选取子空间内个体 x, 进行交叉和变异操作,
生成新个体 y; 然后, 计算 y 在目标空间的位置

F (y) = {f1(y), · · · , fm(y)}, 并与每个子空间坐标
依次比较, 判断 y 所在的子空间; 最后, y 参与所在

子空间非被占优解的选择.





PF1 : fr(y) ≤ fr(XBP (1))
PFi+1 : fr(XBP (i)) < fr(y) < fr(XBP (i+1))
PFk+1 : fr(y) ≥ fr(XBP (k))

(5)
式中 i = 1, · · · , k − 1.
如图 5所示, C 为分割点, f1(C) = f1(Xc)为分

割线,子空间PF1和PF2的范围为 (−∞ < f1(x) ≤
f1(Xc), −∞ < f2(x) < +∞) 和 (f1(XC) < f1(x),
−∞ < f2(x) < +∞). 以点 C 为例, 首先, 将 C 对

应的元素 XC 进行变异, 得到新个体 y; 然后, 判断
y 与子空间 PF1 或 PF2 的关系, 假设存在两种情
况, 生成的新个体分别用 C ′ 和 C

′′
表示: 如果 C ′ 位

于 PF1 子空间, 即 f1(C ′) < f1(Xc), 那么, C ′ 参与
PF1 子空间非被占优解的选择; 如果 C ′′ 位于 PF2

子空间, 即 f1(C ′′) ≤ f1(Xc), 那么, C ′′ 参与 PF2

子空间非被占优解的选择.
局部MOEA/D选择非被占优解时, 要求解、理

想点与方向向量的夹角小于 〈λi, λi+1〉/2, 以获得更
好的分布性能. 对于经交叉和变异产生的新解 y, 满
足如下条件时, y 占优 x, 为方向向量 λi 对应的解,
将 y 加入子空间的外部保存集中, 同时将 x 从子空

间的外部保存集中删除.
1) 当 x、y 满足 〈λi, F (y)− z∗〉 < 〈λi, λi+1〉/2

和 〈λi, F (x)− z∗〉 > 〈λi, λi+1〉/2 时, 如图 6 (a) 所
示;

2) 当 x、y 满足 〈λi, F (y)− z∗〉 < 〈λi, λi+1〉/2
和 〈λi, F (x)− z∗〉 < 〈λi, λi+1〉/2, 且 满 足

g(y|λi, z∗) < g(x|λi, z∗) 时, 如图 6 (b) 所示;

图 5 子空间信息交互

Fig. 5 Information interaction among subspaces

图 6 个体分布的调整

Fig. 6 Adjusting the distribution of individuals

3) 当 x、y 满足 〈λi, F (y)− z∗〉 > 〈λi, λi+1〉/2
和 〈λi, F (x)− z∗〉 > 〈λi, λi+1〉/2, 且 满 足

g(y|λi, z∗) < g(x|λi, z∗) 时, 如图 6 (c) 所示.
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其中, g(.) 为加权 Tchebycheff 函数, 对于第 i

个子问题, 该函数可以表示为:
min g(x|λi, z∗) = max

1≤j≤m
{λi

j|fj(x)− z∗j },
x ∈ A(t)

式中, 〈λi, F (y)− z∗〉为方向向量 λi 和 F (y)−z∗ 的
夹角, 〈λi, λi+1〉 为相邻方向向量的夹角, 如图 6 (c)
所示.

2.5 Pareto前沿形成

在种群进化中, 通常采用外部保存集保留优势
个体, 但在 Pareto 前沿不连续这一类特殊问题中,
不连续部分的感知结果往往包含被占优解, 此时, 将
感知结果保存在一个外部保存集中是不可行的. 因
此, 本文提出每个子空间采用一个独立的外部保存
集, 用于存放该子空间中非被占优的解. 子空间的保
存集中, 不仅包含 Pareto 前沿的非被占优解, 也包
含 Pareto 前沿间断部分的感知结果.

第 2.3 节将目标空间分割为若干个子空间, 每
个子空间包含的个体数量是不规则的. 为了获得更
好的分布性能, 本小节根据子空间内 Pareto 前沿的
跨度, 设定子空间外部保存集的规模, 即 Pareto 前
沿跨度较大的子空间, 需包含较多的个体. 子空间内
个体的数量, 通过子空间外部保存集规模的调整实
现.
子空间 h 外部保存集大小为 |Ah(t)|. 对于子空

间 h, 包含 |Ph(t)| 个个体, 对于 |Ph(t)| 中的任意元
素 ai 和 aj, 计算子空间 h 内个体在目标函数 r 上的

差 |fr(ai)− fr(aj)|, 那么, 子空间 Pareto 前沿的跨
度为 Lh.

Lh =
m∑

r=1

max
ai,aj∈Ph(t)

|fr(ai)− fr(aj)|,

i, j = 1, · · · , |Ph(t)|, i 6= j (6)

记优化问题 Pareto 前沿的跨度为 L, l 为间断点个

数, 那么,

L =

l
2+1∑
h=1

Lh (7)

子空间 h 的外部保存集规模为

|Ah(t)| = Lh|A(t)|
L

(8)

确定子空间 h 的外部保存集规模后, 需要从 Ph(t)
选择个体保存到外部集合 Ah(t) 中. 子空间 h 包含

|Ph(t)| 个个体, 如果 |Ph(t)| 大于子空间的外部保存
集规模 |Ah(t)|, 那么, 删除拥挤距离最小的个体, 并
从外部保存集中删除对应的元素; 如果存在多个最
小拥挤距离相同的个体, 那么, 随机删除其中一个;

否则, 选择拥挤距离最大的个体, 进行交叉和变异运
算, 生成新的个体, 并保存到该子空间的外部保存集
中; 如果存在多个最大拥挤距离相同的个体, 那么,
随机选择其中任意一个, 进行交叉和变异运算, 直到
子空间包含的个体数量等于子空间外部保存集的规

模.
如图 7 所示, PF1 和 PF2 分别为两个子空

间, 子空间上 Pareto 前沿的跨度为 L1 和 L2, 且
L1 < L2. 比较 PF1 和 PF2 中个体数量 |P1(t)| 和
|P2(t)| 与外部保存集规模 |A1(t)| 和 |A2(t)| 大小.
如果 |P1(t)| > |A1(t)|, 且 |P2(t)| < |A2(t)|, 那么,
计算 PF1 和 PF2 中个体的拥挤距离, 删除 PF1 中

拥挤距离最小的个体 C, 并更新 PF1 的外部保存集;
选择 PF2 中拥挤距离大的个体 G 进行交叉和变异

操作, 得到 G′, 并将 G 和 G′ 保存到 PF2 的外部保

存集中, 直至 |P1(t)| = |A1(t)| 和 |P2(t)| = |A2(t)|.

图 7 个体数量调整

Fig. 7 Adjusting the number of individuals

算法 3 提出调整子空间内个体数量的方法. 首
先, 计算每个子空间 Pareto 前沿的跨度 (第 1 步至
第 3 步); 然后, 采用式 (7), 计算目标空间中优化
问题 Pareto 前沿的跨度 L (第 4 步); 接着, 采用式
(8), 计算子空间外部保存集的规模 (第 6 步) 并根据
子空间包含个体数量与外部保存集规模的关系, 增
加或删除个体 (第 7 步至第 13 步); 最后, 输出子空
间的外部保存集 (第 15 步).

算法 3. 子空间外部保存集的生成

输入: 间断点个数 l, 间断点集合 BP = {BP1, · · · ,

BPl}
输出: 子空间外部保存集 Ah(t)

1) for h = 1 to l/2 + 1

2) 根据式 (6), 计算各个子空间的跨度 Lh

3) end

4) 根据式 (7), 计算优化问题 Pareto 前沿的跨度 L

5) for h = 1 to l/2 + 1

6) 根据式 (8), 计算子空间 h 的外部保存集大小
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|Ah(t)|
7) while |Ah(t)| 6= |Ph(t)|
8) if |Ah(t)| > |Ph(t)|
9) find x = min(C(xi)), 产生新解 y, Ph(t) =

Ph(t) ∪ y

10) else

11) find x = max(C(xi)), Ph(t) = Ph(t)− x

12) end

13) end

14) end

15) return {P1(t), · · · , Pi(t), · · · , Pl/2+1(t)}

合并各子空间的外部保存集 Ah(t), 得到整个种
群的外部保存集, 记为 A(t) = ∪l/2+1

h=1 Ah(t), 其中,
所有子空间保存集中个体的数量之和等于种群规模,
即 N =

∑l/2+1

h=1 |Ah(t)|. 集合 A(t) 不仅包含全局最
优解, 也包含描述间断区域的局部最优解, 以准确详
细地感知 Pareto 前沿在间断区域的变化.
基于上述工作, 本文提出的基于在线感知

Pareto 前沿划分目标空间的多目标进化优化方法,
(Multi-objective evolutionary optimization with
objective space partition based on online percep-
tion of Pareto front) 记为 MOEA-PPF, 如算法 4
所示.

算法 4. MOEA-PPF算法

输入: N : 种群大小, T : 邻域大小, B(i) = {i1, · · · ,

iT } : λi1 , · · · , λiT 是方向向量 λi1 最近的 T 个方向向量,

~z: 理想点, zzz = (z1, · · · , zr)
T, zi = min{fi(xxx

1), fi(xxx
2), · · · ,

fi(xxx
N )}, α : 调整系数

输出: 外部保存集 EP

1) Initialize:

初始种群 xxx1, · · · ,xxxN , 初始化 zzz = (z1, · · · , zr)
T, zi =

min{fi(xxx
1), fi(xxx

2), · · · , fi(xxx
N )}, 令 gen = 1

2) while gen < max gen

3) if gen == max gen/2

4) 利用第 3.3 节, 分割空间;

5) 初始化子空间的外部保存集, 子空间邻域 B′(i);
理想点 zzz(1), zzz(2), · · · , zzz(l/2 + 1)

6) end

7) if gen < max gen/2

8) 采用MOEA/D 方法, 更新外部保存集 A(t)

9) else

10) 采用局部 MOEA/D 方法, 更新外部保存集

Ah(t), 其中, h = 1, · · · , l/2 + 1

11) end

12) gen = gen + 1

13) end

14) return EP = A1(t) ∪ · · · ∪Ak+1(t)

在算法 4 中, 首先, 在种群进化前期, 采用传
统 MOEA/D, 并将最优解保存在外部保存集 A(t)

中; 然后, 当种群进化到最大运行代数/2 时 (第 4
步), 根据算法 1 获得间断点; 采用算法 2 划分子
空间; 依据算法 3 初始化子空间的外部保存集; 此
外, 初始化子空间邻域 B′(i) 以及子空间的理想点
zzz(1), zzz(2), · · · , zzz(l/2+1) (第 5 步); 接着, 在种群进
化后期, 采用局部MOEA/D, 更新与子空间 h 对应

的理想点 zzz(h) 和外部保存集 Ah(t) (第 10 步); 最
后, 将子空间的外部保存集合并, 得到 Pareto 解集
并输出 EP (第 14 步).

3 实验与结果

本文基于拥挤距离搜索间断点, 在个体进化过
程中, 主要基于MOEA/D 方法, 因此与MOEA/D
和其改进算法相比较是十分必要的. 本节通过

实验, 评价所提方法的性能. 实验包括如下 2 部
分: 1) 考察算法中参数 α 的取值, 对优化问题
Pareto前沿感知的影响; 2)将提出的方法与NSGA-
II、RPEA、MOEA/D、MOEA/D-PBI、MOEA/D-
STM 和MOEA/D-ACD 等流行的多目标进化优化
方法比较, 评价所提方法的性能.

3.1 优化问题和性能指标

ZDT 和 WFG 是目前应用最广泛的基准

优化问题. 这些基准优化问题的目标函数个数
和决策变量个数都可以由用户给定. WFG 系

列问题具有很多特性, 求解难度高. 本文选择

ZDT1、ZDT2、ZDT3、ZDT4、ZDT6、KUR 和
WFG1-WFG9[39−41] 作为测试优化问题. 在这些问
题中, ZDT1、ZDT2、ZDT4、ZDT6、WFG3、WFG4、
WFG5、WFG6、WFG7 和 WFG9 具有连续的
Pareto 前沿; ZDT1 函数的 Pareto 前沿分布均匀、
凸型、没有局部极值, 用来测试算法求解凸 Pareto
前沿优化问题的能力; ZDT2 函数的 Pareto 前沿是
凹型、没有局部极值; ZDT3 函数具有 5 段不连续的
Pareto 前沿, 用来检测算法求解不连续 Pareto 前
沿优化问题的能力; ZDT4 是比较复杂的函数, 第一
个变量的取值范围与其他变量不同, 且包含局部极
值, 算法极易陷于局部极值 (伪 Pareto 前沿), 它的
Pareto 前沿形状与 ZDT1 函数相同, 该函数检测算
法跳出局部最优解的能力; ZDT6 函数的 Pareto 前
沿与 ZDT1 函数相似, 但它的 Pareto 前沿分布不均
匀. KUR 的 Pareto 前沿由 2 个不连续的曲线组成,
WFG4-WFG9 的 Pareto 前沿面为凹函数, WFG1
具有混合的 Pareto 前沿, 且由 5 段不连续的曲线组
成, WFG2具有凸且分离的 Pareto前沿, WFG3具
有线性且退化的 Pareto 前沿, WFG8 则具有凹且
不连续的 Pareto 前沿. 这些函数用来测试算法求解
Pareto 前沿是凹、凸、连续、不连续和包含多个局
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部极值优化问题的能力. 由于这些测试函数的前沿
不同, 该系列问题非常适合于考察本文算法的性能.
实验中, 采用广泛使用的世代距离 (Generation

distance, GD) 测度, 反映某方法所得 Pareto 前沿
的收敛性能, 采用反世代距离 (Inverted generation
distance, IGD) 测度[42], 反映某方法所得 Pareto 前
沿的综合性能, 此外, 提出完备率 (Completeness
rate, CR) 测度, 评价某方法所得 Pareto 前沿的分
布性能.
记 P ∗ 为优化问题真实的 Pareto 解集, P 为采

用任一方法所得的 Pareto 解集, 那么, P 的 GD 值
和 IGD 值可以表示为:

GD(P ∗, P ) =

∑
v∈P

d(v,P∗)

|P |
(9)

IGD(P ∗, P ) =

∑
v∈P∗

d(v,P )

|P∗|
(10)

式 (9) 中, d(v, P ∗) 为 P 中的元素 v 到 P ∗ 的距离,
|P | 为 P 中元素的个数; 式 (10) 中, d(v, P ) 为 P ∗

中的元素 v 到 P 的距离, |P ∗| 为 P ∗ 中元素的个
数. Pareto 解集的 GD 值越小, 那么, 该方法所得
Pareto 前沿的收敛性能越好; Pareto 解集的 IGD
值越小, 那么, 该方法所得 Pareto 前沿的收敛性和
分布性越好, 从而综合性能越好.
计算 Pareto 解集的 CR 测度时, 首先, 将目标

函数均匀划分为若干区间; 然后, 将 Pareto 前沿上
的个体向目标函数投影; 最后, 统计包含投影的区间
占整个区间的比. P 的 CR 值可以表示为:

CR(P ∗, P ) =
m∑

r=1

flag(r, k)
|P | , k = 1, · · · ,

|P ∗|
m

(11)
式中, flag(r, k) 是一个标志函数, 如果第 r 个目标

函数的第 k 个区间内存在 Pareto 前沿上个体的投
影, 那么, 该函数的值为 1; 否则为 0, 即 CR ∈ [0, 1].
Pareto 解集的 CR 值越大, 那么, Pareto 前沿越
接近优化问题真实的 Pareto 前沿, 从而该方法对
Pareto 前沿的感知能力越强.

算法 5. 计算 CR测度

输入: P ∗, P, m

输出: CR

1) for r = 1 to m

2) for k = 1 to (|P ∗|/m)

3) flag(r, k) = 0;

4) end

5) end

6) for r = 1 to m

7) Scale(r) = (max(P ∗(r))−min(P ∗(r)))/(|P ∗|/m)

8) for j = 1 to |P |

9) for k = 1 to (|P ∗|/m)− 1

11) if (min(P ∗(r)) + k × Scale(r) < P (j, r)

≤ min(P ∗(r)) + (k + 1)× Scale(r))

11) flag(r, k) = 1;

12) end

13) end

14) end

15) end

16) return CR = (
∑k=1:(|P∗|/m)

r=1:m flag(r, k))/|P |

3.2 对比方法与参数设置

选择NSGA-II、RPEA、MOEA/D、MOEA/D-
PBI、MOEA/D-STM 和MOEA/D-ACD, 作为对
比方法, 评价所提方法的性能. 上述方法主要依据均
匀分布的方向向量和个体之间的拥挤距离等选择策

略, 没有感知和充分利用优化问题的 Pareto 前沿的
信息, 对 Pareto 前沿的感知, 是发现问题特性的一
种途径, 根据所研究问题的特性, 设计有针对性的方
法, 而优化方法的针对性, 则决定了求解问题的效
率. 本文基于进化求解过程获取的数据, 在线感知问
题的 Pareto 前沿, 基于感知的 Pareto 前沿, 设计
MOEA-PPF. 由于本文采用局部MOEA/D 求解优
化问题, 因此, 选择MOEA/D 及其改进算法进行对
比, 是十分必要的. 此外, NSGA-II 的个体选择和外
部保存集更新策略比较有代表性, 因此, 与该方法对
比, 能够评价所提方法的性能. RPEA 是基于参考
点引导的进化算法, 与本文基于参考点 (向量) 的方
法相似, 因此本文方法非常有必要与 RPEA 对比.
所有的方法均采用相同的种群规模和进化终

止代数, MOEA-PPF 设置 α 为 13, 比较所得的
Pareto 前沿完备性和 IGD 性能.
种群大小: 选择的对比方法和测试用例统一使

用 N = 500
运行次数和终止条件: 每个算法独立运行 30

次. 在进化 800 代后, 算法终止. MOEA/D、
MOEA/D-PBI、MOEA/D-STM、MOEA/D-ACD
和MOEA-PPF 邻域大小设置为 T = 20.

RPEA 的参数设置: aref = 0.4, δ = 0.05.

MOEA-PPF 调整系数设置为: α = 13.

3.3 实验结果与分析

1) α 取值对优化问题 Pareto 前沿感知的影响
参数 α 的设置对 MOEA-PPF 的性能起关键

的作用. 本部分通过采用MOEA-PPF 求解 ZDT3,
考察参数 α 的影响. 图 8 分别展示了种群进化 800
代后, 不同 α 的 IGD 指标、GD 指标和运算时间;
图 9 展示了 α 为 3、4、13、22 以及 23 时, IGD 随
进化代数变化的曲线, 其中, 图 9 (b) 为图 9 (a) 的局
部放大图.
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图 8 不同时 α 的 IGD、GD 和运算时间

Fig. 8 Curves of IGD, GD and time for different values

of α

从图 8 (a) 可以看出, 参数 α 的值增大到 5 时,
IGD 指标下降的较快, 这说明, 较小的 α 值阻碍

进化, 获得的 IGD 性能较差; 参数 α 的值增大到

14 时, IGD 指标无变化, 此时, MOEA-PPF感知的
Pareto前沿相似; 参数 α的值增大到 21时, IGD指
标缓慢增长, 这意味着, 随着 α 增大, 算法对 Pareto
前沿的感知能力降低; 参数 α 的值增大到 23 时,

IGD 指标快速上升, 这意味着, 过大的 α 将明显阻

碍算法获得的 Pareto 前沿的性能.

图 9 IGD 指标随 α 的变化曲线

Fig. 9 Curves of IGD with respect to the number of

generations for different values of α

从图 8 (b) 可以看出, 参数 α 的值增大到 7 时,
GD 指标上升的快, 这说明, 较小的 α 值促进种群的

收敛, 获得的 GD 性能较好; 参数 α 的值增大到 21
时, GD 指标缓慢增长, 这意味着, 随着 α 增大, 种
群的收敛性能略有降低; 参数 α 的值增大到 23 时,
GD 指标略有下降, 这意味着, 种群的收敛性能提升.

从图 8 (c) 可以看出, 参数 α 的值增大到 5 时,
运算时间快速下降, 这说明, 较小的 α 值阻碍进化,
消耗运算时间较长; 参数 α 的值增大到 23 时, 运算
时间无明显变化, α 的值继续增大, 不会明显增加算
法的运算时间.
根据图 8 可知, 参数 α 的取值, 需要综合分析

算法的 IGD、GD 和运算时间. 较小的 α 值, 可以获
得较好的 GD 指标, 但 IGD 指标较差, 运算时间较
长; 较大的 α 值, 可以获得较好的GD 指标, 但 IGD
指标较差; 对比 GD 和 IGD 的定义可知, GD 反应
种群的收敛性能, IGD 综合反应种群的收敛性能和
分布性能, 在 α 取值时, 优先考虑 IGD 值和运算时
间, 再考虑 GD 值.

图 9 为参数 α 选择 3、4、13、22 以及 23 时,
IGD随进化代数变化的曲线.从图 9中可以看出, 1)
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参数 α = 13 时, IGD 指标最优. 这说明, 算法感知
的 Pareto 前沿具有良好的性能; 2) 算法运行初始阶
段, IGD 指标上升, 随后, α 为 3、4、13 的 IGD 指
标在大约 60 代后, IGD 指标的变化趋于平缓, α 选

择 22 和 23 时, IGD 指标下降较慢. 这说明, 算法运
行初始化阶段, 子空间重新分配, 导致 IGD 指标变
差, 但在 α 选取合适的情况下, IGD 指标可快速下
降. 综上所述, α 应设置为一个合理的值, 以取得最
佳的综合性能.
图 10 为 α 选择 3、13、22 以及 23 时, 所获得

的 Pareto 前沿. 从中可以看出, 在 α = 13 时, 可准
确感知 Pareto 前沿在间断区域的变化.

2) 与其他方法的对比
表 1 和 2 列出不同方法求解 ZDT1、ZDT2、

ZDT3、ZDT4、ZDT6、KUR 和 WFG1-WFG9
所得 Pareto 解集的 IGD 和 CR 值.
首先, 针对 Pareto 前沿连续的测试问题, 比较

各方法所得Pareto解集的 IGD值.当求解测试问题
ZDT1 和 ZDT2 时, 对于 IGD 测度, 方法优劣的排

序为: MOEA/D-ACD、MOEA/D-STM、MOEA-
PPF、 MOEA/D、 MOEA/D-PBI、 RPEA 和

NSGA-II. ZDT1和ZDT2的Pareto前沿均为连续,
MOEA/D-ACD 选择优势个体时, 依据个体与方向
向量的夹角, 因此, 具有更好的分布性; MOEA/D-
STM 依据个体与方向向量的距离选择优势个体,
性能劣于 MOEA/D-ACD; MOEA-PPF 没有搜索
到间断点, 无法划分目标空间, 此外, 采用 MOEA-
PPF 对非被占优解的选择与MOEA/D 相同, 因此,
与MOEA/D 具有类似的性能, 两种方法的 IGD 指
标不具有显著差异; MOEA/D-PBI 采用 PBI 聚合
方法, 收敛性能劣于MOEA/D; RPEA 采用参考点
引导进化, 收敛性能优于 NSGA-II.
考虑测试问题 ZDT4 的 IGD 测度, 这些

方法的优劣排序为: MOEA/D-STM、MOEA-
PPF、MOEA/D-ACD、MOEA/D、MOEA/D-
PBI、RPEA 和 NSGA-II. ZDT4 包括周期分
量, MOEA/D-STM、MOEA-PPF、MOEA/D、
MOEA/D-PBI、RPEA 和 NSGA-II 保持与求解

图 10 α 取不同值时, ZDT3 的 Pareto 前沿

Fig. 10 Pareto front of different values of α for ZDT3
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表 1 不同方法求解测试函数的 IGD 值

Table 1 The values of IGD obtained by different algorithms

优化问题 NSGA-II RPEA MOEA/D MOEA/D-PBI MOEA/D-STM MOEA/D-ACD MOEA-PPF

ZDT1 6.546× 10−3† 2.260× 10−3† 8.708× 10−4 1.608× 10−3† 7.637× 10−4† 7.629× 10−4† 8.668× 10−4

ZDT2 1.685× 10−2† 4.700× 10−3† 8.392× 10−4 1.110× 10−3† 7.507× 10−4† 7.502× 10−4† 8.368× 10−4

ZDT3 2.647× 10−3† 3.534× 10−3† 2.038× 10−3† 3.978× 10−3† 2.060× 10−3† 2.050× 10−3† 1.620× 10−3

ZDT4 2.463× 10−2† 2.198× 10−3† 7.791× 10−4 1.277× 10−3† 7.637× 10−4† 7.819× 10−4 7.719× 10−4

ZDT6 8.319× 10−4† 1.177× 10−1† 3.994× 10−4 4.006× 10−4 3.811× 10−4† 5.225× 10−4† 3.988 ×10−4

KUR 3.962× 10−1 3.284× 10−2† 1.012 ×10−2 1.029× 10−2 9.779× 10−3† 9.853× 10−3 9.609× 10−3

WFG1 6.949× 10−1† 4.685× 10−1† 4.553× 10−3 3.248× 10−2† 8.218× 10−3 4.680× 10−1† 3.940× 10−3

WFG2 3.968× 10−3 1.049× 10−3† 5.063× 10−3 4.850× 10−2† 4.805× 10−3 5.241× 10−3 3.748× 10−3

WFG3 3.198× 10−3 5.316× 10−3† 2.953× 10−3 4.498× 10−3† 2.597× 10−3† 2.747× 10−3† 2.951× 10−3

WFG4 2.665× 10−2† 1.816× 10−2† 5.724× 10−3 1.886× 10−2† 8.427× 10−3† 1.215× 10−2† 5.122× 10−3

WFG5 6.206× 10−3† 6.777× 10−2† 6.326× 10−2 6.852× 10−2 6.179× 10−2† 6.287× 10−2† 6.510× 10−2

WFG6 5.278× 10−2† 7.205× 10−2† 5.560× 10−2 5.597× 10−2 2.862× 10−3† 2.672× 10−3 5.287× 10−2

WFG7 3.186× 10−3† 3.014× 10−2† 2.663× 10−3 3.850× 10−3† 2.585× 10−3† 2.666× 10−3 2.689× 10−3

WFG8 1.129× 10−1 1.017× 10−1† 1.033× 10−1† 1.074× 10−1 9.793× 10−2† 8.302× 10−2† 1.029× 10−1

WFG9 1.915× 10−2 1.272× 10−2† 1.533× 10−2 2.155× 10−2 1.229× 10−2 8.062× 10−3 1.522× 10−2

† 表示对比方法与本文方法的 IGD 指标具有显著差异 (Mann-Whitney U 分布检验, 置信水平为 0.05)

表 2 不同方法获得的 CR 值

Table 2 Metric CR obtained by different algorithms

优化问题 NSGA-II RPEA MOEA/D MOEA/D-PBI MOEA/D-STM MOEA/D-ACD MOEA-PPF

ZDT1 0.9400 0.6860 0.9440 0.9360 0.9440 0.9440 0.9440

ZDT2 0.9260 0.6380 0.9960 0.9940 0.9960 0.9960 0.9960

ZDT3 0.6440 0.4340 0.5760 0.6460 0.5760 0.6720 0.7480

ZDT4 0.9340 0.6320 0.9440 0.9340 0.9440 0.9420 0.9440

ZDT6 0.9460 0.6640 0.9960 0.9960 0.9960 0.9960 0.9960

KUR 0.8020 0.6060 0.7800 0.9160 0.7780 0.8940 0.9140

WFG1 0.7320 0.3620 0.8700 0.8240 0.8480 0.4520 0.8720

WFG2 0.6100 0.3680 0.4880 0.6060 0.4860 0.6220 0.7360

WFG3 0.9460 0.8260 0.9920 0.9960 0.9960 0.9960 0.9960

WFG4 0.9280 0.5820 0.9500 0.9520 0.8440 0.8340 0.9560

WFG5 0.9020 0.5760 0.9180 0.9180 0.9540 0.9140 0.9200

WFG6 0.9000 0.5500 0.9460 0.9580 0.9620 0.9620 0.9580

WFG7 0.9240 0.5780 0.9660 0.9700 0.9680 0.9620 0.9680

WFG8 0.5400 0.3500 0.9060 0.9220 0.9140 0.9180 0.9000

WFG9 0.9220 0.6340 0.9260 0.9280 0.8920 0.9220 0.8980

ZDT1 和 ZDT2 相同的性能排序; MOEA/D-ACD
保留了与某些与方向向量距离较远的个体, 使得性
能劣于MOEA/D-STM 和MOEA-PPF.
对 于 IGD 测 度, 不 同 方 法 求 解 ZDT6

的性能优劣排序为: MOEA/D-STM、MOEA-
PPF、 MOEA/D、 MOEA/D-PBI、 MOEA/D-
ACD、NSGA-II 和 RPEA. 此时, MOEA/D-ACD
产生的部分解用于描述 Pareto 前沿在 f2 ∈ [1, 10]

的变化趋势, 导致 IGD 性能劣于MOEA/D.
当求解测试问题 WFG1 时, MOEA-PPF 显

著优于 MOEA/D-PBI、MOEA/D-ACD、NSGA-
II 和 RPEA, 与 MOEA/D-STM 和 MOEA/D 方
法相比, MOEA-PPF 虽然得到了更好的 IGD 指
标, 但不具备显著性差异, 这是由于 WFG1 测试
问题的 Pareto 前沿为连续的, 本文方法采用非被
占优解的选择与 MOEA/D 相同; 当求解测试问
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题 WFG4 时, MOEA-PPF 显著优于 MOEA/D-
STM、MOEA/D-PBI、MOEA/D-ACD、NSGA-II
和 RPEA, 本文方法与 MOEA/D 具有相同的选择
策略, 两种算法不具备显著性差异.
当求解测试问题 WFG3、WFG5、WFG6、

WFG7 和 WFG9 时, MOEA-PPF 和 MOEA/D
获得的 IGD 指标不具备显著性差异, 本文方法的收
敛性和分布性与MOEA/D 方法相同.
然后, 针对 Pareto 前沿不连续的优化问

题, 比较各方法所得 Pareto 解集的 IGD 值. 从
表 1 可以看出, 求解 ZDT3、KUR 和 WFG2
时, MOEA-PPF 的性能最优. 对于 ZDT3 的
IGD 测度, 方法的性能优劣排序为: MOEA-
PPF、MOEA/D、MOEA/D-ACD、MOEA/D-
STM、NSGA-II、RPEA 和 MOEA/D-PBI. 这是
因为 ZDT3 的 Pareto 前沿由 5 个分段曲线组成,
MOEA-PPF 划分目标空间, 并根据各段曲线的分
布调整每一子空间上进化种群的规模, 且通过目标
空间的划分, 避免了 Pareto 前沿间断点附近个体的
聚集, 具有更好的分布性能; MOEA/D-ACD 虽然
利用部分个体描述 Pareto 前沿在间断区域的分布,
但是, 没有避免个体在间断点附近的聚集, 因此, 性
能劣于MOEA/D, 仅略优于MOEA/D-STM. 对分
段 Pareto 前沿的描述, 最优的是 MOEA-PPF, 其
次是MOEA/D-ACD.
对于 KUR 和 WFG2, 它们的 Pareto 前沿分

别由 3 和 5 个分段曲线组成. MOEA/D-ACD
利用部分个体描述间断区域的 Pareto 前沿, 导致
IGD 性能变差. 但是, 求解 WFG2 时, NSGA-
II 优于 MOEA/D、MOEA/D-PBI、MOEA/D-
ACD、 MOEA/D-STM 和 RPEA, 主 要 由 于
NSGA-II 依据占优关系选择优势个体, 避免了个
体聚集, 从而获得更多的个体描述 Pareto 前沿, 得
到更优的 IGD 值.
当求解测试问题 WFG8 时, 对比方法的

性能优劣排序为: MOEA/D-ACD、MOEA/D-
STM、MOEA-PPF、RPEA、MOEA/D、MOEA/D-
PBI 和 NSGA-II. 此时, MOEA-PPF 的收敛性能
劣于 MOEA/D-ACD 和 MOEA/D-STM, 但在对
比方法中, 只有MOEA-PPF 和MOEA/D-PBI 利
用部分个体描述 Pareto 前沿在间断区域的分布, 两
种算法的 CR 测度最高.
现在, 考察不同方法 CR 测度的对比. 由

表 2 可知, 对于 Pareto 前沿连续的测试问题
ZDT1、ZDT2、ZDT4、ZDT6 和WFG3, MOEA-
PPF与MOEA/D、MOEA/D-STM和MOEA/D-
ACD 的性能相同; 对于 ZDT3、KUR 和WFG2 问
题, MOEA-PPF 明显优于其他方法. 这说明, 在对

优化问题 Pareto 前沿的描述上, MOEA-PPF 具有
显著优越性.

通过上述实验结果, 可以得到如下结论: 1) 对
于求解 Pareto 前沿连续的优化问题, MOEA-PPF
的 IGD 性能劣于 MOEA/D-ACD 和 MOEA/D-
STM, 但略优于 MOEA/D, 此外, 这些方法具有相
近的 CR 性能; 2) 当求解 Pareto 前沿不连续的优化
问题时, MOEA-PPF 的 IGD 和 CR 性能均明显优
于对比方法. 这说明, 本文方法是一种非常有竞争力
的多目标优化方法.

4 结束语

具有复杂 Pareto 前沿的多目标优化问题是非
常普遍的, 有效求解该问题的前提是及时准确地感
知 Pareto 前沿. 鉴于此, 本文提出一种基于在线
感知 Pareto 前沿划分目标空间的多目标进化优化
方法. 基于种群进化的信息, 在线感知 Pareto 前沿
的特性, 如果 Pareto 前沿是不连续的, 那么, 采用
MOEA-PPF 求解; 否则, 采用传统 MOEA/D 求
解. 将提出的方法分别应用于 15 个连续和不连续基
准优化问题, 并与 6 个流行的多目标进化优化方法
对比, 通过反世代距离和覆盖率等测度的实验结果
表明, 本文方法的确是求解多目标优化问题的有效
方法.
需要指出的是, 本文判定优化问题 Pareto 前沿

的间断点时, 需要利用种群进化信息, 它们的质量直
接影响间断点判定的准确性, 从而影响后续种群的
进化方向. 因此, 如何提高用于判定间断点的进化种
群的质量, 是今后需要研究的问题. 此外, 本文仅针
对 Pareto 前沿不连续的优化问题, 给出了MOEA-
PPF 求解方法. 实际的复杂优化问题, Pareto 前沿
会有更多的表现特性, 如在某些区域分布密集, 而另
一些区域分布稀疏、Pareto 前沿分段个数多等. 对
这些问题, 本文方法的求解性能往往难以令人满意.
需要在 Pareto 前沿感知和进化求解等方面, 研究有
针对性方法, 这也是今后需要进一步研究的问题. 最
后, 本文提出的方法能否成功应用于实际的优化问
题, 需要进一步验证, 不但有利于方法的改进与完
善, 也有助于实际问题的解决.
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