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基于运动控制和频域分析的移动机器人能耗最优轨迹规划

高志伟 1 代学武 1 郑志达 1

摘 要 本文针对两轮自平衡可移动机器人, 提出了一种新的能耗最优运动轨迹规划方法. 本文将轨迹规划与由轨迹跟踪控

制器和机器人动力学方程组成的运动控制模型相结合, 基于期望轨迹与实际电机输入电压间的传递函数和能量在时域和频域

上的对应关系, 通过频域分析的方法得到了具有明确机理表达的线性能耗模型, 并采用最小二乘线性回归法对模型参数进行

辨识. 对于能耗最优轨迹, 由全局路径规划得到的路径点作为局部轨迹规划的局部目标点, 通过一定的数学转换和参数求导,

可直接得到相邻两个局部目标点间的能耗最优运行轨迹和对应的运行时间. 通过仿真实验证明了本文所提能耗模型的准确性

和所得轨迹的能耗最优性.

关键词 轨迹规划, 能耗最低, 移动机器人, 频域分析

引用格式 高志伟, 代学武, 郑志达. 基于运动控制和频域分析的移动机器人能耗最优轨迹规划. 自动化学报, 2020, 46(5):

934−945

DOI 10.16383/j.aas.c180399

Optimal Energy Consumption Trajectory Planning for Mobile Robot Based on

Motion Control and Frequency Domain Analysis
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Abstract In this paper, a new optimal trajectory planning algorithm to minimize energy consumption for two-wheeled

self-balancing motion robot is proposed. The trajectory planning is combined with the motion control model composed

of trajectory tracking controller and robot dynamics model, and based on the transfer function between the desired

trajectory and actual motor input voltage and the corresponding relationship of energy in time domain and frequency

domain, a linear energy consumption model with clear mechanism expression is obtained by frequency-domain analysis

and the model parameters are identified by the least square linear regression method. For the optimal trajectory, select

the way points obtained by global path planning as the local target points of the local trajectory planning, through a

certain mathematical transformations and derivative of parameters, the optimal operational trajectory and operational

time of each two target points are determined directly. Through simulation experiments, the accuracy of the proposed

energy consumption model and minimum energy consumption of the obtained trajectory are verified.
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近年来, 移动机器人已经成为自动化、计算机和
人工智能等领域的一个研究热点. 和传统的工业机
器人相比, 具有自主感知、决策和执行功能的移动机
器人具有更加广阔的应用前景, 在国防、工农业生
产、抢险、服务等领域中都具备着人类所无法比拟

的巨大优势. 移动机器人通常以电池作为驱动能源,
有限的电池容量极大地限制了机器人的工作时间和

行动范围. 移动机器人的能耗主要用于维持电机、传
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感器、控制器和内部电路的正常运行[1]. 其中, 通过
直流电机转换为机械能供机器人运动所消耗的电能

占比最大[2], 因此电机能量的转换效率已成为衡量
机器人能耗的一个重要指标. 如何使机器人以最小
的能耗完成移动任务到达指定目的地, 是实现扩大
移动范围和延长工作周期的核心技术, 也有助于减
少电池容量以节约成本. 其中, 一种高效、方便的,
通过规划机器人运行轨迹来实现节能的方法得到越

来越多的关注. 基于此, 本文以两轮自平衡可移动机
器人为例, 提出了一种能耗最小的运动控制轨迹规
划最优方案.
路径规划和轨迹跟踪控制是移动机器人导航的

两个核心内容, 分别解决了去何处和如何去该处的
问题, 二者联系紧密[3]. 目前大多数移动机器人路
径规划系统都由两级规划组成, 即全局路径规划和
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局部轨迹规划[4]. 全局路径规划根据已知的全局作
业环境将全局目标 (给定的起、止点) 分解为一系列
的参考路径点 (xi, yi), 局部轨迹规划以这些参考路
径点作为局部目标, 根据传感器获得的局部环境信
息给出相邻两个局部目标点间安全、无碰的期望轨

迹. 不失一般性, 路径规划中通常用圆弧对运行轨
迹进行描述[5], 故可用线速度 vi 和角速度 wi 来表

征 (xi, yi) 到 (xi+1, yi+1) 间的期望轨迹. 将得到的
期望轨迹 (vi, wi) 作为机器人轨迹跟踪控制器的参
考输入, 通过闭环控制, 使机器人能较好地跟踪轨迹
(vi, wi). 现有研究中, 大部分的研究将路径规划和
轨迹跟踪分别独立研究, 如动态窗口搜索算法[5−6]、

势场法[7−8]、智能算法[9−11] 等, 只考虑了如何得到
速度向量, 没有考虑轨迹跟踪的问题. 所以本文研究
的重点是如何将轨迹规划和轨迹跟踪相结合, 在轨
迹规划时充分考虑轨迹跟踪控制器和机器人的动态

特性, 从而获得更准确的能耗最优轨迹.
能耗最优轨迹规划的目的就是找到恰当的

(vi, wi), 使得机器人从一个局部目标点运动到下
一个局部目标点能耗最低, 其关键是建立准确的能
耗模型, 构建相应的能耗损失函数. 现有研究中, 从
不同的角度提出了多种能耗损失函数. 大量研究简
单地将最优耗能等价为最短运行距离, 认为在运行
环境 (如摩擦因数) 不变时, 以直线运行的最短路径
能耗最低[12−13]. 这种最短距离模型虽然减少了运动
中的摩擦耗能, 但忽略了在转折点处由于速度和方
向角的变化引起的加减速过程所带来的运行状态改

变耗能; 有文献证明了较少的加减速操作有利于降
低运动能耗[14]. 因此, 许多研究将轨迹的光滑度作
为能耗损失函数, 如采用最小曲率变化的 B 样条[15],
引入贝塞尔曲线及其变体[16−18] 等使轨迹光滑, 有
研究提出了一种动态 Dubins-螺旋曲线法[19−20], 可
以得到三维空间中的光滑最短曲线. 光滑的轨迹虽
然减少了由速度和运行方向变化带来的状态改变耗

能, 但使运动距离变长, 增加了运行中用于克服摩擦
力的能耗. 因此只考虑距离最短或轨迹光滑不能准
确地得到能耗最优轨迹, 需要将两者综合考虑. 还有
许多研究为了简化运算, 采用控制输入的平方等形
式作为能耗损失函数, 如将系统输入线速度和角速
度的平方作为损失函数[21], 集中寻求直流电机的最
小控制损失[2], 但这些方法不能保证来自电池的总
能耗达到最优, 只能作为一种评判各轨迹规划方法
的标准.
上述方法只是从刚体运动的角度来构建能耗模

型和损失函数的, 其模型较为宏观, 未考虑驱动电
机的运动特性, 因此不能准确地反映机器人系统, 尤
其是驱动电机系统的真实运动耗能. 针对此不足, 文
献 [13] 充分考虑了电机中电流与电压关系, 用电机

真实能耗, 即功率的积分作为能耗损失函数, 能更准
确地反映系统能耗, 但其只考虑了小车的直线运动,
忽略了机器人运行方向改变所需的能耗, 并且没有
考虑非运动耗能 (如传感器、微控器耗能). 文献 [17]
综合考虑了运动耗能和非运动耗能, 利用能量守恒
定律建立了系统整体能耗模型, 并将A*算法中的损
失函数改为与能耗相关的描述. 首先通过变换后的
A* 算法得到无碰撞的能耗最优几何路径, 然后根据
得到的能耗模型, 通过优化三次贝塞尔曲线的参数
得到一条能耗最优的光滑轨迹. 但该方案是通过不
断试凑得到最优轨迹的, 计算量大且无法实现动态
规划, 并且未充分考虑机器人的动态特性, 如认为减
速过程不耗能、忽略控制器动态响应能耗等, 预测能
耗与真实能耗之间存在一定的误差.
值得指出的是, 在大部分已有的能耗最优轨迹

规划方法中, 通常忽略了轨迹跟踪控制器对运动
指令的动态响应过程, 认为设置了新的期望轨迹
(vi, wi), 机器人能瞬时完成轨迹调整, 即刻沿新的期
望轨迹运行[6, 17]. 而在实际过程中, 如图 1 上部分所
示, 其中虚线为期望轨迹, 实线为实际轨迹, 由于机
器人具有质量和惯性, 轨迹跟踪控制器的动态响应
具有一定的滞后和超调, 切换到新的运动轨迹的过
程是一个动态渐变的过程, 因此实际轨迹和期望轨
迹会有一定差异, 两者间的能耗也不尽相同. 所以只
通过优化期望轨迹能耗得到的轨迹实际上并不一定

是能耗最低的.
另一方面, 对于采用由系统真实功率表示能耗

损失函数的轨迹规划方法[2, 13, 22], 虽然该模型能较
准确地反映真实能耗, 但由于模型较复杂, 其求最优
解需要采用复杂的优化方法, 或在可行范围内对损
失函数进行数值迭代来得到. 这占用了大量移动机
器人有限的计算资源, 降低了系统的实时性.

本文综合运行距离和轨迹光滑, 认为期望轨迹
在相邻两个局部目标点间为光滑圆弧, 但在交界
处 (如图 4 中最优能耗轨迹所示), 运行方向有一
定的突变, 改变量为 σ, 故将期望轨迹重新定义为
(vi, wi, σi). 针对能耗模型不准和能耗损失函数优化
求解困难的问题, 本文综合轨迹规划、轨迹跟踪控制
器和机器人动力学模型, 在频域范围内, 建立了包括
状态改变、稳态运行以及非运动部分的准确能耗模

型. 在此基础上, 对能耗最小的最优运动轨迹进行了
规划. 规划过程中, 由全局路径规划得到的路径点作
为局部轨迹规划的目标点, 结合圆弧中各参数的转
换关系, 通过简单的参数求解优化相邻两个局部目
标点间的能耗, 获得最优的运动轨迹和运行时间. 本
文主要内容有两方面:

1) 基于两轮自平衡机器人, 将轨迹规划和由轨
迹跟踪控制器和机器人动力学模型组成的运动控制
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图 1 机器人实际路径与期望路径对比图以及对应的控制器动态过程示意图

Fig. 1 The actual path of the robot is compared with the expected path and the controller dynamic process

模型相结合, 深入分析了轨迹跟踪控制器的动态响
应过程, 将电机能耗分为过渡过程和稳定过程两部
分, 如图 1 (b) 分所示, 其能耗分别为状态改变耗能
和克服摩擦耗能. 为方便计算, 将机器人模型线性化
处理, 推导出了期望运行轨迹到电机驱动电压之间
的传递函数, 准确刻画了机器人和轨迹跟踪控制器
在机器人运动过程中的动态特性. 并创新性地利用
信号能量在频域与时域间的对应关系[23], 将时域上
复杂的能耗计算转换到频域上进行计算, 提出了一
种新的基于频域的线性能耗模型. 该模型准确反映
了通过轨迹规划得到的期望轨迹和系统真实运行能

耗之间的机理关系, 更接近实际情况.
2) 针对无动态障碍物、道路状况不变的室内环

境, 提出了一种以最小运行能耗依次抵达各局部目
标点的轨迹规划算法. 基于所得模型结构, 采取最小
二乘线性回归法[24] 对模型系数进行辨识. 考虑到圆
弧轨迹中各状态的转换关系, 通过一定的数学转换
将所得线性能耗模型降维到只含轨迹对应圆心角 γ

和运行时间 T 两个变量的线性模型, 再利用简单的
参数求导, 直接得到能耗最优轨迹和运行时间. 不需
要繁琐的数值迭代搜索过程, 使计算量大大降低.

本文内容安排如下: 第 1 节基于两轮自平衡机
器人模型, 结合路径跟踪控制器, 综合考虑电机和其
余部件耗能, 建立了系统能耗模型. 基于此能耗模
型, 第 2 节提出了一种能耗最优轨迹规划算法, 通
过参数辨识和参数求导, 可直接得到能耗最低轨迹.
在第 3 节, 以 A*[25] 算法得到的路径点作为局部轨

迹规划的局部目标点, 通过仿真实验验证了本文所

提能耗模型的准确性以及所得轨迹的能耗最优性,
并与运行距离最短和能耗最优三次贝塞尔曲线法[17]

进行比较, 验证了本文所提能耗模型的准确性和轨
迹规划算法的节能性. 第 4 节对本文工作进行了总
结.

1 两轮自平衡机器人能耗模型

准确的能耗模型是能耗最优轨迹规划的前提条

件和设计基础. 本节基于自平衡机器人运动控制模
型, 通过频域分析得到了具有明确机理表达的、能准
确反映系统能耗与轨迹状态关系的运行能耗模型.

1.1 轨迹跟踪控制系统

自平衡机器人的侧视图与俯视图如图 2 所示,
机器人的实时位置可由车轴中点坐标 (xm, ym) 表
示, 位置角 θ 为车轴中点转过的角度, 设 θl 和 θr 分

别为左右轮的旋转角度, 则 θ = (θl + θr)/2; 偏航角
φ 为车体前进方向与 x 轴正方向的夹角, 由差速旋
转来表示: φ = R(θr− θl)/W , R、W 分别为车轮半

径和车体宽度, 值得注意的是, θ 和 φ 是机器人开始

运动到当前时刻的累加量; 车体倾斜角 ψ 为车体与

竖直方向的夹角. θ̇, ψ̇, φ̇ 为对应的位置角速度、倾

斜角速度和偏航角速度.
设机器人状态向量为 xxx = [θ, ψ, φ, θ̇, ψ̇, φ̇]T, 参

考前期工作[26], 采用拉格朗日函数法得到自平衡机
器人的动力学模型. 为了得到线性能耗模型, 方便之
后求取最优解, 在竖直平衡点处 (ψ = 0) 进行线性
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化处理, 得到系统的线性状态空间方程如下所示:
{

ẋxx = Axxx + Buuu

yyy = Cxxx
(1)

其中, A 为系统状态矩阵, B 为控制矩阵, 详细表达
见文献 [26] 中式 (19)∼ (21). uuu 为左右轮电机输入

电压, uuu = [ul, ur]T, C 为 6× 6 的单位阵.

图 2 两轮自平衡小车侧视图与俯视图

Fig. 2 The side view and top view of two-wheel

self-balancing robot

本文采用的两轮自平衡机器人平衡和轨迹

跟踪控制器与文献 [26] 相同, 即将 LQR 与 PID
控制结合, 在状态向量 xxx 中加入对位置角 θ 和

偏航角 φ 的积分项, 得到新的状态向量 xxx =
[θ, ψ, φ, θ̇, ψ̇, φ̇,

∫
θdt,

∫
φdt]T. 通过设定合适的

Q 和 R, 解 Riccati 方程来优化能量函数 J =
1
2

∫∞
0

(xxxTQxxx + uuuTRuuu)dt, 从而得到控制增益 K.
LQR 控制器考虑了对控制量的优化, 是一个比较

节能的控制器. 将轨迹规划与轨迹跟踪控制器、机
器人动力学模型相结合, 本文所研究的移动机器人
轨迹规划和控制系统体系结构如图 3 所示.

设每两个局部目标点间的期望轨迹为 rrr =
[v, w, φ + σ]T. 其中, v 为机器人前进线速度, 单位
为m/s; w 为车体旋转角速度,单位为 rad/s; σ 为在

当前轨迹起始位置处机器人相比于前一时刻运行方

向的改变量, 也就是两段轨迹相连处偏航角 φ 的改

变量, 所以 φ + σ 为当前轨迹起始处的偏航角. 考虑
到较多的加减速会增加系统能耗[16], 所以认为每两
个局部目标点间期望机器人做匀速运动, 即在每一
段轨迹中线速度 v 和角速度 w 保持不变, 当 w = 0
时为匀速直线运动, 当 w 6= 0 时为匀速圆弧运动.
通过轨迹规划可以得到当前期望轨迹相比于上一段

轨迹结束时的改变量, 即 ∆rrr = [∆v, ∆w, σ]T. 在新
一段轨迹中, ∆rrr 中各项为常量, 保持不变. 由轨迹
参数转换模块可得对应的机器人系统状态向量改变

量为 ∆xxx = [∆θ, ∆ψ, ∆φ,∆θ̇, ∆ψ̇, ∆φ̇]T, 在 LQR-
PID 轨迹跟踪控制器的作用下, 通过闭环反馈修正
状态改变量, 从而控制机器人跟踪上期望轨迹 rrr.

图 3 本文采用的轨迹规划和控制系统体系结构

Fig. 3 Architecture of the mobile robot trajectory

planning and control system in this paper

1.2 轨迹跟踪能耗模型

忽略电机内部耗能[27], 在机器人由当前轨迹
rrri−1 转变到目标轨迹 rrri 这一过程中, 系统总能耗包
括运动能耗和非运动能耗两部分. 由于控制器存在
超调和滞后, 运动能耗不仅与动能改变和克服摩擦
力做功有关[17], 也与控制器和系统模型的结构有关,
故将运动能耗分为状态改变耗能 Estate 和克服摩擦

力做功 Efri 两部分.

1.2.1 状态改变耗能

如图 1 下部分所示, 在期望轨迹发生改变后的
Ts 秒内, 此时机器人处于过渡阶段, Ts 为控制器的

调整时间, 此时电机能耗除了要用来实现速度改变
和克服摩擦, 还包括不确定的加减速过程所消耗的
能量, 将这一过程中的电机耗能称为状态改变耗能
Estate. 由于自平衡机器人要始终保持竖直平衡, 令
车体倾斜角及其角速度的期望改变量 ∆ψ, ∆ψ̇ 始终
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为 0, 其余部分可由期望轨迹改变量 ∆rrr 转换得到:

∆θ̇ =
∆v

R

∆θ =
∫

∆θ̇dt

∆φ̇ = ∆w

∆φ = σ +
∫

∆φ̇dt (2)

对上式进行拉普拉斯变换可得轨迹参数转换模

块的传递函数矩阵为:

T (s) =
∆xxx(s)
∆rrr(s)

=




1
Rs

0 0
0 0 0
0 1

s
1

1
R

0 0
0 0 0
0 1 0




(3)

由 LQR-PID 轨迹跟踪控制器可得 2 × 8 维的
反馈控制增益矩阵 K [26], 通过控制左右轮电机电压
实现对位置角 θ, 偏航角 φ 和车体倾斜角 ψ 的跟踪.
其控制等价于一组 PID 控制器, 可用传递函数表示
如下:

∆uuu(s) =
(

Kp +
KI

s

)
eee(s) + KDė̇ėe(s) (4)

其中控制参数 Kp, KI 和 KD 分别对应于控制增益

K 中的元素. 设 eee(t) = [∆θ, ∆ψ, ∆φ]T, 由拉普拉斯
变换可得轨迹跟踪控制器传递函数矩阵为:

G(s) =
∆uuu(s)
∆yyy(s)

=
∆uuu(s)
∆xxx(s)

=
[
K11 + K17

s
K12 K13 + K18

s
K14 K15 K16

K21 + K27
s

K22 K23 + K28
s

K24 K25 K26

]

(5)

对自平衡机器人线性状态空间方程 (1) 进行拉
普拉斯变换可得被控对象传递函数矩阵为:

H(s) =
∆yyy(s)
∆uuu(s)

= (sCI −A)−1B (6)

综上所述, 由图 3 系统结构图可得期望轨迹改
变量 ∆rrr 与电机输入电压变化量 ∆uuu 之间的传递函

数为:

F (s) =
∆uuu(s)
∆rrr(s)

=
T (s)G(s)

1 + H(s)G(s)
=

[
F11(s) F12(s) F13(s)
F21(s) F22(s) F23(s)

]
(7)

其中传递函数矩阵 F (s) 中各项均只含一个复频域
变量 s. 由于参考输入量 ∆rrr 的各项均为常数, 左右
轮电机输入电压变化量的频域表达可表示为:

∆ul(s) =
F (s)1∆rrr

s
=

F11(s)
s

∆v +
F12(s)

s
∆w +

F13(s)
s

σ (8)

∆ur(s) =
F (s)2∆rrr

s
=

F21(s)
s

∆v +
F22(s)

s
∆w +

F23(s)
s

σ (9)

为了描述更准确, 采用电机真实能耗, 即功率的
积分作为能耗损失函数. 那么机器人在新一段轨迹
中的状态改变耗能 Estate 在时域上可表示为:

Estate =
1

Rm

∫ Ts

0

(ul− + ∆ul)2 + (ur− + ∆ur)2dt

(10)
其中 Ts 为调节时间, ul−, ur− 为上一段轨迹稳定时
左右轮电机的输入电压, Rm 为电机内阻. 由帕塞瓦
尔定理[28] 知信号在时间域内积累的总能量与该信

号在频域内积累的总能量相等, 即信号经傅立叶变
换后其总能量保持不变. 故式 (10) 可改写为:

Estate =
1

2πRm

∫ ∞

−∞

[
(ul−(w) + ∆ul(w))2+

(ur−(w) + ∆ur(w))2
]
dw (11)

又知将复频域中的 s 替换为 jw 即为对应

的频域表达[20], 故用 jw 替换式 (8) 和 (9) 中的
s 可得 ∆ul(w), ∆ur(w). 在一段轨迹中, 参考
输入 ∆v, ∆w, σ 均为固定值, 将式 (11) 中的
平方项展开后, 所得的频域函数是 ∆v, ∆w, σ

和 F11(w), F12(w), · · · , F23(w) 的多项式. 注意

F11(w), F12(w), · · · , F23(w) 描述的是自平衡机器
人的传递函数, 与 ∆v, ∆w 和 σ 无关, 可以分别积
分. 在自平衡机器人系统参数给定的情况下, 这些
传递函数及其多项式 (如 F 2

11(w), F11(w)F12(w) 等)
在频域积分均为实常数. 因此, 通过计算积分可得在
频域上的系统状态改变耗能为:

Estate = a1∆v2 + a2∆w2 + a3σ
2+

a4∆v∆w + a5∆vσ + a6∆wσ+

ul−(a7∆v + a8∆w + a9σ)+

ur−(a10∆v + a11∆w + a12σ) + a13P−
(12)
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其中 a1, a2, · · · , a13 为实常数, 是传递函数的频
域积分值, 由系统参数决定, 可记为参数向量
θθθ1 = [a1, a2, · · · , a13]. 功率 P− = (u2

l− + u2
r−)/Rm,

代表前一段轨迹稳定时的功率. 当机器人静止于起
始位置时, 维持状态所需的电机输入电压 ul−、ur−
和功率 P− 均为 0, 可作为系统初始值使用. 令
CCC = ul− ·∆rrr, DDD = ur− ·∆rrr, 式 (12) 可整理为:

Estate = [∆v2,∆w2,∆σ2,∆v∆w,

∆vσ,∆wσ,CCC,DDD, P−]θθθT
1 (13)

也可以写成向量形式:

Estate = XXX1 · θθθT
1 (14)

由式 (14) 可见, 系统状态改变耗能与前一段轨
迹的稳态功率 P− 和当前轨迹的状态改变量 ∆rrr 相

关.
1.2.2 稳定状态能耗模型

经过调节时间 Ts 后,机器人稳定在期望轨迹 rrri,
并做匀速运动, 此时电机能耗主要用来克服摩擦力,
记为 Efri. 摩擦力主要为车轮与地面的摩擦力 Fw 和

电机与轮轴之间的摩擦力 Fm. 大多数文献[6, 17] 忽

略了 Fm, 并认为车轮与地面间的摩擦力为动摩擦
力, 事实上, 在不发生侧滑和空转时, Fw 与 Fm 均为

静摩擦力[22].
根据文献 [26] 中自平衡机器人广义力表达式可

知, 摩擦力 Fw, Fm 在前进方向上的作用力 Ffθ 与

车轴中点转速 θ̇ 成线性关系, 在旋转方向的作用力
Ffφ 与旋转速度 φ̇ 成线性关系, 作用距离分别为:

sθ = θ̇(T − Ts), sφ = φ̇(T − Ts) (15)

其中, T 为机器人在新一段轨迹 rrri 中的运行时间.
在 Ts 秒后机器人的线速度 v 和角速度 w 保持不变,
已知 θ̇ = v/R, φ̇ = w 那么电机克服摩擦力耗能为:

Efri = [b1(v−+∆v)2+b2(w−+∆w)2](T−Ts) (16)

其中, v−, w− 为上一段期望轨迹的线速度和角速度,
b1, b2 为常数. 上式可改写为:

Efri = [[v2, w2](T − Ts)] · θθθT
2 = XXX2θθθ

T
2 (17)

其中, 行向量XXX2 为数据向量, θθθ2 = [b1, b2] 为参数
向量.
1.2.3 运动总能耗模型及参数辨识

除了电机耗能, 对于传感器、微控器和内部电路
等非机械部件, 其功率在一段时间内是相对稳定的.
为了计算方便, 可以将其功率看为常数, 记为 Ps, 则
非运动能耗可以表示为:

Eother = PsT (18)

最后综合运动和非运动能耗, 由式 (14)、(17)
和 (18) 可得在新一段轨迹 rrri 中, 两轮自平衡机器人
系统真实运行总能耗模型为:

Etotal(θθθ1, θθθ2, T ) = Estate + Efri + Eother =

XXX1θθθ
T
1 + XXX2θθθ

T
2 + PsT (19)

尽管能耗模型的参数向量 θθθ1, θθθ2 可从机器人的系统

参数 (如质量, 几何尺寸, 控制器参数等) 推导得到,
但会比较复杂, 且理论计算与实际情况会存在一定
误差. 本文将 [XXX1,XXX2] 作为数据向量, 选取不同的
设定值进行实验, 并记录机器人电流、电压值, 从而
得到总能耗 Etotal. 在本文所证明的能耗模型可转为
线性模型 (19) 的基础上, 采用最小二乘法进行辨识
得到参数 [θθθ1, θθθ2] 的值.

首先辨识调节时间 Ts, 在约束条件下分别进行
n 组实验, 令 ε = 0.01V, 对实时电压前后取差, 当
差值得到大于 ε 时, 此时对应的时间即为该段轨迹
的过渡时间 Ts, 取 n 次实验的平均值作为调节时间

Ts 的估计值. 在 Ts 确定后, 再依次取得 n 组对应的

Estate, Efri 和数据向量XXX1,XXX2 作为样本, 利用最小
二乘线性回归法可得参数向量 θθθ1、θθθ2 的值, 具体的
辨识过程和辨识结果将在第 4 节给出.

2 能耗最优轨迹规划

本节结合得到的能耗模型, 对能耗最小的最优
运动轨迹进行了规划. 本文认为每两个相邻的局部
目标点之间的运行轨迹为圆弧, 基于圆弧中各状态
的转换关系, 可以将能耗模型 (19) 转换为只含变量
γ 和 T 的表达式, 其中 γ 为轨迹对应圆心角, T 为

运行时间. 对 γ 和 T 采用简单的参数求导就可以直

接得到能耗最优的期望轨迹和运行时间, 不需要对
潜在可能的轨迹一一搜索, 使计算量大幅降低.
由上文所述, 求每两个局部目标点间能耗最优

轨迹等价于解决以下优化问题:

min
∆v,∆w,σ,T

J = Etotal(θθθ1, θθθ2, T ) (20)

即通过寻找合适的期望轨迹改变量 ∆rrr 和运行时

间 T 来使系统整体能耗达到最低. 机器人由第
i − 1 个局部目标点到第 i 个局部目标点的期望运

行轨迹示意图如图 4 所示, 机器人当前位置坐标
为 (xi−1, yi−1), 目标位置坐标为 (xi, yi), 当前运行
状态为 (vi−1, wi−1, φi−1), φi−1 为当前位置的偏航

角. 其中实线为本文所求能耗的最优期望轨迹, 其
右侧浅色线为光滑轨迹 (在起始位置 (xi−1, yi−1) 运
行方向不发生突变). 在第 i 段轨迹中, 机器人期
望运行轨迹相比于上一段轨迹结束时的改变量为

∆rrri = (∆vi,∆wi, σi), 运行时间为 Ti, 那么:
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当前位置与目标点的直线距离为:

di =
√

(xi − xi−1)2 + (yi − yi−1)2 (21)

运行轨迹对应的圆心角 γi 为:

γi = 2
[
arctan

(
yi − yi−1

xi − xi−1

)
− (φi−1 + σi)

]
(22)

φi−1 可通过迭代得到:

φi−1 = φi−2 + σi−1 +
∫ Ti−1

0

wi−1dt (23)

在起点 (0, 0) 处, φ0 = 0, Ti−1 为第 i − 1 段轨
迹的运行时间, 期望轨迹改变量 ∆rrri 中各项可分别

表示为:

∆vi =
γidi

2Ti sin(γi/2)
− vi−1 (24)

∆wi =
γi

Ti

− wi−1 (25)

σi = arctan
(

yi − yi−1

xi − xi−1

)
− φi−1 − γi

2
(26)

图 4 机器人运行轨迹示意图

Fig. 4 Diagram of robot navigation trajectory

由式 (24)∼ (26) 可知期望轨迹改变量 ∆rrri 中

的每项均为只含变量 γi 和 Ti 的多项式, 将辨识得
到的参数 θθθ1, θθθ2 和式 (24)∼ (26) 代入式 (19), 那么
优化问题 (20) 可改写为:

min
γi,Ti

J = Etotal(γi, Ti) (27)

即通过优化参数 γi、Ti, 使第 i 段轨迹总能耗最小,
分别对 γi, Ti 求偏导, 令其偏导数为 0, 即:





∂J

∂γi

= 0

∂J

∂Ti

= 0
(28)

将方程组的解代回式 (24)∼ (26), 可得第 i 段

能耗最优期望轨迹相比于上一段轨迹结束时的改变

量 (∆vi,∆wi, σi).

3 仿真实验

3.1 参数辨识与能耗模型验证

由于本文建立能耗模型时将轨迹规划与由跟踪

控制器和机器人动力学模型组成的运动控制模型充

分结合, 所以对于不同的路径跟踪控制器和机器人
模型, 系统能耗模型有所不同. 本文以两轮自平衡机
器人为例, 采用文献 [26] 中提出的 LQR-PID 路径
跟踪控制器, 为了证明对机器人动力学模型线性化
处理后得到的系统能耗模型, 对机器人真实能耗预
测仍具有较高的准确性, 仿真实验中机器人采用由
拉格朗日函数法得到的非线性模型, 机器人参数如
表 1 所示. 考虑到室内环境的复杂性和安全性, 限制
机器人最大运行线速度为 1m/s; 为防止出现打滑,
限定机器人最大旋转角速度为 0.35 rad/s, 运行方向
最大改变量为 80

o
.

表 1 两轮自平衡机器人模型参数

Table 1 Two-wheel self-balancing robot model

parameters

机器人参数 参数值

M 机器人质量 3.2 (kg)

R 车轮半径 0.15 (m)

W 车体宽度 0.35 (m)

fm 电机与轮轴摩擦系数 0.0022

fw 车轮与地面摩擦系数 0.035

Rm 电机内阻 6.69 (Ω)

Ps 非机械元件功率 6 (w)

首先采用最小二乘法对模型参数进行离线辨

识. 在限制范围内随机取 1 000 组对应的轨迹:
rrr1 = (v1, w1, φ0 + σ1)T, rrr2 = (v2, w2, φ1 + σ2)T,
其中 φ0 = 0, φ1 = w1 · T1, 两段轨迹的运行时间 T1,
T2 均取 10 秒. 首先将 rrr1 对应的 v1, w1, σ1 通过轨

迹参数转换作为轨迹跟踪控制器和两轮自平衡机器

人 Simulink 模型的参考输入, 运行 10 秒, 记录 10
秒时左右轮电机电压 ul−, ur−. 然后将模型参考输
入换为 rrr2 再运行 10 秒, 记录相应的过渡时间 Ts、

状态改变耗能 Estate 和克服摩擦力耗能 Efri, 其中
Estate 为第 10 秒到第 10 + Ts 秒间的能耗, Efri 为

第 10 + Ts 秒到第 20 秒间的能耗, 并记录数据向量
XXX1,XXX2. 因为由式 (28) 计算最优轨迹时, 需要提前
知道过渡时间 Ts, 但真实的过渡时间需要经过实时
测量得知, 故将 1 000 组实验得到的真实过渡时间的
平均值作为 Ts 的估计值, 由实验知, Ts 的估计值为

5.82 秒. 在所得的 1 000 组数据向量和能耗值中随
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机抽取 700 组作为测试集, 剩余 300 组作为验证集.
在测试集上利用最小二乘法对模型参数进行辨

识. 以辨识参数变量 θθθ1 为例, 最小二乘参数辨识原
理如下[19]:

1) 拟合多项式为 Estate = XXX1θθθ
T
1 ;

2) 由测试集数据可知对应的数据向量XXX1 和对

应的真实状态改变耗能 Estate. 损失函数取平方损
失: R2 = Σ700

i=1(Estate(i) −XXX1(i)θθθ
T
1 );

3) 最小化平方损失, 对 θθθ1 中各项求偏导并令其

等于 0. 通过整理可得: θθθ1 = (XXXT
1 XXX1)TXXXT

1 Estate.
θθθ2 的辨识过程与 θθθ1 相似. 辨识得到的模型参

数向量如表 2 所示.

表 2 两轮自平衡机器人初始能耗模型参数

Table 2 Initial energy consumption model parameters of

two-wheel self-balancing robot

参数 数值 参数 数值 参数 数值

a1 172.2 a6 1.37 a11 4.27

a2 7.57 a7 16.26 a12 1.09

a3 13.2 a8 −4.39 a13 5.82

a4 −0.66 a9 −1.11 b1 20.83

a5 −0.94 a10 15.97 b2 0.93

在 300 组验证集上对得到的模型参数进行验证,
每一组随机输入对应的能耗模型预测值与真实能耗

之间的绝对误差和百分比误差如图 5 所示. 可见在
验证集上, 能耗模型预测的绝对误差在± 1 J 内, 百
分比相对误差的平均值为 0.63%. 由于本文采用了
两轮自平衡机器人的非线性模型进行仿真, 较小的
预测误差表明了将机器人动力学模型在平衡点处经

线性处理后仍能较好地刻画机器人的非线性动态特

性, 验证了本文通过频域分析法得到的运动能耗模
型结构准确, 能够很好地描述整个运动控制系统的
真实运动能耗.
本节针对平坦路面、无动态障碍物、道路状况

不变的室内环境, 利用本文所提算法得到的能耗最
优轨迹与通过迭代搜索得到的真实最优能耗轨迹相

比较, 证明了本文所提局部轨迹规划算法的能耗最
优性.

默认机器人移动时车轮与地面不发生打滑, 对
于给定的行驶环境, 本文采用 A* 全局路径规划算
法生成一条全局路径, 如图 6 所示. 取全局路径上的
路径点作为局部轨迹规划的局部目标点, 整个运行
路径可看作由 4 条局部轨迹组成, 利用本文所提算
法可以得到依次通过各局部目标点的能耗最优期望

运行轨迹和运行时间. 表 3 为每段期望最优轨迹对
应的运行线速度 v、旋转角速度 w、运行方向角的改

变值 σ、运行时间 T 和运行能耗 Etotal.

图 5 能耗模型验证集拟合效果误差图

Fig. 5 Modeling errors of energy consumption model in

validation set

图 6 全局路径

Fig. 6 Global path

表 3 能耗最优轨迹仿真结果

Table 3 Energy consumption optimal trajectory

simulation results

轨迹

序列

分段能耗

Etotal (J)

运行时

间 T (s)

线速度

v (m/s)

角速度

w (rad/s)

方向角

改变 σ (o)

1 336.97 28.46 0.499 0.011 36.28

2 252.43 21.42 0.523 −0.011 −20.68

3 256.15 21.38 0.526 0.017 33.06

4 270.15 21.62 0.527 0.03 61

3.2 能耗最优轨迹验证

由表 3 可以看出第一段轨迹由于运行时间较长,
并由静止状态到期望状态, 状态改变较大, 所以第一
段轨迹能耗相应较大. 而后 3 段各状态差别不大, 能
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耗较为相似, 符合实际情况. 每一段最优期望轨迹均
为匀速圆弧运动, 但如前文所述, 实际运行轨迹与期
望轨迹稍有偏差, 但本文在设计能耗模型时已充分
考虑了由路径跟踪控制器的动态响应所带来的过渡

阶段耗能, 所得能耗模型能准确预测期望轨迹所对
应的真实轨迹的能耗, 所以得到的实际运行轨迹即
为能耗最优轨迹. 图 7 为基于本文所提算法得到的
能耗最优期望轨迹与实际运行轨迹的对比图.

图 7 能耗最优期望轨迹与实际轨迹对比图

Fig. 7 Comparison diagram of the optimal energy

consumption desired trajectory and actual trajectory

为了更好地描述机器人运行的实际轨迹与期望

轨并不完全相同, 两者实时坐标误差如图 8 所示.
由图 8 可知, 在每一次期望轨迹状态发生变化

时, 由于控制器和机器人的动态响应, 跟踪上新轨迹
是一个渐变的过程, 机器人实际位置与期望位置存
在相对较大的误差, 但在控制器的作用下能很快收
敛到一个较小值, 有效实现轨迹跟踪, 准确达到指定
的路径点. 由于本文为了更方便地描述期望轨迹 rrr

与能耗间的关系, 采用的是速度控制器, 没有对位置
坐标进行跟踪控制, 所以有很小的稳态误差. 但本文
所提算法能够在控制器给定的情况下, 通过轨迹优
化实现节能. 事实上, 只需修改轨迹参数转换部分,
本文对于任意跟踪控制器均有效.

为了证明由本文所提方案能够找到最小能耗的

轨迹, 取图 7 中第一段轨迹进行验证, 采用数值迭代
搜索对经过坐标 (0, 0) 和 (10, 10) 的所有符合条件
的圆心角 γ 和运行时间 T 进行测试.其中, γ 的取值

范围为 0.1 rad∼ 1 rad, T 的取值范围为 26 s∼ 32 s,
取值间隔分别为 0.01 rad 和 0.05 s. 在上述范围内,
真实能耗如图 9 中的三维曲面所示. 其中右边箭头
指向真实最小能耗, 左边箭头指向通过本算法得出
的最小能耗.

图 8 能耗最优期望轨迹与实际轨迹坐标误差图

Fig. 8 Coordinate error graph of the optimal energy

consumption desired trajectory and actual trajectory

图 9 真实能耗与运行时间和轨迹圆心角关系图

Fig. 9 The relational graph of real energy consumption

with running time and track circle angle

如图 9 可见, 真实最优能耗为 336.65 J, 对应
的 γ 和 T 分别为 0.33 rad 和 28.58 s, 所对应的
轨迹为 (0.4971m/s, 0.012 rad/s, 35.55

o
), 由表 3

知, 按照本文提出的算法, 得到的能耗最优轨迹
为 (0.499m/s, 0.011 rad/s, 36.28

o
), 运行时间为

28.46 s, 对应的能耗为 336.97 J. 与真实最优能耗相
比误差率为 0.1%, 存在误差的主要原因来自测量误
差和参数辨识误差, 但误差较小, 表明本算法能较准
确地找到具有最低能耗的运行轨迹, 算法可信度较
高.

3.3 与其他能耗最优轨迹比较

为验证本文所提算法较其他节能轨迹规划算法

具有更好的节能效果, 分别与运行距离最短和能耗
最优三次贝塞尔曲线法[17] 进行比较. 采用相同的运
行环境、起始点和目标点, 分别对上述三种方法进行
实验仿真. 对于以运行距离最短为目标的方法, 令每
一段直线轨迹的运行时间与通过本文所提算法得到
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的最优运行时间相同, 每两个局部目标点间期望轨
迹为匀速直线运动; 对于能耗最优三次贝塞尔曲线
法, 以生成三次贝塞尔曲线的方法使路径光滑, 通过
迭代算法优化到达每个局部目标点的运行时间和速

度从而达到整体能耗最优. 图 10 为三者对比图, 3
种方法的总能耗和运行时间如表 4 所示.

图 10 三种运行轨迹对比图

Fig. 10 Contrast figure of three kinds of

running trajectory

表 4 与其他方法仿真结果比较

Table 4 Compare with other methods simulation results

轨迹序列
能耗最优

算法

路径最短

策略

三次贝塞

尔曲线

1 336.97 338.15 345.5

2 252.43 252.03 265.72

3 256.15 255.89 290.72

4 270.15 283.82 292.3

总能耗 (J) 1 115.7 1 129.8 1 203.3

运行时间 (s) 92.88 92.88 81.32

能耗比率 (%) 100 101.26 107.85

在图 10 中, 实线为利用本文所提算法通过仿真
实验得出的实际路径, 虚线为采用运行距离最短方
案得出的实际最短路径, 点划线为采用三次贝塞尔
曲线得到的光滑路径. 可以看出由本文所提算法得
出的路径介于直线和光滑路径之间, 这是因为本文
综合考虑了距离最短所增加的状态改变耗能和光滑

轨迹所增加的摩擦耗能. 事实上, 所得最优轨迹的形
状取决于状态改变耗能 Estate 和稳定状态能耗 Efri

在运动能耗中的贡献, 与机器人的转动惯量和摩擦
系数有关, 需具体问题具体分析. 如果 Estate 远远大

于同比的 Efri, 则通过本文所提算法得到的轨迹更趋
近于光滑轨迹, 反之, 趋近于直线. 而对于本文所设
定的机器人参数, 由表 4 可以看出, 路径最短方案能

耗小于光滑方案, 即 Estate 小于同比的 Efri, 所以所
得最优能耗应偏于直线, 与图 10 结果相符.
表 4 证明了只考虑运行距离或轨迹光滑的规划

方法能耗不是最优的, 本文由于充分利用了底层轨
迹跟踪控制器的动态响应特性, 实现了在直线轨迹
和光滑轨迹之间的综合考虑, 所规划的路径能耗更
低. 由实验结果可知, 相比于运行距离最短和能耗最
优三次贝塞尔曲线法, 本文所提的能耗最优轨迹规
划算法所需能耗分别降低了 1.26% 和 7.85%, 节能
效果提高明显. 但本文所提方法需先对模型参数进
行离线辨识, 对参数变化较为敏感, 并对变化的运行
环境 (如摩擦系数) 适应性不强. 针对此不足, 可以
采用动态辨识策略, 即在运行过程中实时采集数据,
进行加权辨识, 这将作为下一步的工作.

3.4 在多场景下最优轨迹的比较

为了消除运行场景的不同对节能效果的影响,
充分证明在多场景下本文所提方法仍保持其优势,
本小节采用与文献 [17] 图 7 (a) 中相同的场景对上
述三种方法进行实验. 三种方法结果对比如图 11 所
示, 总能耗, 节能率和运行时间如表 5 所示.

图 11 三种运行轨迹对比图

Fig. 11 Comparison of three kinds of

running trajectory

由表 5 知在多场景下, 相比于运行距离最短和
光滑轨迹, 本文所提的能耗最优轨迹仍具有较大优
势, 运行场景的不同对节能效果影响不大.

4 结论

为了减少移动机器人运行能耗, 延长其工作时
间, 本文针对两轮自平衡可移动机器人, 提出了一种
新的基于运动控制学模型和频域分析的能耗最优轨

迹规划算法. 本算法创新地将轨迹规划与轨迹跟踪
控制器和机器人动力学模型相结合, 更符合真实情
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况. 通过分析轨迹与电机输入电压间的传递函数, 将
期望轨迹与机器人真实运行能耗直接联系起来, 基
于能量在时域与频域上的转换关系, 建立了基于明
确机理表达的系统能耗模型. 基于所得能耗模型,
采用最小二乘法对模型参数进行离线辨识, 并通过
实验证明了所得能耗模型的准确性, 利用一定的数
学转换和参数求导, 直接得到了能耗最优的运行轨
迹和对应的运行时间. 这与传统的迭代搜索算法相
比, 计算量大大降低. 通过仿真实验结果可知, 由本
文所提算法得到的最优轨迹能耗值与真实最低能耗

的误差不大于 0.1%; 与最短运行距离和最优能耗三
次贝塞尔曲线法相比, 节能效果分别提高 1.26% 和
7.85%, 效果改善明显. 在不同的场景下, 本文所提
算法仍保持较大节能优势.

表 5 与其他方法仿真结果比较

Table 5 Compare with other methods simulation results

轨迹序列
能耗最优

算法

路径最短

策略

三次贝塞

尔曲线

1 28.43 30.811 26.03

2 40.56 39.87 52.4

3 33.61 36.36 35.12

4 33.89 33.62 36.12

5 30.91 30.93 32.33

6 28.57 29.02 28.82

7 24.68 24.56 25.28

总能耗 (J) 220.64 225.18 236.1

运行时间 (s) 18.6 18.6 15.3

能耗比率 (%) 100 102.06 107
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