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基于模糊形状上下文与局部向量相似性约束的配准算法

马新科 1, 2 杨 扬 1, 2 杨 昆 1, 2 罗 毅 1, 2

摘 要 非刚性点集配准研究是模式识别领域的一项重要基础研究. 本文在当前流行的非刚性点集配准算法的基础上提出了

两个主要贡献: 1) 模糊形状上下文 (Fuzzy shape context, FSC) 特征; 2) 基于局部向量特征的局部空间向量相似性约束项.

本文首先进行基于特征互补的对应关系评估, 在这一步骤中定义了模糊形状上下文特征, 然后基于模糊形状上下文特征差异

和全局特征差异设计了特征互补的高斯混合模型. 其次, 进行基于约束互补的空间变化更新. 在这一步骤中, 定义了局部向量

特征, 建立了局部空间向量相似性约束项. 本文算法通过使用特征互补的高斯混合模型进行对应关系评估, 并将配准问题转化

为可以用期望最大化 (Expectation maximization, EM) 算法解决的参数优化问题, 通过创建包含局部空间向量相似性约束项

的能量方程优化了空间变换更新. 本文首先测试了模糊形状上下文特征的检索率, 然后采用公开数据集测试了算法在点集配

准与图像配准的性能. 在与当前流行的十种算法的对比实验中, 本文算法均给出了精确的配准结果, 并在大部分实验中精度超

过了当前流行算法.
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Registration Algorithm Based on Fuzzy Shape Context and

Local Vector Similarity Constraint

MA Xin-Ke1,2 YANG Yang1, 2 YANG Kun1, 2 LUO Yi1, 2

Abstract Non-rigid point set registration is an essential research in pattern recognition. Two main contributions are

presented based on the current popular non-rigid point set registration algorithm in this paper: 1) Fuzzy shape context

feature 2) Local spatial vector similarity constraints based on local vector feature. The correspondence of complementary

of features is evaluated, firstly. At the same time, a fuzzy shape context (FSC) feature is defined and the Gaussian mixture

model based on the fuzzy shape context distance and the global feature distance is designed. The spatial transformation of

complementary of constraint is updated, secondly. Meanwhile, a local vector feature is defined and the local spatial vector

similarity constraint based on local vector feature is built. The proposed algorithm estimates correspondence by using

the Gaussian mixture model of complementary of feature. The proposed algorithm updates parameters of transformation

by using the expectation maximization algorithm, and completes transformation updating by building energy function

that has local spatial vector similarity constraints. Firstly, the retrieval rate of FSC is tested. The performance of point

set registration and image registration of the proposed algorithm was tested by using public data sets, secondly. In the

comparison experiments of currently popular 10 algorithms, accurate registration results of the proposed algorithm where

acquired, and surpassed the popular algorithms in most of the registration precision.
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非刚性点集配准 (Non-rigid point set registra-
tion) 是将某一个点集 (称为源点集) 与其发生非
刚性形变后的点集 (称为目标点集) 进行匹配的过
程. 非刚性点集配准算法研究是模式识别领域的一
项重要基础研究[1−6], 并被广泛应用在计算机图形
学[7−10], 医学图像处理[11−13], 遥感图像处理[14−17].
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在当前非刚性点集配准算法研究中[18−27], 研究者们
主要基于以下迭代中的两个步骤来实现各自的创新:
步骤 1. 源点集与目标点集间的对应关系评估.
步骤 2. 源点集空间变换方程的优化更新.
该框架是基于迭代的非刚性点集配准算法领域

的经典框架, 其核心思想在于迭代过程中逐渐调整
源点集的初始几何结构和位置, 使其与目标点集变
得更加相似, 从而使点集间的对应关系评估变得更
加容易, 最终实现两个点集的精确配准.
在步骤 1 中, TPS-RPM (The thin plate

spline robust point matching)[18], CPD (Coherent
point drift)[20−21], GMMREG (Robust point set
registration using Gaussian mixture models)[22],
MoAGREG (A mixture of asymmetric Gaussian
model)[25] 使用了欧氏距离作为全局特征评估点
集之间的对应关系. TPS-RPM[18] 通过点集到点

集的距离、Softassign[28−29] 和退火算法 (Deter-
ministic annealing)[30−31] 进行点集之间的对应关

系评估. CPD[20−21] 使用最大似然法 (Maximum
likelihood) 来评估点集之间的对应关系. GMM-
REG[22] 是一种基于高斯混合模型 (Gaussian mix-
ture model) 的非刚性点集配准算法, 该算法将两个
点集转变为两个高斯混合模型, 然后在此基础上进
行对应关系评估. MoAGREG[25] 在 TPS-RPM[18]

算法框架基础上通过采用不对称高斯模型作为点

集的特征描述进行对应关系评估. 其次, RPM-
LNS (The robust point matching-preserving local
neighborhood structures)[19], RPM-L2E (A robust
point matching algorithm based on L2E)[23], PR-
GLS (Non-rigid point set registration by preserv-
ing global and local structures)[26] 使用了 Shape
context[32] 进行点集之间的对应关系评估. RPM-
LNS[19] 是一种基于图论的非刚性点集配准算法, 采
用 Shape context 特征 (简称 SC 特征)[32−33] 进行

对应关系评估. RPM-L2E[23] 是一种基于 L2E 的
非刚性点集配准算法, 使用 SC 特征评估点集间的
对应关系. PR-GLS[26] 基于全局与局部结构维护的

非刚性点集配准算法, 使用 SC 特征评估点集间的
对应关系. 最近, GLMD (Global and local mixture
distance)[24] 和 GLMF (Global and local mixture
feature) [27] 使用了混合距离, GLMD[24] 设计了一

种基于全局与局部混合距离特征的对应关系评估方

法. GLMF[27] 使用两个特征描述法用于描述两个点

集之间的全局和局部几何结构特征差异, 进行点集
之间的对应关系评估.

在步骤 2 中, TPS-RPM[18]、RPM-LNS [19]、

CP-D[20−21]、 GMMREG[22]、 RPM−L2E[23]、

GLMD[24]、 GLMF[27]、 MoAGREG[25] 仅 使

用全局约束来进行空间变换更新. TPS-
RPM[18]、GLMD[24] 和 GLMF[27] 使用确定性

退火技术和薄板样条函数 (Thin-plate splines)[34]

约束空间变换. CPD[20−21] 提出了运动一致性[35]

(Motion coherent theroy, MCT) 约束, 提高了
配准过程中空间变换的稳定性. GMMREG[22]

和 RPM-L2E[23] 通过对两个高斯混合模型进行

L2E 最小化评估[36−37] (L2-minimizing estimate,
L2E) 来优化空间变换更新. MoAGREG[25] 基于

Graph[38−39] 拓扑结构对空间变换更新进行约束.
在上述两个交替迭代的步骤中, 存在着以下问

题: 步骤 1 中, TPS−RPM、CPD、GMMREG 与
MoAGREG 仅采用单一的欧氏距离作为全局特征
评估对应关系. 这使得它们无法描述点集中的局部
特征, 导致在全局特征较为相似的情况下对应关
系评估结果精度不足. RPM-LNS、RPM-L2E 与
PR-GLS 采用单一的 Shape context 特征评估点
集之间的对应关系, 这使得它们在点集局部结构
相似时同样无法区分彼此, 导致在配准后期容易
出现局部交叉误配. GLMD 和 GLMF 通过强制
一一对应的方法评估点集的对应关系, 这使得当冗
余点存在的情况下配准的效果不稳定. 步骤 2 中,
TPS-RPM、RPM-LNS、CPD、GMMREG、RPM-
L2E、GLMD、GLMF 与Mo-AGREG 在空间变换
更新过程中, 仅使用了全局空间结构约束, 没有对局
部空间结构进行约束.

为此, 本文提出了基于模糊形状上下文与局部
向量相似性约束的配准算法, 主要贡献有: 1) 定义
了一种新型的模糊形状上下文特征; 2) 设计了一种
基于局部向量特征的局部空间向量相似性约束项.
为了展示主要贡献的有效性, 在方法部分我们给出
了针对两个主要贡献的有效性评价实验. 在本文的
实验部分, 我们首先测试了模糊形状上下文特征的
检索率, 然后采用公开数据集测试了算法在点集配
准与图像配准的性能, 并与当前流行的十种算法进
行了对比实验.

1 方法

非刚性点集配准主要包含两个迭代步骤: 1) 评
估源点集与目标点集之间的对应关系. 2) 更新源点
集空间变换方程. 在这两个步骤中我们使用 EM 算
法进行参数的优化更新. 在 E 步骤通过贝叶斯法则
求得后验概率矩阵, 用来进行对应关系的评估. 在
M 步骤求得空间变换函数所需的最优化参数, 更新
空间变换方程. 在迭代中主要介绍两个主要贡献: 1)
模糊形状上下文特征与 2) 局部空间向量相似性约
束. 同时, 给出了两个主要贡献的有效性评价实验.
此外, 在本节也给出了参数设置, 计算复杂度分析和
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本文算法的伪代码.

1.1 基于特征互补的对应关系评估

本小节定义了模糊形状上下文特征和基于特征

互补的高斯混合模型, 我们将使用特征互补的高斯
混合模型取代常规的单一特征高斯混合模型进行对

应关系评估.

1.1.1 模糊形状上下文特征

在非刚性点集配准的对应关系评估中, RPM-
LNS[19]、RPM-L2E[23]、PR-GLS[26] 采用了形状上

下文特征[32] 进行点集之间的对应关系评估. 原始
的形状上下文特征存在以下问题: 1) 存在边界问题.
细微的形变可能导致点被分配到不同扇区, 造成直
方统计的过大差异. 2) 旋转不变性依赖质心的稳定.
在剧烈形变和大角度旋转下, 质心不再稳定, 导致旋
转不变性失效. 3) 对于局部的相似结构缺乏辨识能
力. 针对以上问题, 我们提出了模糊形状上下文特征
描述子, 该描述子在形变、噪音、冗余点同时存在的
情况下, 旋转角度在 ± 75◦ 以内展示出了稳定且精
确的配准性能.
早期, Belongie 等[32] 提出了经典的形状上下文

(Shape context, SC)描述子用于描述点集的形状特
征. 该特征以点集中的每一个点为中心建立极坐标
系, 并按照径向长度为 log r (r 是扇区的层数), 切向
角度相等的规则将极坐标系划分为固定数量的扇区,
分别将不同点的扇区内的点数记录在不同的矩阵中

作为一个点集的 SC特征. 某个点集的 SC特征矩阵
可以写作如下形式 s(·) = {sn(·)|n = 1, 2, · · · , N} ,
其中 sn(·) 是一个 R × Θ 矩阵. 图 1 展示的是一个
由 10 个点组成的点集中点 p 的 SC 特征描述, 其中
极坐标系被划分为了 3 × 8 (即 R = 3, Θ = 8) 个
扇区.

图 1 点 p 的 SC 特征图示

Fig. 1 SC feature diagram is showed

假设现有一个点集 X = {xn|n = 1, 2, · · · , N},
另有一个点集 Y = {ym|m = 1, 2, · · · ,M}. 为了可
以使用 SC 特征评估点集 X 与 Y 之间的空间结构

相似性, Belongie 等[32] 定义了 SC 特征差异:

dnm
sc = dsc(Sn(X), Sm(Y )) =

1
2

R∑
r=1

Θ∑
θ=1

[sn
rθ(X)− sm

rθ(Y )]2

sn
rθ(X) + sm

rθ(Y )
(1)

其中, r 是极坐标系的径向坐标, θ 是极坐标系的切

向坐标, sn
rθ(P ) 是矩阵 Sn(X) 中第 r 行第 θ 列的

元素, 代表了点集 X 的第 n 个点在坐标为 (r, θ) 的
扇区内的特征元素, 在这里它等于此扇区内点的数
量. 由此可以构成两个点集之间的 SC 特征差异矩
阵 Dsc = {dnm

sc }N,M
n=1,m=1, 基于 Dsc 评估点集之间的

对应关系, 并进行点集的空间变换便可完成非刚性
点集配准.

在点集发生较大级别 (非刚性形变 + 旋转) 的
情况下, 同一个点的 SC 特征会因为所有点均移动
到了不同的扇区而产生巨大的不同, 影响算法评估
出的对应关系. 第 1.1.1 节, 本文定义了一个模糊形
状上下文特征, 它可以使每个扇区内的特征元素不
仅取决于此扇区内点的数量, 同时也受到相同切向
坐标扇区内点数量一定程度的影响, 以提高 SC 特
征的鲁棒性.
本文通过定义一种新型的极坐标系中 (r, θ) 扇

区的 srθ(·) 的计算方法, 来定义模糊形状上下文特
征. 模糊形状上下文特征对 srθ(·) 的定义即为极坐
标系中 (r, θ) 扇区内点的数量, 本文给出了新的定
义:

srθ(·) =
Θ∑

θ=1

grθ(x) (2)

其中, grθ(x) 是大小为 R × Θ 的矩阵 G 中的元素,
且每个元素均是根据高斯模型计算得到的. 具体定
义如下:

grθ(x) =

{
crθexp(− (x−θ)2

2µ
), x ≤ Θ+1

2

crθexp(− (Θ−x+θ)2

2µ
), x > Θ+1

2

(µ > 0)

grθ(x) =

{
crθ, x = θ

0, x 6= θ
(µ = 0)

(3)
其中, µ 是模糊形状上下文特征权重参数, 用来控制
(r, θ) 扇区的 srθ 取值受相同切向坐标扇区的影响程

度, crθ 代表 (r, θ) 扇区内点的数量. 通过对 srθ(·)
的定义可以看出其取值符合以下性质: 1) 当 µ = 0
时, (r, θ) 扇区的 srθ(·) 取值即为此扇区内点的数量;
2) 当 µ > 0 时, (r, θ) 扇区的 Srθ(·) 取值取此扇区
内点的数量并同时受到相同切向坐标扇区内点的数

量的影响, 且造成显著影响的扇区个数随 µ 的增大

而变大. 本文将点 xi 的模糊形状上下文特征定义为

由 si
rθ(X) 组成的R×Θ 矩阵 Si(X), 则可以得到点
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集 X 的模糊形状上下文特征矩阵:

S(X) = {S1(X), S2(X), · · · , SI(X)} (4)

本文的模糊形状上下文特征通过在极坐标系的

每个扇区上覆盖一个高斯模型, 将原 SC 特征 Srθ(·)
的计算方法重新定义为一个扇区的点数作主导、多

个切向相邻扇区进行影响的模糊的计算方法.
为了进一步展示模糊形状上下文特征的配准效

果,我们给出了原 SC特征与模糊形状上下文特征的
对比实验. 如图 2 所示, 在设置形变级别为 8 级[24]

和旋转角度为 75◦ 的情况下, 图 2 (a) 为模糊形状上
下文特征的配准效果图、图 2 (b) 为原 SC 特征的配
准效果图. 在此, 规定 “∗” 点集为目标点集, “ + ”
点集为源点集, “◦” 点集为评估后的假想目标点集.
在第一次的迭代中, 使用模糊形状上下文特征和 SC
特征的评估后的假想目标点集都收缩在区域的中心.
在迭代的第 15 次, 模糊形状上下文特征显示出配准
的优势. 在迭代的最后, 使用模糊形状上下文特征的
配准效果要优于使用 SC 特征的配准效果, 图中方
框圈出的部分为未配准的点集.
1.1.2 特征互补的高斯混合模型

在非刚性点集配准的对应关系评估中, 仅使用
单一的欧氏距离或单一的形状上下文特征在某些特

殊情况下无法有效区分点集间的差异, 例如, 全局特
征相似或局部特征相似的情况下. 为了解决这类问
题, Yang 等[24] 提出全局与局部混合距离特征算法,
汤昊林等[27] 提出基于混合特征的非刚性点阵配准

算法. 但是, Yang 等[24] 和汤昊林等[27] 通过强制一

一对应的方法评估点集的对应关系, 这使得当冗余
点存在的情况下, 算法的配准效果不稳定.
为此, 我们利用模糊形状上下文特征和全局特

征构建了特征互补的高斯混合模型. 不仅解决了单
一特征的问题, 而且也解决了 Yang 等[24] 和汤昊林

等[27] 强制一一对应的问题.
单个高斯模型组件的概率密度函数如下:

fgm(xn|ym) =
1√
2πσ

exp
(
− ‖ xn − ym ‖2

2σ2

)
(5)

其中, X 是包含 N 个点的目标点集, Y 是包含M

个点的源点集, σ2 是高斯混合模型中每个成员的方

差. 高斯混合模型的概率密度函数如下:

Fgmm(X) =
N∏

n=1

M+1∑
m=1

ψnmfgm(xn|ym) =

N∏
n=1

(1− ω)
M∑

m=1

ψnmfgm(xn|ym) +
ω

N
(6)

其中, ψnm 是一个非负的高斯组件的权重参数且满

足
∑M

m=1 ψnm = 1. 在这里使用了 M + 1 个组件,
第M + 1 个组件被用于消除噪音和冗余点的影响,
并用 ω 来约束它且满足 0 < ω < 1.

本文基于高斯径向基函数 (Gaussian radial ba-
sis function, GRBF) 对源点集 P 的空间变换函数

进行了定义:

T (P, W ) = P + BW (7)

其中, B 是由 GRBF: bij = exp((−1/2σ2)‖pi −
pj‖2) 计算得到的 N ×N 内核矩阵, W 是高斯内核

的 N ×D 权重矩阵. 本文通过混合使用模糊形状上
下文特征与欧氏距离特征进行点集之间对应关系的

评估. 在此节, 本文首先介绍了使用模糊形状上下文
特征差异与全局特征差异构建的基于特征互补的高

斯混合模型, 然后给出了本文算法评估出的对应关
系矩阵和计算得到的对应点集.
本文将点集的空间坐标作为全局特征, 两点集

之间的欧氏距离 (Euclidean distance) 定义为全局
特征差异, 具体如下:

dnm
g = ‖qm − T (pn,W )‖2 (8)

由此得到点集 P 与 Q 之间的 N ×M 全局特征差

异矩阵 Dg.
本文通过平衡模糊形状上下文特征与欧氏距离

特征之间的关系建立了特征互补的单个高斯混合模

型组件:

fgmm(qm | pn) =
1√

2παβ
exp[−(

dnm
g

2α2
+

dnm
fsc

β2
)] (9)

然后可以得到基于特征互补的高斯混合模型概率密

度函数 (Probability density function):

fgmm(qm) =
N∑

n=1

(1− ω)ψnmfgmm(qm | pn) +
ω

M

(10)
其中, ω

M
用来处理点集中的冗余点, 且 0 < ω < 1,

ψnm 是模型中每个组件的权重, 且
∑N

n=1 ψnm = 1.
在本文算法中, 模糊形状上下文特征差异与全局特
征差异的方差 α2 和 β2 相互独立, 且 ψnm=1/N .
如图 3 所示, 实验给出图 3 (a) 仅使用全局

特征的高斯混合模型, 图 3 (b) 仅使用模糊形状
上下文特征的高斯混合模型和图 3 (c) 特征互补
的高斯混合模型的配准效果. “∗” 点集为目标点
集, “ + ” 点集为源点集, “◦” 点集为评估后的假
想目标点集. 在迭代的第一次, 图 3 (a) 的评估后
的假想目标点集收缩在目标点集的区域中心, 然
而图 3 (b) 和图 3 (c) 的评估后的假想目标点集接
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图 2 模糊形状上下文特征与 SC 特征的配准效果对比

Fig. 2 Comparison of the registration examples between fuzzy shape context features and SC features

图 3 特征互补的高斯混合模型与单特征高斯混合模型的配准效果对比

Fig. 3 Comparison of the the registration examples between Gaussian mixture model of feature complementary and

single feature Gaussian mixture model

近目标点集. 随着迭代的进行, 模糊形状上下文特
征不再起主要作用, 全局特征的作用更加明显. 图
3 (a) 在迭代过程中仅使用了全局特征, 未受到模糊
形状上下文特征的平衡, 导致部分源点集与目标点
集不能配准,在图 3 (a)中未配准的点集用方框圈出,
然而图 3 (b) 在迭代过程中仅使用了模糊形状上下
文特征, 导致源点集和评估后的假想目标点集就收
缩成为一个点. 相比之下, 图 3 (c) 在迭代之初,模糊
形状上下文特征起主导作用, 一开始源点集就接近
目标点集, 随着迭代的进行, 全局特征起主导作用,
在后期使源点集更加接近目标点集, 正是模糊形状
上下文特征和全局特征的互补才使配准的效果达到

最佳.
1.1.3 评估对应关系

本文采用贝叶斯法则评估点集之间的对应关系,
得到基于特征互补的高斯混合模型的后验概率:

anm =
exp[−(dnm

g

2α2 + dnm
fsc

β2 )]
N∑

i=1

exp[−(dim
g

2α2 +
dim

fsc

β2 )] + 2πα2β2 Nω
M(1−ω)

(11)

其中各参数的取值为前一次迭代中各参数的取值.
评估出源点集与目标点集的 N × M 对应关系矩

阵A, 然后计算得到源点集的对应点集 Q̄ = AQ,
完成配准过程中点集之间对应关系的评估. 通过
本文对空间变换函数 T 与对应关系矩阵 A 的定

义, 可以看出对点集进行空间变换需要合适的参数
α2、β2、W , 于是点集的空间变换函数优化更新问题
便转化为了参数优化问题. 在本节, 我们将使用 EM
算法完成对空间变换函数参数的优化更新. 为了对
高斯混合模型进行合适的空间变换以完成配准过程

中的一次迭代, 本文通过最小化基于全局特征相似
与 SC 特征相似的似然估计函数求得空间变换函数
需要的参数. 本文首先进行 E 步骤, 求得对数似然
函数 (Negative log-likelihood function) 如下:

E(α2, β2,W ) =
1− ω

N

M∑
m=1

log
N∑

n=1

anmexp
(dnm

g

2α2
+

(sm
rθ(Q)− sn

rθ(P ))2

2β2

)
+ M log

ω

M
(12)
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1.2 基于约束互补的空间变换更新

本小节, 我们引入了全局结构约束, 设计了局部
向量特征和局部空间向量相似性约束. 同时, 我们使
用全局结构约束和局部空间向量相似性约束建立了

基于约束互补的空间变换更新的能量方程. 此外, 为
了证明本文算法的优越性, 我们给出了基于约束互
补的空间变化更新与仅使用单约束的空间变化更新

的对比实验.
1.2.1 全局结构约束

在非刚性点集配准中, 一个点集映射到另一个
点集的方法将不再是唯一的. 因此, 我们需要引入基
于运动一致性的约束[35] 以解决这种不适定问题. 在
本文算法中引入运动一致性的几何约束抑制了整个

变换过程中不一致的变换, 图 4 中给出了两种点间
不同的运动一致速度场实例, 并给出以下全局结构
约束:

R(T ) = ‖T‖2 (13)

图 4 速度场图解

Fig. 4 Velocity field diagram field

1.2.2 局部向量特征

本文算法进行非刚性点集配准的过程中, 为了
使点集的空间变换函数满足在迭代更新时可以维护

局部空间结构的相似性, 我们采用优化空间变换函
数的更新过程, 使其满足局部特征差异最小化的方
法, 并通过向量的形式定义局部特征以使得到的局
部特征差异更可靠.

为了准确地描述一个点集的局部特征, 假设
现有一个点集 X = {xi|i = 1, 2, · · · , I}. 在此小
节, 本文基于一个点与其 H 个最近相邻点所构成

的向量加权定义为此点的局部向量特征, 并将点
的相邻点向量所组成的集合称为集合 Vi. 本文用
L(X) = {L(x1), L(x2), · · · , L(xI)} 表示点集 X 的

局部向量特征矩阵. 我们对 L(xi) 进行了如下定义:

L(xi) =
H∑

h=1

ηh
i vi

h (14)

其中 vh
i ∈ Vi, ηh

i 是控制对应向量对此特征描述的

贡献程度的权重参数.
在局部向量特征的定义中, 有两个参数对此特

征局部空间结构描述的准确性产生较大的影响: 1)

相邻点的数量 H; 2) 权重参数的取值. 首先, 从特
征描述的全面性考虑, H 的设置应满足至少包含

配准所在空间的所有维度上的相临点, 由于本文算
法采用了模糊形状上下文特征, 故仅适用于二维情
况, 所以 H 应设为大于 4 的整数 (至少可以描述
十字交叉、夹角与直线的情形). 其次, 考虑到在
H 个相邻点中恰好的情况下, 我们假设冗余点会
对局部特征描述子造成超出预期的影响. 因此, 令
ηh

i = exp(−‖vh
i ‖2/ξ2

i ), 使长度过长的向量的权重参
数趋于 0, 以限制冗余点的不利影响.

1.2.3 局部空间向量相似性约束

在 E 步骤中求得对数似然函数式 (12) 的期望,
然后进行M 步骤最小化对数似然函数的期望, 为了
减小计算复杂度, 通过借助隐变量的方法, 将对数似
然函数转化为如下能量方程:

Exp =
M∑

m=1

N∑
n=1

anm(
dnm

g

2α2
+

(sm
rθ(Q)− sn

rθ(P ))2

2β2
)+

QAlnα2β2 + Gs
(15)

其中, QA =
∑M,N

m=1,n=1 anm, Gs = ρ
2
tr(WTBW ), ρ

是用来控制正则化强度的参数. 我们通过添加正则
化项 Gs 使参数优化满足点集的全局结构最优, 使
源点集的空间变换可以最大程度地满足正则化.
为了进一步优化能量方程, 本文通过最小化空

间变换后的源点集与对应目标点集的局部空间结构

差异, 维护空间变换函数优化更新过程中局部空间
向量相似性. 我们使用局部向量特征计算点集之间
的局部空间结构差异:

Ls =
%

2

N∑
n=1

‖L(qn)− L(T (pn,W ))‖2=

%

2
tr(KTK)

(16)

其中, % 是控制局部约束的强度的参数, K =
(U Q̄ − HI)AQ − (UP − HI)(P + BW ), I 代表
单位矩阵. 假设点集X = {xi|i = 1, 2, · · · , I}, 则矩
阵 UX , 具体定义如下:

ux
ij =

{
ηj

i , 若
−−→xixj ∈ Vi

0 , 若 −−→xixj /∈ Vi

(17)

将局部约束 Ls 加入式 (15) 中, 得到:
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Exp =
M∑

m=1

N∑
n=1

anm

2

{ 1
α2
‖qm − (pn + bnW )‖2+

1
β2

R∑
r=1

Θ∑
θ=1

(sm
rθ(Q)− sn

rθ(P ))2
}

+

QAlnα2β2 + Gs + Ls
(18)

因此, 更新空间变换函数所需的最优化参数便
可在式 (18) 的极值点求得, 即:

(α2, β2,W ) = arg minExp (19)

在本文的附录 A 中给出了式 (19) 的具体求解过程.
图 5 展示了图 5 (a) 全局约束下的配准效果, 图

5 (b) 局部约束下的配准效果, 和图 5 (c) 约束互补
下的配准效果. “∗” 点集为目标点集, “ + ” 点集为
源点集, “◦” 点集为评估后的假想目标点集. 在第一
次迭代时, 图 5 (a)、图 5 (b) 和图 5 (c) 的评估后的
假想目标点集都很接近目标点集. 随着迭代次数的
增加, 图 5 (a) 仅在全局约束的作用下执行配准, 在
迭代的最后源点集与目标点集的配准效果较差. 图
5 (b) 仅使用了局部约束, 在整个迭代的过程中没有
全局约束控制, 所以最终配准效果也不理想. 图 5 (c)
在迭代的过程中受到全局约束与局部约束相互控制,
在迭代的最后配准效果优于图 5 (a) 和图 5 (b).

1.3 参数设置与复杂度分析

在点集配准的过程中, 我们对目标点集 XN×D

和源点集 YM×D 进行零初始化和重新调节方差. 首
先, 设置高斯混合模型的概率密度函数的第M + 1
个组件的约束参数 ω 和模糊形状上下文特征权重参

数 µ. 在目标点集包含非刚性形变 + 旋转的情况下
ω = 0.2, µ = 5, 在目标点集包含非刚性形变 + 噪

音的情况下 ω = 0.7, µ = 3, 在目标点集包含非刚性
形变 + 冗余点的情况下 ω = 0.7, µ = 1. 其次, 设
置最近相邻点的数量 H = 5. 最后, 设置正则化参
数 ρ = 2 和局部约束参数 % = 2. 在第 1.4 节中给出
了本文算法的伪代码.
在本文算法中使用软计算策略获得目标点集

与源点集每个点之间的形状距离需要花费的复

杂度为 O(M × N). H 个最近相邻点的获得是

通过 H 次顺序搜寻完成的, 它的计算复杂度是
O(HM 2). 由于式 (18) 存在 M × M 的核矩阵

B 与M × D 的源点集 Y , 所以求偏导需要的复杂
度是 O(M 3). 综上所述, 本文算法的计算复杂度
为 O(M 3), 并且, 通过使用低秩矩阵近似法[40] 和回

归子集法[41−42] 可以把复杂度减少至 O(M). 对比
其他方法, TPSRPM、CPD、GMMREG 和MoA-
GREG 在 M < N 时计算出对应矩阵的复杂度是

O(NM), 在 RPM-L2E、GLMDTPS 和 PR-GLS
中解决 N × N 的花费矩阵的线性分配问题需要的

复杂度为 O(N 3), 而 PR-GLS 在它们的文献中提到
最快情况下的复杂度为 O(M).

1.4 伪代码

算法 1 给出了本文算法的伪代码.
算法 1.基于模糊形状上下文与局部向量相似性

约束的配准算法

输入. 两个点集 P 和 Q.
参数设置. 初始化参数 W = 0, ρ = % = 2,

H = 5, 预匹配: 在非刚性形变或旋转的情况下
ω = 0.2, µ = 5, 在目标点集包含噪音的情况下
ω = 0.7, µ = 3, 在目标点集包含冗余点的情况下
ω = 0.7, µ = 1.
开始. 未达到最大迭代次数, 执行式 (18).

图 5 约束互补的空间变化方程与单约束的配准效果对比

Fig. 5 Comparison of the registration examples between constraint complementary spatial variation equations and

single constraint spatial variation equations
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步骤 1. 通过式 (1) 与式 (8) 分别计算模糊性状
上下文特征差异矩阵Dfsc 与全局特征差异矩阵Dg.
步骤 2. 使用式 (11) 评估点集 P 与点集 Q 之

间的对应关系矩阵 A, 并得到对应点集 Q̄.
步骤 3. 通过式 (19) 更新空间变换函数的参数

W 与计算对应关系矩阵所需的 α2 和 β2.
步骤 4. 通过式 (7) 对点集 P 进行空间变换更

新得到新的点集 P .
结束. 直到达到最大迭代次数式 (18) 收敛.
输出. 配准后的点集 P .

2 实验

我们使用MATLAB R2017a 实现了本文算法.
本文实验部分首先介绍了实验设计. 其次, 测试了
模糊形状上下文特征的形状检索性能. 然后, 我们采
用: 1) 人造轮廓点集[18]、2) CMU 序列图像[43−44]

与 3) Pascal 2007[45] 数据集测试了本文算法的点集

配准性能, 同时还采用了Mikolajczyk 数据集[46] 测

试了算法的图像配准性能. 在以上两类实验中, 我们
同时也给出了相关算法的对比实验结果.

2.1 实验设计

我们分别进行了 1) 模糊形状上下文形状检
索性能测试、2) 本文算法的性能测试、3) 相关算
法的性能比较和 4) Mikolajczyk 数据集[46] 图像

配准测试, 共计四类实验. 在 1) 形状检索性能测
试中, 我们使用了 MPEG-7 测试数据集, 整个测
试过程完全按照原始形状上下文[32] 中的实验设

计方案进行; 在 2) 性能测试中, 本文使用了来自
于 TPS-RPM 中的 Line, Fish1 和 Chinese char-
acter 三种二维人造轮廓点集, 误差评价与 Ground
truth 沿用 TPS-RPM[18] 中的设计方案; 在 3) 性
能比较测试中, 除前述人造轮廓点集外, 我们还
增加了 Pascal 2007 challenge 数据集[45] 与 CMU
house 序列图像数据集[44], 并与当前流行的十种算
法 (TPS-RPM[18]、CPD[21]、GMMREG[22]、RPM-
L2E[23]、GLMD[24] 与 PR−GLS[26] 共六种迭代算

法, Caetano 等[47], Torresani 等[48] 与 Leordeanu
等[45] 共三种基于 Graph[38−39] 的学习算法,
FGM[49] 共一种基于 Graph[38−39] 的非学习算法)
进行了对比实验; 在图像配准测试中, 我们从Miko-
lajczyk 数据集[46] 中选取了 “boat”和 “graf”, 并使
用 SIFT 算法从图像上提取特征点, 并利用点集配
准完成图像配准.

2.2 MPEG-7数据集形状检索性能测试

MPEG-7 数据集 (如图 6 所示) 拥有 70 种类
别, 每个类别包含 20 张图片. Belongie 等[32] 采用

MPEG-7 数据集进行了形状检索性能测试, 并获得
76.51% 的检索率. 为了实现公平可靠的对比实验,
我们采用与 Belongie 等[32] 相同的实验设计对本文

提出的模糊形状上下文特征进行了形状检索性能测

试, 并与原始形状上下文特征进行了对比. 图 7 给出
了形状检索前预处理的结果, 本文算法与原始形状
上下文特征 (SC)[32]、Latecki 等[50] 和Mokhtarian
等[51−52] 在 70 种类别中的平均检索率如表 1 所示.
本文提出的模糊形状上下文特征获得了 78.93% 的
平均检索率. 相比其他三种算法形状检索性能方面
更加优异.

图 6 MPEG-7 数据集例子

Fig. 6 Examples of MPEG-7 dataset

图 7 “apple” 轮廓点集提取

Fig. 7 Contour point extraction of apple template

表 1 SC、Latecki 等、Mokhtarian 等和 FSC 的检索率

Table 1 Retrieval rate of shape context, Latecki et al.,

Mokhtarianet et al. and fuzzy shape

SC[32] Latecki 等[50] Mokhtarian 等[51−52] FSC

76.51% 76.45% 75.44% 78.93%

2.3 本文算法性能测试

在本文算法的性能测试部分, 我们采用人造轮
廓点集 Line[18] (60 points), Fish1[18] (98 points)
和 Chinese character[18] (105 points) 作为实验数
据, 同时使用与 TPS-RPM[18] 相同的误差评估准

则, 即目标点集与配准后的点集之间的平均标准差
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和平均误差, 测试了参数 µ 的取值对本文算法配准

性能的影响. 图 8 展示了在三个点集中参数 µ 取值

分别为 0、1、2、3、4、5 时, 三种复杂非刚性配准
模式情况下的配准结果, 其中平均误差为 100 次随
机测试的均值, 竖线表示标准偏差. 在所有配准模式
下, 各 µ 取值均获得了正确的配准结果.
从图 8 中可以看出: 1) 第一行中 Line[18] 旋转

角度在 −30◦ ∼ 75◦ 之间时平均误差较小, 随着旋
转角度的增大平均误差逐渐增大; Fish1[18] 旋转角

度在 ±30◦ 之间时平均误差较小, 随着旋转角度的
增大平均误差逐渐增大; Chinese character[18] 旋转

角度在 ±45◦ 之间时平均误差较小, 随着旋转角度
的增大平均误差逐渐增大. 该模式下, 参数 µ 值为

5 时误差相对较小. 2) 第二行中 Line[18], Chinese
character[18] 旋转角度在 ±75◦ 之间时平均误差较
小, Fish1[18] 旋转角度在 ±45◦ 之间时平均误差较
小, 随着旋转角度的增大平均误差逐渐增大. 该模
式下, 参数 µ 值为 3 时误差相对较小. 3) 第三行中
Line[18], Fish1[18], Chinese character[18], 旋转角度
在±75◦ 之间时平均误差较小, 随着旋转角度的增大
平均误差逐渐增大. 该模式下, 参数 µ 值为 1 时误
差相对较小.

在一定程度上, 待配准图像畸变的大小与 µ 值

成正相关, 在给出一个无法预知变换状态和变换

程度的待配准图像时, 本文使用 SC 特征作为预匹
配[26, 32] 步骤, 将配准后得到的误差与设置的阈值相
对比, 实现自动选取合适的参数 µ, 从而得到最优的
配准结果.

2.4 相关算法性能比较

2.4.1 人造轮廓点集

我们首先采用前述三个人造轮廓点集测试了本

文算法与 TPS-RPM[18]、CPD[21]、GMMREG[22]、

RPM-L2E[23]、GLMD[24]、PR-GLS[26] 在四种不

同非刚性配准模式下的配准性能. 图 9 展示了本文
算法与六种相关算法的比较实验结果. 从总体来看,
TPS-RPM[18] 在三个人造点集的四种配准模式下,
均给出了较大的误差, 本文算法对比其他六种算法
展示出了较为精确和稳定的配准性能. 图 10、图 11
与图 12 分别展示了本文算法在 Line[18]、Fish1[18]

与 Chinese character[18] 上的配准实例.
2.4.2 Pascal真实图像数据

本文采用 Pascal 2007 challenge 数据库[45] 的

30 对汽车图像数据与 20 对摩托车图像数据对本文
算法进行了真实图像配准性能测试, 并与 FGM[49],
Leordeanu 等[45]、GLMD[24] 三种相关算法进行了

对比实验. 表 2 展示了本文算法与其他算法的平均
配准率, 本文将汽车与摩托车的每对图像配准结果

图 8 人造轮廓点集的三种不同配准模式下, 本文算法的六种参数取值的配准结果 (其中第一列至第三列分别是点集

Line[18]、Fish1[18]、Chinese character[18] 的配准结果; 第一行至第三行分别是: 1) 旋转变化加固定级别形变处理、2) 旋转变

化加固定级别噪音与形变处理、3) 旋转变化加固定级别冗余点与形变处理)

Fig. 8 The results of point set registration using the six parameter settings under the three different registration

patterns (The first to third columns are the registration results of the point set Line[18], Fish1[18], and Chinese

character[18], respectively. The first to third columns are 1) rotations + fixed deformation, 2) rotations + fixed noise and

deformation, and 3) rotations + fixed outliers and deformation, respectively)
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图 9 人造轮廓点集的四种不同配准模式下, 本文算法与 TPS-RPM[18]、CPD[20−21]、GMMREG[22]、RPM-L2E[23],

GLMD[24]、PR-GLS[26] 的比较实验结果. 第一行至第四行分别是 1) 形变变化、2) 噪音变化 + 4 级固定形变、3) 冗余点变化

+ 4 级固定形变、4) 旋转变化 + 4 级固定形变

Fig. 9 Comparison results of the proposed method, TPS-RPM[18], CPD[20,21], GMMREG[22], RPM-L2E[23], GLMD[24]

and PR-GLS[26] under four different registration patterns. The first to fourth rows are 1) deformation, 2) noises + fixed

4 level deformation, 3) outliers + fixed 4 level deformation and 4) rotations + 4 level deformation, respectively

图 10 点集 Line[18] 的配准实例 (第一列是配准前, 第二列

是配准后. 第一行至第四行分别是四种非刚性配准模式: 8

级形变处理、4 级噪音处理 + 4 级形变处理、4 级冗余点处

理 + 4 级形变处理、13 级旋转处理 + 4 级形变处理.)

Fig. 10 Registration example of Line[18] point set (The

first to fourth rows are four different types of non-rigid

registration patterns: 8 level deformation, 4 level noise +

4 level deformation, 4 level outliers + 4 level deformation,

13 level rotation + 4 level deformation.)

图 11 点集 Fish1[18] 的配准实例 (第一列是配准前, 第二列

是配准后. 第一行至第四行分别是四种非刚性配准模式: 8

级形变处理、4 级噪音处理 + 4 级形变处理、4 级冗余点处

理 + 4 级形变处理、13 级旋转处理 + 4 级形变处理.)

Fig. 11 Registration example of Fish1[18] point set (The

first to fourth rows are four different types of non-rigid

registration patterns: 8 level deformation, 4 level noise +

4 level deformation, 4 level outliers + 4 level deformation,

13 level rotation + 4 level deformation.)
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的正确匹配比例的平均值作为平均配准率, 其中相
关算法的平均配准率取自他们公布的实验结果. 本
文算法给出了最优的平均配准率. 图 13 与图 14 分
别给出了本文算法的两个配准实例.

图 12 点集 Chinese character[18] 的配准实例 (第一列是配

准前, 第二列是配准后. 第一行至第四行分别是四种非刚性

配准模式: 8 级形变处理、4 级噪音处理 + 4 级形变处理、4

级冗余点处理 + 4 级形变处理、13 级旋转处理 +

4 级形变处理.)

Fig. 12 Registration example of Chinese character[18]

point set (The first to fourth rows are four different types

of non-rigid registration patterns: 8 level deformation, 4

level noise + 4 level deformation, 4 level outliers + 4 level

deformation, 13 level rotation + 4 level deformation.)

表 2 FGM[49]、Leordeanu 等[45]、GLMD[24]、本文算法在

汽车与摩托车真实图像中的平均配准

Table 2 Matching rates on cars and motorbikes for our

method, FGM[49], Leordeanu et al.[45] and GLMD[24]

FGM Leordeanu 等 GLMD 本文算法

80% 80% 93% 97%

图 13 汽车真实图像配准实例 (取自 Pascal 2007 challenge

数据库[45] 的第 18 对汽车图像, 图中连线代表特征点之间的

对应关系.)

Fig. 13 Registration example of automotive real image

(The 18th pair of car images are selected from the Pascal

2007 challenge database[45]. The lines represent the

correspondence of the feature points in the figure.)

图 14 摩托车真实图像配准实例 (取自 Pascal 2007

challenge 数据库[45] 的第 4 对摩托车图像, 图中连线代表特

征点之间的对应关系.)

Fig. 14 Registration example of motorbike real image

(The 4th pair of car images are selected from the Pascal

2007 challenge database[45]. The lines represent the

correspondence of feature points in the figure.)

2.4.3 序列图像数据

本文采用 CMU house 和 hotel[43−44] 图像

数据集对本文算法进行了测试, 并与 GMM-
REG[22]、Torresani 等[48]、FGM[49]、GLMD[24]、

Leordeanu 等[45]、Caetano 等[47] 进行了对比实

验. 表 3 展示了本文算法与相关算法的平均配准率,
Torresani 等[48]、FGM[49]、GLMD[24]、Leordeanu
等[45]、Caetano等[47] 的平均配准率取自他们公布的

实验结果. 本文算法, Torresani 等[48] 与 GLMD[24]

在 CMU house 序列[44] 图像中均给出了最优的平

均配准率, 本文算法在 CMU hotel[43] 序列图像中给
出了最优的平均配准率. 图 15 与图 16 分别给出了
本文算法的 CMU hotel[43] 和 CMU house[44] 的配

准实例.

表 3 CMU hotel 和 CMU house 序列图像的平均配准率

Table 3 The average registration rate of CMU hotel and

CMU house sequence images

算法名称 CMU hotel CMU house

GMMREG[22] 97.1% 99.5%

Torresani 等[48] 无 100%

FGM[49] 无 100%

GLMD[24] 无 100%

Leordeanu 等[45] 94.8% 99.8%

Caetano 等[47] <90% <96%

本文算法 99.6% 100%

2.5 图像配准测试

我们采用公开的 Mikolajczyk 数据集[46] 测

试了本文算法与 TPS-RPM[18]、 CPD[20−21]、

GMMREG[22]、RPM-L2E[23]、PR-GLS[26] 六种

算法的图像配准性能. 本实验首先通过 SIFT 算法
分别提取 “boat” 和 “graf”图像对的特征点, 然后
使用基于点集配准的方法完成图像配准, 并将配准
后的图像与参考图像交替组合形成 5 × 5 的棋盘图
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图 15 CMU hotel 序列图像配准实例 (CMU hotel 序列图

像的第 1 张与第 100 张的配准结果, 图中连线代表特征点之

间的对应关系.)

Fig. 15 Registration example of CMU hotel sequence

image (Registration results of CMU hotel sequence images

of 1st and 100th, the lines represent the correspondence of

feature points in the figure.)

像 (Checkboards) 用于视觉比较配准结果. 性
能测试通过人工选取 10 对均匀分散且易识
别的标志点, 将标志点的均方根误差[53] (Root
mean square error, RMSE), 平均绝对误差[53]

(Mean absolute error, MAE), 中间误差[53] (Me-
dian error, MEE) 作为图像配准的误差评判
标准. 表 4 与表 5 分别展示了本文算法与与
TPS-RPM[18]、CPD[20−21]、GMMREG[22]、RPM-
L2E[23] 、GLMD[24]、PR-GLS[26] 六种算法的误

差对比, 图 17 分别展示了本文算法与六种算法
在 “boat” 图像与 “graf” 图像的配准实例. 在

图 17 (a) 和 17 (b) 中, 第一列至第四列分别是
参考图像、待配准图像、配准后的图像、棋盘图

像; 第一行至第七行分别是 CPD 算法[21]、TPS-
RPM 算法[18]、GMMREG 算法[22]、PR-GLS 算
法[26]、RPM-L2E 算法[23]、GLMD 算法[24] 和本文

算法的配准效果展示. 此外, 在图 17 (a) 和图 17 (b)
的图像配准展示中未配准正确的区域用方框在棋盘

图像中进行了标注, 本文算法给出了最优的图像配
准效果. 表 4 和表 5 给出了各算法的配准结果.

图 16 CMU house 序列图像配准实例 (CMU house 序列图

像的第 1 张与第 111 张的配准结果, 图中连线代表特征点之

间的对应关系.)

Fig. 16 Registration example of CMU house sequence

image (Registration results of CMU house sequence

images of 1st and 100th, the lines represent the

correspondence of feature points in the figure.)

图 17 本文算法与 CPD[21]、TPS-RPM[18]、GMMREG[22]、PR-GLS[26]、RPM-L2E[23]、GLMD[24]

六种算法的图像配准实例

Fig. 17 Comparison examples of our method, CPD[21], TPS-RPM[18], GMMREG[22],

PR-GLS[26], RPM-L2E[23] and GLMD[24]
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表 4 “boat” 图像配准结果的误差展示

Table 4 Registration error of boat image

算法 RMSE MAE MEE

CPD 1.4513 1.8151 0.2486

GMMREG 12.0899 4.2977 16.513

RPM-L2E 1.9918 0.8515 2.4792

TPS-RPM 42.3288 14.9059 53.4349

GLMD 1.6392 2.0807 0.495

PR-GLS 1.9291 0.8609 2.0807

Ours 1.0799 0.8523 0.134

表 5 “graf” 图像配准结果的误差展示

Table 5 Registration error of graf image

算法 RMSE MAE MEE

CPD 74.9729 94.3400 24.8849

GMMREG 41.6075 53.4556 17.0273

RPM-L2E 47.7672 64.1356 22.5171

TPS-RPM 97.4394 125.3333 21.2458

GLMD 38.2704 48.5050 17.4508

PR-GLS 75.0847 90.4167 46.5821

Ours 1.5312 1.7801 0.5905

3 结论

我们已经详细介绍了 1) 模糊形状上下文特
征、2) 特征互补的高斯混合模型和 3) 局部空间向量
相似性约束项, 并描述了基于模糊形状上下文与局
部向量相似性约束的配准算法. 在本文的实验部分,
我们首先测试了模糊形状上下文特征的检索率, 然
后采用公开数据集测试了算法在点集配准与图像配

准的性能, 同时与当前流行的十种算法进行了对比
实验. 在实验中, 由于模糊形状上下文提高了原始形
状上下文对特征的识别度, 特征互补的高斯混合模
型解决了单一特征和强制一一对应的问题, 局部空
间向量相似性约束项增加了配准算法的稳定性, 本
文算法在大部分实验中性能均超过了当前流行算法.

附录 A

本文采用求解极值点的方法计算式 (19) 的解, 为了方

便计算式 (18) 的偏导数, 我们首先将式 (18) 转换为了矩阵

形式:

Exp =
1

2α2
(tr(QTAQQ) + tr(PTAP P )−

2tr(PTAQ)− 2tr(WTBAQ)+

2tr(WTBAP P ) + tr(WTBAP BW ))+

1

2β2
tr(CTA) + QAlnα2β2+

ρ

2
tr(WTBW ) +

%

2
tr(KTK) (A1)

其中, C 是一个 N ×M 的矩阵, 具体定义如下:

Cnm =tr(ST
m(Q)Sm(Q))+

tr(ST
n (P )Sn(P ))− tr(ST

m(Q)Sn(P )) (A2)

且有:

{
AP = diag{A 1}
AQ = diag{AT1} (A3)

这里加粗的 1代表了一个元素全是 1的列向量, diag{·} 代
表一个对角矩阵. 对式 (A1) 求偏导数:

∂Exp

∂α2
= − 1

2α4
(tr(QTAQQ)+

tr(PTAP P )− 2tr(PTAQ)−
2tr(WTBAQ) + 2tr(WTBAP P )+

tr(WTBAP BW )) +
QA

α2
(A4)

∂Exp

∂β2
= − 1

2β4
tr(CTA) +

QA

β2
(A5)

∂Exp

∂W
= AP (BW + P ) + %α2FT(FBW − J)+

ρα2IW −AQ (A6)

其中, F = UP − HI, J = (UQ − HI)AQ − (UP − HI)P ,

当且仅当式 (A4)、(A5) 与 (A6) 同时取 0 时, 式 (19) 取得极

值点, 即:

∂Exp

∂α2
= 0

⇒

α2 =
1

2QA
(tr(QTAQQ) + tr(PTAP P )−

2tr(PTAQ)− 2tr(WTBAQ)+

2tr(WTBAP P ) + tr(WTBAP BW )) (A7)

∂Exp

∂β2
= 0

⇒

β2 =
tr(CTA)

2QA
(A8)

∂Exp

∂W
= 0

⇒
W = (AP B + ρα2I + %α2FTFB)−1

(AQ−AP P + %α2FTJ) (A9)

至此, 求得 EM 算法中能量方程 (19) 的解, 完成在空间变换

更新时的参数优化.
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