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主子空间跟踪信息准则及算法

高迎彬 1 孔祥玉 2 崔巧花 1 侯立安 2

摘 要 信息准则在发展主子空间跟踪算法中具有十分重要的意义. 目前, 主子空间信息准则还不多见, 为此本文提出了一种

新型的主子空间跟踪信息准则. 当且仅当神经网络权矩阵收敛到信号主子空间的一个正交基时, 该信息准则取得唯一全局极

大值. 通过梯度上升法对该信息准则求极值导出了一个主子空间跟踪算法. 最后通过仿真实验和实际应用证明了所提算法的

正确性和实用性.
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Abstract It is clear that a properly chosen information criterion is a very important part in developing principal subspace

tracking algorithms. Up to now, the numbers of principal subspace tracking information criterion are not rich. Based

on this fact, a novel information criterion is proposed in this paper. This information criterion exhibits a single global

maximum attained if and only if the weight matrix spans the desired principal subspace. A subspace tracking algorithm

is derived by using gradient ascent method to this information criterion. Numerical simulation and real application

experiments are carried out to show the correctness and practicality of the proposed algorithm.
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在信息处理领域, 通常将信号自相关矩阵最大
特征值对应的特征向量称之为信号的主成分, 而由
信号的多个主成分张成的空间称为信号的主子空间.
在很多信号处理问题中, 需要对信号的主子空间进
行在线跟踪, 如视觉跟踪[1]、波达方向估计[2]、图像

处理[3]、谱分析[4] 等领域. 因此, 发展主子空间跟踪
算法就成为了一件非常有意义的工作.
以往解决主子空间跟踪问题主要依靠矩阵特征

值分解 (Eigenvalue decomposition, EVD) 和奇异
值分解 (Singular value decomposition, SVD) 等,
然而该方法计算复杂度高, 而且难以满足实时信号
处理的要求. 为了克服这些缺点, 学者们提出了基于
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Hebbian 神经网络的主子空间跟踪方法. 相比传统
的 EVD 和 SVD 方法, 神经网络方法具有以下 3 个
方面的优点: 1) 可以对输入信号的自相关矩阵进行
在线估计; 2) 算法的计算复杂度较低; 3) 能够处理
非平稳的随机信号[4]. 基于上述优势, 神经网络方法
已经成为近些年来国际上的一个研究热点.
基于单层线性神经网络, Oja 提出了著名的

Oja 算法[5], 然而 Oja 算法是一个单维主成分提
取算法. 为了能够实现对信号主子空间的跟踪,
学者们通过对 Oja 算法进行了改进提出了很多算
法, 如 FDPM (Fast data projection method) 算
法[6]、SOOJA (Stable and orthonormal OJA algo-
rithm)算法[7]、SDPM (Stable DPM algorithm)算
法[8] 等, 然而上述算法大多是基于启发式推理提出
来的, 而并没有建立相对应的信息准则. 由于信息准
则在算法发展中具有很重要的意义[9], 因此研究主
子空间准则是一件非常有意义的工作. 在文献 [10]
中, 基于最小均方误差 (Least mean squared error,
LMSE) 准则, Yang 提出了投影近似子空间跟踪算
法 (Projection approximation subspace tracking,
PAST);此后, Miao等提出了NIC (Novel informa-
tion criterion) 准则[11], 并分别导出了梯度和递归
型主子空间跟踪算法; 基于 Rayleigh 商函数, Kong
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等提出了 UIC (Unified information criterion) 准
则[12], 仿真实验表明基于 UIC 准则导出的算法具有
很快的收敛速度. 目前, 发展主子空间跟踪准则仍然
具有很强的研究价值.
本文将提出一种新型的主子空间跟踪信息准则,

并通过梯度法导出快速的主子空间跟踪算法. 论文
的结构安排如下: 第 1 节是提出一种新的主子空间
信息准则; 第 2 节是对所提信息准则进行前景分析;
第 3 节主要是采用梯度上升法导出主子空间算法;
第 4 节通过两组仿真实验对所提算法的性能进行验
证; 本文的结论在第 5 节.

1 新型主子空间跟踪信息准则

考虑一个具有如下形式的多输入多输出线性神

经网络模型:
yyy = WTxxx (1)

其中, W = [www1,www2, · · · ,wwwr] ∈ Rn×r 是神经网络的

权矩阵, wwwi 是权矩阵W 的第 i 列; xxx ∈ Rn×1 是采

样信号, 这里作为神经网络的输入; yyy ∈ Rr×1 为采

样信号的低维表示, r 是子空间的维数. 本文的目的
就是构造合适的神经网络权矩阵迭代更新方程, 使
神经网络的权矩阵最终能够收敛到采样信号的主子

空间.
基于上述神经网络模型, 给定域 Ω = {W |0 <

WTRW < ∞,WTW 6= 0}, 提出如下信息准则:

W ∗ =arg max
W∈Ω

J(W )

J(W ) =
1
2
tr

[
(WTRW )(WTW )

−1
]
+

1
2
tr

[
ln(WTW )−WTW

]
(2)

其中, R = E[xxxxxxT] 为采样信号的自相关矩阵. 根据
矩阵理论可得: 矩阵 R 是一个对称的正定矩阵, 且
特征值均是非负的. 对矩阵 R 特征值分解得:

R = UΛUT (3)

其中, U = [uuu1,uuu2, · · · ,uuun] 是由矩阵 R 的特征向量

构成的矩阵, Λ = diag{λ1, λ2, · · · , λn} 是由矩阵 R

的特征值组成. 为了后续使用方便, 这里将特征值按
降序进行排列, 即特征值满足如下方程:

λ1 > λ2 > · · · > λr > · · · > λn > 0 (4)

根据主子空间的定义可知特征值 λ1, λ2, · · · , λr

所对应的特征向量张成的子空间称为输入信号的主

子空间. 从式 (2) 可得 J(W ) 是无下界的, 且当W

趋于无穷大时, J(W ) 将趋于负无穷大, 因此研究
J(W ) 的极小值是没有任何意义的. 实际上, 我们关

心的是 J(W ) 的极大点. 具体说来, 我们关心以下
几个问题:

1) J(W ) 有没有全局极大点？
2) J(W ) 的全局极大点与信号的主子空间之间

的关系是什么？

3) J(W ) 有没有其他局部极值？
上述三个问题的回答将由下在一节中完成.

2 信息准则的全局最优值分析

信息准则 (2) 的全局最优值分析通过定理 1 和
定理 2 来完成.
定理 1. 在域 Ω = {W |0 < WTRW <

∞,WTW 6= 0} 内, 当且仅当 W = U ′
rQ 时, 权

矩阵 W 是信息准则 J(W ) 的一个平稳点, 其中
U ′

r = [uuuj1,uuuj2, · · · ,uuujr] 是由自相关矩阵 R 的任意

r 个特征向量构成的矩阵, Q 是任意一个 r× r 维正

交矩阵.
将 R 的特征向量作为空间 Rn×n 的一组正交

基, 则权矩阵 W 可以表示为: W = UTW̃ , 其中
W̃ ∈ Rn×r 称为系数矩阵. 将这一结果代入式 (2)
可得:

W̃ ∗ =arg max
W∈Ω

E(W̃ )

E(W̃ ) =
1
2
tr[(W̃TΛW̃ )(W̃TW̃ )−1]+

1
2
tr[ln(W̃TW̃ )− W̃TW̃ ] (5)

显然式 (2) 和式 (5) 是等价的, 即定理 1 的证明
是可以通过对下述推论的证明来完成.

推论 1. 在域 Ω̃ =
{

W̃ |0 < W̃TΛW̃ < ∞ ,

W̃TW̃ 6= 0
}
中, 当且仅当 W̃ = PrQ 时, W̃ 是

E(W̃ ) 的一个平稳点, 其中 Pr ∈ Rn×r 是任意一个

n× r 维置换矩阵.
证明参见附录 A. ¤
定理 2. 在域 Ω 内, 当且仅当W = ŨrQ 时, 其

中 Ũr = [uuu1,uuu2, · · · ,uuur] 是由自相关矩阵 R 的前 r

个特征向量构成的矩阵且 Q 是任意一个 r × r 维正

交矩阵, 信息准则 J(W ) 达到全局极大. J(W ) 没有
其他局部极值, 在全局最大点处有:

J(W ) =
1
2

r∑
i=1

λi − r

2
(6)

同定理 1 的证明过程一样, 这里将通过对推论
2 的证明来完成定理 2 的证明.
推论 2. 在域 Ω̃ 中, 当且仅当 W̃ = P̄Q, 信息

准则 E(W̃ ) 达到全局最大点, 其中 P̄ = (P̃ 0)T ∈
Rn×r 一个 n × r 维矩阵, P̃ 是一个置换矩阵, 而
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E(W̃ ) 所有其他的平稳点都是鞍点.
证明参见附录 B. ¤
通过定理 1 和定理 2 可知, 当神经网络权矩阵

W 刚好收敛到自相关矩阵 R 的主子空间的一组正

交基时, J(W ) 取得全局极大值, 从而建立起神经网
络与信号主子空间之间的关系.由于信息准则 J(W )
只有一个全局最大点, 而没有局部极值, 因此采用非
线性规划算法 (如梯度法、共轭梯度法、牛顿法等)
来求解该优化问题. 梯度算法是采用 J(W ) 的梯度
作为迭代步长; 共轭梯度法需要不断修正算法的共
轭方向, 所导出的算法通常具有较高的计算复杂度;
牛顿法则用到的 Hessian 矩阵, 而当W 是一个矩阵

时该 Hessian 矩阵是非常难以获得的. 相比共轭梯
度法和牛顿算法, 梯度法具有算法结构更为简单, 计
算复杂度低, 因此下一节将采用梯度算法导出新型
的主子空间跟踪算法.

3 主子空间跟踪算法

假定 xxx(k), k = 0, 1, 2, · · · 是一个平稳的随机过
程, 这里将其作为神经网络模型的输入. 根据随机学
习理论, 权矩阵W 的变化规律与输入向量 xxx(k) 并
不相关. 取式 (2) 作为最优化函数, 则可以得出所提
信息准则的梯度流为:

dW (t)
dt

=
[

W (t)
WT(t)W (t)

−W (t)
]

+
[
RW (t)− W (t)WT(t)RW (t)

WT(t)W (t)

]
×

{
WT(t)W (t)

}−1
(7)

应用随机近似理论可得:

dW (t)
dt

=
[
W (t)

{
WT(t)W (t)

}−1 −W (t)
]
−

[
W (t)WT(t)xxx(t)xxxT(t)W (t)

{
WT(t)W (t)

}−1 −
xxx(t)xxxT(t)W (t)

] {
WT(t)W (t)

}−1
(8)

对式 (8) 进行离散化操作后获得如下方程:

W (k + 1) =

W (k)− η
[
W (k)

(
WT(k)W (k)

)−1
yyy(k)yyyT(k) −

xxx(k)yyyT(k)
] (

WT(k)W (k)
)−1 − ηW (k)+

ηW (k)
(
WT(k)W (k)

)−1
(9)

其中, η 是神经网络的学习因子, 且满足 0 < η < 1.
式 (9) 所描述的算法在每一步迭代过程中计算复杂
度为: nr2 + 4r3/3, 这点与 UIC 算法[12] 是相同的,

要少于 NIC 算法[11] 中的 2n2r + O(nr2) 的计算量
和共轭梯度算法[13] 12n2r + O(nr2) 的计算量.

4 仿真实验

本节通过两个仿真实例来对所提算法的性能进

行验证. 第一个实验考察所提算法提取多维主子空
间的能力并将仿真结果与其他同类型算法进行对比;
第二个是应用所提算法解决图像重构问题.

4.1 主子空间跟踪实验

在本实验中, 所提算法将与 UIC 算法和 SDPM
算法进行对比. 为了衡量算法的收敛性能, 这里采用
如下两个评价函数, 第一个是第 k 次迭代时的权矩

阵模值

p(Wk) =
∥∥WT

k Wk

∥∥
F

(10)

第二个是指标参数

dist(Wk) =
∥∥∥WT

k Wkdiag
{
WT

k Wk

}−1 − Ir

∥∥∥
F

(11)
指标参数代表着权矩阵正交化的偏离程度. 显

然, 如果 dist(Wk) 收敛到 0, 则意味着权矩阵收敛到
了主子空间的一个正交基.
本实验中信号产生方法与文献 [12] 相同, 即输

入信号 Xk = Bzzzk, 其中 B = randn(31, 31)/31 是
一个随机产生的矩阵, zzzk ∈ R31×1 是高斯的、瞬时

白的、随机产生的向量. 在本实验中, 分别采用 UIC
算法、SDPM 算法和所提算法对信号的 12 维主子
空间进行提取跟踪. 三种算法采用相同的学习因子
η = 0.1, 初始权矩阵是随机产生的 (即矩阵的每一
个元素均服从均值为零方差为 1 的高斯分布). 通常
情况下, 取不同的初始化权矩阵时, 算法具有不同的
收敛速度. 为了更全面地衡量算法性能, 通常取多次
实验的平均值来描述算法收敛过程. 在图 1 和图 2
分别给出了三种算法在迭代过程中的权矩阵模值曲

线和指标参数曲线, 该结果曲线是 100 次独立实验
结果平均得到的. 图中实线代表着所提算法, 虚线代
表 UIC 算法, 点划线代表 SDPM 算法.
图 1 和图 2 中可以发现, 所提算法的权矩阵模

值曲线收敛到了一个常数而且指标参数收敛到了零.
这就表明所提算法具备跟踪信号主子空间的能力.
从图 1 中我们还可以发现, 所提算法的权矩阵模值
在 200步时就已经收敛,而UIC算法则需要 300步,
SDPM 算法需要 800 步, 即所提算法的权矩阵模值
曲线具有最快的收敛速度. 同理, 从图 2 中可以发现
所提算法指标参数的收敛速度要优于其他两个算法.
综合两图可以得出结论: 三种算法中, 所提算法具有
最快的收敛速度.
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图 1 权矩阵模值曲线

Fig. 1 Curves of the weight matrix norm

图 2 指标参数曲线

Fig. 2 Curves of the parameter index

4.2 图像压缩重构离实验

数据压缩是主子空间算法的一个很重要的应

用. 本实验将利用所提算法对著名的 Lena 图像进
行压缩重构. 如图 3 所示, 原始 Lena 图像的像素为
512× 512. 在本实验中, 将 Lena 图像分解成若干个
8× 8 不重叠的小块. 将每一个小块中的数据按照从
左至右从上到下的顺序排列起来, 构成一个 64 维向
量. 在去掉均值和标准化后, 将这些图像数据构成一
个输入序列. 然后采用 SDPM 算法、UIC 算法以及
所提算法对该图像进行压缩重构, 这里重构维数为
5. 与实验 1 相同, 本实验同样采用权矩阵模值和指
标参数两个评价函数.
本实验中三种算法的初始化参数设置方法与实

验 1 相类似, 具体参数如下: 学习因子 η = 0.2, 初
始化权矩阵是随机产生的. 图 4 是经过所提算法压
缩后重构出来的 Lena 图像, 图 5 是三种算法的权
矩阵模值曲线, 图 6 是三种算法的指标参数曲线, 该

结果曲线都是 100 次独立实验的平均值. 对比图 3
和图 4 可以发现, 重构的 Lena 图像是很清晰的, 即
所提算法能够有效解决图像压缩重构问题. 通过图 5
和图 6 可以发现: 不论是权矩阵模值曲线还是指标
参数曲线, 所提算法的收敛速度均要快于 UIC 算法
和 SDPM 算法. 这进一步证实了所提算法在收敛速
度方面的优势.

图 3 原始的 Lena 图像

Fig. 3 The original image of Lena

图 4 所提算法压缩重构的 Lena 图像

Fig. 4 Reconstructed image by the proposed algorithm

5 结论

主子空间跟踪算法在现代信息科学各个领域均

有着很重要的应用. 基于 Hebbian 神经网络的主子
空间跟踪是近些年来国际上的一个研究热点. 然而
目前大多数主子空间跟踪神经网络算法是基于启发

式推理而提出来的, 能够提供信息准则的算法并不
多见. 针对这一问题, 本文提出了一种新型的信息准
则, 并对所提信息准则的前景进行了严格的证明. 通
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过梯度上升法导出了一个主子空间跟踪算法. 仿真
实验表明: 相比一些现有主子空间跟踪算法, 所提算
法具有更快的收敛速度.
进一步的研究方向是寻找新型的主子空间信息

准则, 创新信息准则的平稳点分析方法, 将主子空间
算法应用于更广泛的领域.

图 5 三种算法权矩阵模值曲线

Fig. 5 Norm curves of the three algorithms

图 6 三种算法的指标参数曲线

Fig. 6 Parameter index curves of the three algorithms

附录A.推论 1证明

证明. 在域 Ω̃ 内, E(W̃ ) 对于矩阵 W̃ 的一阶微分存在,

且有

∇E(W̃ ) =ΛW̃ (W̃TW̃ )−1 − W̃−
W̃ (W̃TW̃ )−2W̃TΛW̃ + W̃ (W̃TW̃ )−1 (A1)

定义一个矩阵集
{

W̃ |W̃ = PrQ
}

, 则在该集合内的任

意一点均有:

∇E(W̃ )|W̃=PrQ =

ΛPrQ(QTPT
r PrQ)−1 + PrQ(QTPT

r PrQ)−1−
PrQ(QTPT

r PrQ)−2QTPT
r ΛPrQ− PrQ =

ΛPrQ + PrQQTPT
r ΛPrQ = 0 (A2)

反之,根据定义可得,在E(W̃ )平稳点处有∇E(W̃ ) = 0

成立, 即

ΛW̃ (W̃TW̃ )−1 + W̃ (W̃TW̃ )−1−
W̃ (W̃TW̃ )−2W̃TΛW̃ − W̃ = 0 (A3)

将上式左右两边各乘以 W̃T 可得:

W̃TΛW̃ (W̃TW̃ )−1 + W̃TW̃ (W̃TW̃ )−1−
W̃TW̃ (W̃TW̃ )−2W̃TΛW̃ − W̃TW̃ =

W̃TΛW̃ (W̃TW̃ )−1 − W̃TW−
(W̃TW̃ )−1W̃TΛW̃ + I =

I − W̃TW = 0 (A4)

根据上式可得, 在 E(W̃ ) 平稳点处有

W̃TW = I (A5)

上式表明在 E(W̃ ) 平稳点处矩阵 W̃ 的各个列向量之

间是相互正交的. 将式 (A5) 代入式 (A3) 可得:

ΛW̃ = W̃W̃TΛW̃ (A6)

令矩阵 W̃ 的行向量为
^
ui (i = 1, 2, · · · , n), 即有

W̃= [
^
u

T

1 ,
^
u

T

2 , · · · ,
^
u

T

n ]T, 同时定义矩阵 B = W̃TΛW̃ , 则

根据式 (11) 可得:

σi
^
ui =

^
uiB, i = 1, 2, · · · , n (A7)

显然, 上式可以看作是矩阵 B 的特征值分解. 由于 B

是一个 r × r 维对称正定矩阵, 只有 r 个相互正交的左行特

征向量, 即矩阵 W̃ 只有 r 个相互正交的行向量. 更进一步,

矩阵 W̃ 的这 r 个非零行向量正好构成了一个正交矩阵, 也

就是说此时矩阵 W̃ 可以通过 W̃ = PrQ 来表示. ¤

附录 B.推论 2证明

证明. 定义一个置换矩阵 Pr 6= P̄ , 则矩阵 Pr 中的第

r + 1 到 n 个行向量之中必有一个非零的行向量. 由于 Pr 和

P̄ 同为两个置换矩阵, 则必定存在两个对角矩阵 Λ̄ 和 Λ̂ 使

得下式成立:

P̄TΛP̄ = Λ̄, PT
r ΛPr = Λ̂ (B1)

根据上式可得:





tr
(
P̄TΛP̄

)
=

r∑
i=1

λi

tr
(
PT

r ΛPr

)
=

r∑
i=1

λĵi

(B2)

将特征值 λĵi (i = 1, 2, · · · , r) 按照降序顺序排列, 即

有 λ̂ĵ1 > λ̂ĵ2 > · · · > λ̂ĵr, 则对于 Pr 6= P̄ , 则必定存在有
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λi > λ̂ĵi (i = 1, 2, · · · , r) 成立, 即有:

tr
(
P̄TΛP̄

)
> tr

(
PT

r ΛPr

)
(B3)

由于

E(PrQ) =
1

2
tr[(QTPT

r ΛPrQ)(QTPT
r PrQ)−1]+

1

2
tr[ln(QTPT

r PrQ)−QTPT
r PrQ] =

1

2
tr[(QTPT

r ΛPrQ)]− r

2
=

1

2
tr[(PT

r ΛPr)]− r

2
(B4)

E(P̄TQ) =
1

2
tr[(QTP̄TΛP̄Q)(QTP̄TP̄Q)−1]+

1

2
tr[ln(QTP̄TP̄Q)−QTP̄TP̄Q] =

1

2
tr[(QTP̄TΛP̄Q)]− r

2
=

1

2
tr[(P̄TΛP̄ )]− r

2
(B5)

根据式 (B3) 有:

E(PrQ) < E(P̄TQ) (B6)

即集合
{
PrQ|QTΛQ > 0&Pr 6= P̄

}
的点并不是全局极

大点.

由于 Pr 6= P̄ , 则矩阵 P̄ 中必定存在一列向量 p̄i (1 ≤
i ≤ r), 使得:

p̄T
i Pr = 0 (B7)

同理, 矩阵 Pr 中也存在一列向量 pr,j (1 ≤ j ≤ r) 使得

pr,jP̄ = 0 (B8)

令 p̄i 的非零元素为 j̄i 行, pr,j 的非零元素为 ĵj 行, 则

有 j̄i > ĵj 和 λĵj
> λj̄i

. 定义矩阵:

B =

[
pr,1, · · · ,

pr,i + εp̄i√
1 + ε2

, · · · , pr,r

]
(B9)

其中, ε 是正任意小数. 由 p̄i 和 pr,j 有且仅有一个非零元素

得

ΛB =diag

{
λĵ1pr,1, · · · ,

λĵjpr,i + ελj̄ip̄i√
1 + ε2

, · · · , λĵrpr,r

}

(B10)

更进一步有:

BTΛB = diag

{
λĵ1, · · · ,

λĵj + ελj̄i

1 + ε2
, · · · , λĵr

}
(B11)

通过式 (A8) 可得:

BTΛB − PT
r ΛPr =

diag

{
λĵ1, · · · ,

λĵj + ελj̄i

1 + ε2
, · · · , λĵr

}
−

diag
{
λĵ1, · · · , λĵj , · · · , λĵr

}
=

diag

{
0, · · · ,

(−λĵj + λj̄i

)
ε2

1 + ε2
, · · · , 0

}
(B12)

由于 λĵj > λj̄i, 所以 BTΛB − PT
r ΛPr 是一个负定矩

阵, 因此有:

E(BQ) =
1

2
tr[BTΛB]− r

2
< E(PrQ) (B13)

即集合
{

PrQ|QTΛ̂Q > 0&Pr 6= P̄
}
中所有平稳点都

是不稳定的鞍点.

接下来将证明: J(W ) 没有其他局部极值. 令 U̇r =

Ũ ′r + εM1, 其中 M1 = [0, · · · ,uuuk, · · · , 0], 1 ≤ k ≤ r. 即

U̇r 是 Ũ ′r 沿 uuuk 的方向增长而成. 由于 Ũ ′r 6= Ũr, 则必定有

λk > λjk.

当W = U̇rQ 时, 有:

J(W )|W=U̇rQ − J(W )|W=Ũ′rQ =

1

2
(λk − λjk) ε2 + o(ε2) (B14)

令 Ür = Ũ ′r + εM2, 其中M2 = [0, · · · ,uuujk, · · · , 0], 1 ≤
k ≤ r. 即 U̇r 是 Ũ ′r 沿 uuujk 的方向增长而成. 当W = U̇rQ

时, 有:

J(W )|W=ÜrQ − J(W )|W=Ũ′rQ = −2ε2 + o(ε2) (B15)

从式 (B14)∼ (B15) 得当W = U ′rQ 且W 6= ŨrQ 时,

J(W ) 沿 uuuk 方向是增的, 而沿 uuujk 方向是减的, 所以 J(W )

在该平稳点处不可能取得局部极值. ¤
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