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基于庞特里亚金极小值原理的多运载体有限时间编队控制

耿志勇 1

摘 要 研究基于庞特里亚金极小值原理的多运载体有限时间编队问题. 运载体刻画为欧氏群切丛上演化的全驱动刚体动力

学模型. 编队机动时间以及队形的几何结构是由编队任务指定的. 对于期望的队形, 首先利用庞特里亚金最小值原理给出了开

环最优控制. 为了克服开环控制对扰动的敏感性并增加针对初始条件不确定性摄动的鲁棒性, 在假定运载体间通讯为全联通

的模式下, 通过反馈将系统当前状态作为初始状态, 当前时刻作为初始时刻, 进一步将开环控制律转化为闭环形式. 为了验证

所得结果, 给出了平面及空间运载体编队的仿真算例.
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Finite Time Formation Control for Multiple Vehicles Based on Pontryagin′s

Minimum Principle

GENG Zhi-Yong1

Abstract The paper studies the problem of finite time formation control for multiple vehicles based on Pontryagin′s
minimum principle. The vehicle is modeled as a fully actuated rigid body with the dynamics evolving on the tangent

bundle of Euclidean group. Both the formation maneuver time and the geometric structure of the formation are specified

by the formation task. For the required formation, an open loop optimal control law is derived by using Pontryagin′s
minimum principle. In order to overcome the sensitivity of the open-loop control to the disturbance and increase the

robustness of the control law to the initial perturbation, the open loop control law is converted to the closed loop form.

This is done by feeding the current state back and initializing the control law at the current time, under the assumption

that the mode of communication between the vehicles is all-to-all. For demonstration of the result, some numerical

examples of formations for both planar and spacial vehicles are included.

Key words Finite time formation control, consensus, multiple vehicles, minimum principle

Citation Geng Zhi-Yong. Finite time formation control for multiple vehicles based on Pontryagin′s minimum principle.

Acta Automatica Sinica, 2017, 43(1): 40−59

过去的十几年里, 多运载体编队控制引起了众
多研究者的兴趣. 其研究的动机在于这种以群体方
式工作的系统在完成诸如搜寻、救援以及测绘等任

务时具有内在的优势及鲁棒性. 例如, 为了适应海洋
采样, 可利用一组水下潜航器共同工作[1]. 从网络控
制的观点来看, 多运载体编队控制是一个网络化系
统的协同控制, 其结点为在给定通讯拓扑下互联的
运载体. 网络化系统的动力学不但取决于结点的动
力学同时又与通讯拓扑有关. 相关的探索首先源于
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对多个积分器的研究, 该研究主要是提出一种理念
以揭示借助于通讯互联的个体行为与群组作为整体

行为的逻辑关系[2]. 对于包含多个积分器的模型, 一
些学者[3−10] 关注个体之间的通讯拓扑以及群组的

协调行为, 并设计了各种基于一致性的算法以便协
调诸如群集、编队、领航者 –跟随者的协同等群组的
行为. 积分器网络的研究结果相当丰硕, 相关的理论
也较为成熟, 其内容已超出本文的范围, 有兴趣的读
者可参阅文献 [11− 12] 及该文献所附参考文献. 尽
管这些工作都试图将积分器在运载体动力学的意义

下进行解释, 但积分器充其量只能表示质点动力学.
当运载体考虑成刚体时用质点模型来描述运载体则

难以实现. 因为质点模型无法描述运载体的姿态, 而
这种必须要考虑运载体姿态的编队控制在实际中有

着广泛的应用. 在航天领域, 小卫星编队的对地观测
及目标定位、深空探测, 不仅对小卫星之间的相对位
置, 更对编队中小卫星之间的姿态协同有严格的要
求; 两航天器的在轨交会对接, 只有满足特定的对接
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姿态才能实现; 在航空领域, 战斗机的空中加油, 必
须保证加油机和受油机的姿态协同来实现运动中的

刚性队形, 多个无人机以编队的形式进行战场侦察、
战术欺骗也必须通过姿态的协同来实现行进中的固

定队形; 在航海领域, 水面舰只的补给, 要求补给舰
与被补给舰在之间取得刚性编队, 并在行进中通过
姿态协同来保持队形, 多个水下无人潜航器对水下
目标的搜寻、定位也需要通过编队的形式来提高搜

寻精度和工作效率, 而其中潜航器姿态的机动和协
同都是必不可少的.
文献 [13− 16] 将结点动力学考虑成线性系统,

研究了多线性系统的一致性及编队问题, 并取得了
一系列原创性成果. 与积分器相比, 线性系统有更为
丰富的动力学行为, 并可局部地表示运载体作为刚
体动力学在某平衡点附近的线性化. 然而, 对于大
范围的运动协同问题, 特别是群组的初始状态远离
协调状态时, 动力学的非线性特性将起作用, 线性系
统描述可能是失真的, 不能捕捉到运载体的真实动
力学特性. 一些学者进一步考虑了受控欧拉 –拉格
朗日 (Euler-Lagrange (EL)) 系统作为网络结点的
动力学, 并在研究一致性以及协同跟踪方面取得重
要进展[17−20]. 然而, 将运载体考虑为刚体时, 其位
形空间是欧氏群 SE(3) (Special Euclidian), 它是一
个非线性流形. 因而从理论上讲, EL 系统充其量只
是运载体动力学局部化后的欧氏空间上的表示. 当
姿态协调中大的姿态角机动不可避免时, 很难说 EL
方程在多大程度上有效.
文献 [21− 22] 的作者在李群框架下考虑了运载

体的编队问题, 通过 Frenet-Serret 运动方程来刻画
运载体的运动学, 取单位移动速度并将角速度作为
控制输入, 导出了运载体集群的控制律. 该文从协同
控制的观点将运载体位形空间全局地考虑成欧氏群

而非局部地同胚于欧氏空间的某个开集, 是基于李
群方法研究运载体协同方面较早的工作. 为了保持
运载体在空间运动时的队形, 一些学者[23] 研究了李

群上的协调运动, 由于李代数是一个线性空间, 通过
将协调问题转化为李代数上的一致性问题, 进而提
出了协调控制律. 与运载体动力学在欧氏空间上演
化的研究工作相比, 当编队控制考虑运载体姿态时,
文献 [21− 23] 的研究工作在刻画运载体动力学时更
切合实际. 但是在他们的研究工作中没有涉及如何
达到任意指定的队形控制问题, 而这一点对于某些
实际应用是非常重要的. 最近, 文献 [19− 24] 在欧
氏群框架下研究了多运载体达到任意指定队形的控

制问题, 针对以广义速度作为控制输入的运动学模
型[24], 以及以广义力/力矩作为控制输入的动力学模
型[25−26] 分别提出了基于镇定的渐近收敛的编队控

制律. 文献 [27] 基于运载体的运动学模型从最优控

制的角度, 在欧氏群的框架下考虑了多运载体有限
时间最优编队控制问题, 其中编队时间以及队形的
几何结构可由编队任务任意指定, 对此给出了以机
体坐标系下的速度作为控制输入的最优编队控制律.
文献 [28] 在欧氏群的框架下研究运动学模型下的有
限时间最优编队跟踪问题, 同样给出了控制律的解
析表示. 文献 [29] 还借助于反步法的思想将运动学
模型下的最优编队控制律推广到动力学模型, 然而
该方法得到的动力学编队控制律不能克服起始和终

止时刻速度的非连续变化带来的影响, 需要对原运
动学意义下的速度表示的控制律进行必要的修正.
利用最优控制来研究有限时间编队控制, 是将编队
问题转化为有限时域上的最优控制问题. 其特点是,
系统的初始状态是任意的, 编队的时间是由编队任
务任意指定的, 而编队队形可通过构造最优控制问
题的边值条件由任务指定, 这为在指定的有限时间
完成编队, 队形解构、重构等机动控制任务的实现提
供了可能. 这种方法的困难在于控制律的求解, 能否
获得问题的解析解, 依赖于问题本身. 该方法在多个
二阶积分器编队中的应用见文献 [30− 31], 在多个
线性系统编队方面的应用见文献 [32].
本文基于庞特里亚金极小值原理, 研究欧氏群

上动力学模型表示的多运载体有限时间编队控制

问题. 它不同于渐近达到编队队形的无限时域的结
果[24−26], 可以看成是文献 [27] 的深入和继续, 但不
同于文献 [27] 的是采用了动力学模型, 这时广义速
度成为系统的部分状态而控制输入可从物理上解释

为广义力/力矩. 这与文献 [27] 研究的将广义速度作
为控制输入的运动学模型完全不同. 从而使得控制
输入更接近实际, 且避免了运动学模型将速度作为
控制输入时对速度非连续变化所带来物理实现上的

困难. 在本文提出的方法中, 编队时间和队形的几何
结构同样可由编队任务任意指定. 假设运载体为全
驱动的, 运载体间的通讯为全联通的[7, 33], 因为运载
体之间相距足够近以至于在编队时需要考虑姿态时,
这一假定通常是合理的. 对于该编队控制问题, 本文
给出了最优 (或近似最优) 控制律, 在该控制律作用
下可在指定的有限时间达到期望的编队.
为了获得动力学模型最优控制律显式的反馈形

式, 所要克服的最大的技术性挑战是速度的积分, 而
在初始速度不为零时这是不可能的, 因为此时的广
义速度显式地包含位形变量, 而该变量正是需要通
过积分所求的. 正是基于这个原因, 本文将一般问题
分解为两个特殊构造的问题的复合. 一是所有运载
体具有零初始速度的编队控制问题; 另一个是所有
的运载体的初始位形均为 SE(3) 上单位元时的速度
一致性控制问题. 然后通过寻求一般问题的控制律
与分解问题控制律的关系, 进而建立动力学模型控
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制律的显式反馈形式.
本文所给出结果的优势在于: 1) 从最优控制的

角度, 针对欧氏群上演化的运载体动力学模型显式
地给出了有限时间最优 (或近似最优) 编队控制律的
解析表示, 从而使得最优 (或近似最优) 编队控制实
时实现在线自主性成为可能; 2) 编队时间和队形的
几何结构可由编队任务任意指定. 该结果是全新的.
本文安排如下: 第 1 节介绍本文所用的一些符

号及概念; 第 2 节重点关注问题的描述; 第 3 节针对
运载体具有任意初始位形及零初始速度情况下的控

制律展开研究, 并给出取得静态编队队形的开环以
及闭环控制律; 第 4 节提出了动力学模型的分解方
法, 基于该方法将编队控制律推广到任意初始位形
及任意初始速度的情况, 从而取得速度保持协调的
运动编队队形; 第 5 节总结全文主要结果, 并指出值
得进一步研究的问题.

1 预备知识

本节介绍文中所用到的一些符号和概念. 考虑
一个 N (N = 2, 3) 维物理空间运动的刚体. 为了在
给定的空间坐标系下刻画它的位形 (质心位置和姿
态), 本文采用特殊欧氏群 (Special Euclidian (SE)
group)

SE(N)=

{[
R ppp

0001×N 1

]
: R ∈ SO(N), ppp ∈ RN

}
,

N = 2, 3

来表示刚体的位形流形. 其中 SO(N)是一个N×N

的特殊正交矩阵群 (Special orthogonal (SO) ma-
trix group),其元素R ∈ SO(N)为满足 det(R) = 1
的正交矩阵. R 的每一列是固定于刚体上坐标系的

基向量, 因而 R 可用于表示刚体的姿态, 而 ppp ∈ RN

是刚体坐标系原点 (质心) 的位置向量.
设 TSE(N) 表示 SE(N) 的切丛, 而 TgSE(N)

表示 SE(N) 在 g ∈ SE(N) 点的切空间. 对于 g 取

单位元 I ∈ SE(N) 时的特殊情况, 将切空间记为
se(N), 它具有如下结构:

se(N) =

{[
ω̂ vvv

0001×N 0

]
: ω̂ ∈ so(N), vvv ∈ RN

}

其中, so(N) ⊂ RN×N 是一个反对称矩阵的集合,
其元素表示刚体的旋转速度, 而 vvv ∈ RN 是一个

实向量表示刚体的平移速度. so(3) 同构于 R3, 且
R3 上定义的外积, 如 ωωω1 × ωωω2, 可以表示为 ω̂1ωωω2,
ωωω1,ωωω2 ∈ R3, 其中 ω̂1 ∈ so(3) 是 ωωω1 ∈ R3 的同构

像. 作为线性空间的 se(3) 同构于 R6. 对此定义同

构映射 ∧ : R6 → se(3), 使得:

∧ : ηηη =

[
ωωω

vvv

]
→

[
ω̂ vvv

0001×3 0

]
= η̂, ωωω,vvv ∈ R3

并记为 ∧(ηηη) = η̂. 映射 ∧ 的逆记为 ∨ : se(3) → R6.
对于 se(2), 它同构于R3, 可类似地定义同构映射及
逆映射, 这里不再重复细节. 用于 so(3), se(3) 以及
se(2) 中向量的记号 “ ˆ ” 可从上下文中加以区别.
在 se(3) 上一旦定义了如下李括号, [x̂, ŷ] :=

x̂ŷ − ŷx̂, x̂, ŷ ∈ se(N), 则 se(N) 是一个对应
SE(N) 的李代数. 对于给定的 x̂ ∈ se(N), 定
义了一个线性变换 adx̂ : se(N) → se(N), 使得
adx̂(ŷ) = [x̂, ŷ], ŷ ∈ se(N). 以下只对 N = 3 的情
况进行讨论, 其结果对 N = 2 时也将成立.
分别记 TSE(3), TgSE(3) 及 se(3) 的对偶空间

为 T ∗SE(3), T ∗g SE(3), 及 se∗(3).
每一个 x̂ ∈ se(3), 定义了一个左 (右) 不变向量

场 x̂L : SE(3) → TSE(3) (x̂R : SE(3) → TSE(3)),
使得对 q ∈ SE(3), x̂L(q) = qx̂ ∈ TqSE(3) (x̂R(q) =
x̂q ∈ TqSE(3)). 由左 (右) 不变向量场的定义, 对任
意给定的 q ∈ SE(3), 定义了左 (右) 作用映射记为:
TILq : se(3) → TqSE(3) (TIRq : se(3) → TqSE(3)),
使得 TILq(x̂) = qx̂ (TIRq(x̂) = x̂q). 因而, 给定
一个切向量 x̂q ∈ TqSE(3), 可确定 se(3) 中两个
不同的元素 x̂b := q−1x̂q 和 x̂s := x̂qq

−1, 使得
x̂b

L(q) = x̂s
R(q) = x̂q. 本文将对 se(3) 中定义左

向量场及右向量场的元素加以区分, 并分别记为
x̂b 和 x̂s. 因而对于 x̂b

L(q) = x̂s
R(q), 将其简记为

x̂q = qx̂b = x̂sq. 对线性空间 TqSE(3) 和 se(3), 在
其上定义内积

Gq(x̂q, ŷq) := GI(x̂s, ŷs) := xxxTyyy (1)

其中, xxx = ∨(x̂s) 及 yyy = ∨(ŷs), 则 TqSE(3) 和 se(3)
为内积空间, 进而 SE(3) 为一个黎曼流形, 其黎曼度
量是由该内积诱导的.
定义 1[34]. 设 V 是一个线性空间, V ∗ 是其对偶

空间, B : V × V → R 是一个双线性映射. 称线性
映射 B[ : V → V ∗ 为映射 B 的一个 flat 映射, 系指
满足:

(B[(uuu))(vvv) = B(vvv,uuu), ∀vvv ∈ V

并将 flat 映射的像 B[(uuu) 记为 uuu∗ ∈ V ∗. 若 flat 映
射 B[ 是可逆的, 则其逆记为 B] : V ∗ → V , 并称其
为 B 的 sharp 映射, 使得:

B(vvv, B](uuu∗)) = uuu∗(vvv), ∀vvv ∈ V

根据该定义以及上述符号, 记 x̂∗q = G[
q(x̂q) 以
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及 x̂∗ = G[
I(x̂), 且易证明:

x̂∗q = (q−1)∗(x̂b)∗ = (x̂s)∗(q−1)∗, x̂∗ = ∨∗(xxx) (2)

x̂∗q(ŷq) = (x̂s)∗(ŷs) = xxxTyyy (3)

利用矩阵内积的定义, 有:

x̂∗(ŷ) =
〈
[x̂∗]T , ŷ

〉
R4×4

= tr(x̂∗ŷ) (4)

x̂∗q(ŷq) =
〈[

x̂∗q
]T

, ŷq

〉
R4×4

= tr(x̂∗q ŷq) (5)

其中, x̂∗ = diag
{

1
2
I3, 1

}
x̂T, x̂∗q = diag

{
1
2
I3, 1

} ·
(x̂b)Tq−1 = q−1diag

{
1
2
I3, 1

}
(x̂s)T.

设 {eeei}, {êi}, {êi,q} 分别表示 R6, se(3),
TqSE(3) 的 正 交 基, 满 足 êi,q = (ês

i )q =
(∧(eeei))q, i = 1, · · · , 6, 其中 eeei ∈ R6 是一个第 i

分量为 1 其他分量为 0 的列向量. (R6)∗, se∗(3)
和 T ∗q SE(3) 的对偶基为, eeeT

i = G[
R6(eeei), ê∗i =

G[
I(êi), ê∗i,q = G[

q(êi,q).
对于给定的 q ∈ SE(3), 定义伴随映射 Adq :

se(3) → se(3)为Adq(x̂) := qx̂q−1, x̂ ∈ se(3). 因而
对于 x̂s ∈ se(3), 将 Adq−1(x̂s) 记为 x̂b. 尽管 x̂s 和

x̂b 都是 se(3)的元素,本文仍将像空间Adq−1(se(3))
与原像空间 se(3) 加以区分. 用类似的方法可

定义 Adq−1 (se(3)) 上的内积, GAdq−1
(x̂b, ŷb) :=

GI(x̂s, ŷs) = xxxTyyy, x̂b, ŷb ∈ Adq−1 (se(3)), 并记 x̂b

在映射 G[
Adq−1

下的像为 (x̂b)∗ = G[
Adq−1

(x̂b), 使得

(x̂b)∗(ŷb) = GAdq−1

(
x̂b, ŷb

)
,∀ŷb ∈ Adq−1 (se(3)).

由于 (x̂b)∗(ŷb) = (x̂s)∗(ŷs) = (x̂s)∗(Adq

(
(ŷb)

)
=

Ad∗q(x̂
s)∗(ŷb) 对所有的 ŷb ∈ Adq−1(se(3)) 成立, 从

而有:

G[
Adq−1

(Adq−1 x̂s) = (x̂b)∗ = Ad∗q(x̂
s)∗ (6)

且易证

Ad∗q(x̂
s)∗ = q−1(x̂s)∗q (7)

2 问题描述

考虑由下列运动学及动力学方程描述的 n 个运

载体

Σ :

{
ġi = giξ̂

b
i , gi(t0) = g0

i

˙̂
ξb

i = ûb
i , ξ̂b

i (t0) = ξ̂b,0
i

, i = 1, · · · , n

(8)

其中, gi ∈ SE(3)为第 i个运载体的位形, ξ̂b
i ∈ se(3)

是在固定于第 i 个运载体上的刚体坐标系下的第 i

个刚体的速度, ûb
i ∈ se(3) 是第 i 个运载体的控制输

入. 运动学方程 ġi = giξ̂
b
i 也可以写成 ġi = ξ̂s

i gi, 其
中 ξ̂s

i = Adg ξ̂
b
i 是第 i 个刚体在空间坐标系下的速

度. 若定义 ûs
i = Adgû

b
i , 则易验证

˙̂
ξs

i = ûs
i .

需要说明的是, 刚体动力学可由 Euler-
Poincaré方程, ˙̂

ξb = I](ad∗ξ̂b I[ξ̂b + F ) 来描述, 其
中 I] 和 I[ 分别是惯性张量 I 的 sharp 映射和
flat 映射, ad∗ξ̂b 是 adξ̂b 的对偶映射, F ∈ se∗(3)
为控制力/力矩. 由于假定系统是全驱动的, 可令
ûb = I](ad∗ξ̂b I[ξ̂b + F ). 而由 ûb 很易求出刚体实际

的控制力/力矩, F = I[ûb − ad∗ξ̂b I[ξ̂b. 从而刚体动
力学采用了式 (8) 中的 se(3) 上的积分器形式.

本文所要研究的问题为, 对由编队任务指定
的相对位形 ḡij := ḡ−1

i ḡj, i, j = 1, · · · , n, 期望
达到编队的时间 tf > t0, 以及确定的初始状态
(g0

i , ξ̂
b,0
i ), i = 1, · · · , n, 设计控制输入 ûb

i : [t0, tf ] →
se(3), i = 1, · · · , n, 使得:

g−1
i (tf )gj(tf ) = ḡij, ξ̂b

j(tf )−Adḡji
ξ̂b

i (tf ) = 0,

i, j = 1, · · · , n

(9)

且下列目标函数最小,

J(ûs
1, · · · , ûs

n) =
∫ tf

t0

1
2

n∑
k=1

GI(ûs
k, û

s
k)dt (10)

注 1. 在目标函数中采用 ûs
k 而没有用 ûb

k 是因

为希望在同一空间坐标系下来度量来自不同运载体

控制作用对目标函数的贡献.
称上述问题为有限时间最优编队控制. 当

ξ̂b
i (tf ) = 0, i = 1, · · · , n 时, 对应的问题称为静
态编队; 否则, 速度 ξ̂b

i 与 ξ̂b
j 必须满足协调关系

使得相对速度 ξ̂b
j(tf ) − Adḡji

ξ̂b
i (tf ) = 0, 称对应

的问题为协调编队. 若 ḡij = I, i, j = 1, · · · , n,
则伴随映射 Adḡji

将退化为恒等映射, 这意味着
ξ̂b

j(tf ) = ξ̂b
i (tf ), i, j = 1, · · · , n, 从而对应的问题称

为有限时间最优一致性控制问题. 对于编队问题和
一致性问题之间的关系, 有如下引理.

引理 1. 设 g̃i = giḡi1, ξ̃b
i = Adḡ1i

ξ̂b
i 以及

ũb
i = Adḡ1i

ûb
i , i = 1, · · · , n, 则系统 (8) 在控制

ûb
i , i = 1, · · · , n 下取得编队, 当且仅当下列系统:
{

˙̃gi = g̃iξ̃
b
i , g̃i(t0) = g̃0

i

˙̃
ξb

i = ũb
i , ξ̃b

i (t0) = ξ̃b,0
i

, i = 1, · · · , n (11)

在控制 ũb
i , i = 1, · · · , n 下取得一致性.

证明. 注意到, ˙̃gi = ġiḡi1 = giξ̂
b
i ḡi1 =

giḡi1ḡ
−1
i1 ξ̂b

i ḡi1 = g̃iAdḡ1i
ξ̂b

i . 由此得到 ˙̃gi = g̃iξ̃
b
i 以

及
˙̃
ξb

i = Adḡ1i
ûb

i = ũb
i . 此外, 通过利用 ḡij = ḡi1ḡ1j,
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g−1
i (tf )gj(tf ) = ḡij = ḡi1ḡ1j 以及 ξ̃b

j − ξ̃b
i =

Adḡ1j
ξ̂b

j − Adḡ1i
ξ̂b

i = Adḡ1j
(ξ̂b

j − Adḡji
ξ̂b

i ) 很容易得
到,一致性条件, g̃−1

i (tf )g̃j(tf ) = I, ξ̃b
j(tf )−ξ̃b

i (tf ) =
0, i, j = 1, · · · , n. 等价于编队条件 (9). ¤
借助于该引理, 将编队控制问题转化为等价的

一致性控制问题. 出于技术上的原因, 本文将首先考
虑运载体初始速度为零时的编队控制问题, 在无外
界扰动的情况下, 这将导致静态编队. 所以也称运载
体初始速度为零的编队问题为静态编队问题. 其次,
考虑一般的运载体初始速度不为零的编队控制问题,
这将导致协调编队, 所以也称运载体初始速度非零
时的编队问题为协调编队问题.

3 静态编队的控制

上一节已经将有限时间编队控制问题转化为最

优控制问题, 本节将对最优控制进行求解. 首先给出
求取解析开环最优控制律的一个充分条件, 依据该
条件, 本节将问题限制于静态编队 (运载体初始速度
为零) 的情况, 并给出解析表示的开环控制律. 其意
义在于: 1) 在此基础上利用反馈进一步给出解析闭
环最优控制律, 从而实现运载体静态编队最优控制
的在线自主性; 2) 为下一节更一般的协调编队 (运
载体初始速度非零) 提供推广的基础.

3.1 最优轨迹的协状态

求取控制律 ûb
i 的问题是一个最优控制问题. 为

了利用庞特里亚金极小值原理 (Pontryagin′s mini-
mum principle (PMP))[35], 建立该问题的哈密顿函
数如下:

HΣ =− 1
2

n∑
i=1

GI(ûs
i , û

s
i ) +

n∑
i=1

p̂∗gi
(giξ̂

b
i )+

n∑
i=1

p̂∗ξs
i
(ûs

i ) (12)

其中, p̂∗gi
∈ T ∗gi

SE(3) 及 p̂∗ξs
i
∈ se∗(3) 为协状态 (拉

格朗日乘子). 利用附录A 的引理 10 和注 9, 并注意
到 giξ̂

b
i = ξ̂s

i gi, 则对应的哈密顿系统为

ġi =
∂HΣ

∂p̂gi

= giξ̂
b
i ,

˙̂
ξs

i =
∂HΣ

∂p̂ξs
i

= ûs
i

˙̂p∗gi
= −∂HΣ

∂gT
i

= −ξ̂b
i p̂
∗
gi

, ˙̂p∗ξs
i

= − ∂HΣ

∂(ξ̂s
i )∗

= −gip̂
∗
gi

(13)

设 p̂ξs
i

= G]
I(p̂

∗
ξs

i
) 及 p̂s

i = G]
I(gip̂

∗
gi

), 则有如下引理.
引理 2. p̂s

i , i = 1, · · · , n 为常向量.
证明. 记 ξ̂b

i = g−1
i ġi 并将其代入 (13) 的方程

˙̂p∗gi
= −ξ̂b

i p̂
∗
gi

, 可得:

d(gip̂
∗
gi

)
dt

= gi
˙̂p∗gi

+ ġip̂
∗
gi

= 0

该式表明 gip̂
∗
gi
不随时间变化, 因而为常向量并记为

(p̂s
i )
∗ = gip̂

∗
gi

. 经过 sharp 映射变换后可得结论. ¤
式 (13) 的最后一个方程可写为 ˙̂p∗ξs

i
= −(p̂s

i )
∗,

引理 2 已证明它是一个常向量. 因而协状态

p̂ξs
i
(t), i = 1, · · · , n, 可以写成

p̂ξs
i
(t) = p̂ξs

i
(t0)− p̂s

i (t− t0), i = 1, · · · , n

(14)

其中, p̂ξs
i
(t0) 为协状态 p̂ξs

i
的初值.

3.2 最优控制问题的解

本节将研究上述最优控制问题的解. 根据

PMP, 并注意到 ûs
i = Adgi

ûb
i , 取而代之, 首先研

究 ûs
i . 最优控制必须满足下列必要条件:

∂HΣ

∂ûs
i

= −ûs
i + p̂ξs

i
= 0, i = 1, · · · , n

由于这些方程有唯一解, 所以上述条件也是充分的.
从而, 根据式 (14) 最优控制可以写成

ûs,op
i (t) = p̂ξs

i
(t0)− p̂s

i (t− t0) (15)

该控制律中的常量 p̂ξs
i
(t0) 及 p̂s

i 需要通过边值条件

(9) 来确定.
首先,在一致性意义下给出与由边值条件 (9)确

定的横截条件以及与横截条件相关的一些结果.
引理 3. 若 ξ̂s

α(tf ) = ξ̂s
β(tf ), α, β = 1, · · · , n, 则

终端协状态 p̂ξs
k
(tf ) 满足

∑n

k=1 p̂ξs
k
(tf ) = 0.

证明. 由边值条件 (9), 设 hαβ(ξ̂s
1(tf ), · · · ,

ξ̂s
n(tf )) = ξ̂s

α(tf ) − ξ̂s
β(tf ), α, β = 1, · · · , n, 并记

hαβ 的 (i, j) 分量为 hij
αβ. 则由 PMP, 当固定 β 时

对应 hαβ = 0 的横截条件可写为

[p̂∗ξs
k
(tf )]pq =

∑
α

∑
i,j

Γij
αβ

∂hij
αβ

∂[ξ̂s
k]pq

(tf ) =

∑
α

tr

(
ΓT

αβ

∂(ξ̂s
α − ξ̂s

β)

∂[ξ̂s
k]pq

)
(tf ),

k = 1, · · · , n, p, q = 1, 2, 3, 4

其中, “tr”表示矩阵的迹, 上标 “pq”表示对应矩阵

的 (p, q) 分量, 而 Γαβ = [Γij
αβ] 为待确定的参数矩

阵.
对于 k 6= β 的情况, 上述等式可写为

[p̂∗ξs
k
(tf )]pq = tr

(
ΓT

kβ

∂(ξ̂s
k − ξ̂s

β)

∂[ξ̂s
k]pq

)
(tf ) =

tr
(
ΓT

kβEpq

)
= Γpq

kβ
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由此给出 p̂∗ξs
k
(tf ) = Γkβ, k 6= β. 而对于 k = β 的

情况, 有:

[p̂∗ξs
β
(tf )]pq =

∑
α6=β

tr

(
ΓT

αβ

∂(ξ̂s
α − ξ̂s

β)

∂[ξ̂s
β]pq

)
(tf ) =

−
∑
α6=β

tr
(
ΓT

αβEpq

)
(tf ) = −

∑
α6=β

Γpq
αβ

这将导致 p̂∗ξs
β
(tf ) = −∑

α6=β Γαβ. 将上述两种情况
结合起来可得,

∑n

k=1 p̂∗ξs
k
(tf ) = 0. 取其 sharp 变换

的像便得所需结果. ¤
引理 4. 若 gi(tf ) = gj(tf ), i, j = 1, · · · , n, 则

终端协状态 p̂gk
(tf ) 满足

∑n

k=1 p̂gk
(tf ) = 0.

证明. 考虑由 n 个 SE(3) 的笛卡尔积构
成的流形, 即 SE(3)n := SE(3) × · · · × SE(3),
并记在 (g1, · · · , gn) ∈ SE(3)n 点的切空间为

T(g1,··· ,gn)SE(3)n = Tg1SE(3)× · · · × Tgn
SE(3). 现

定义子流形

SE(3)n
C = {(g1, · · · , gn) ∈ SE(3)n :

gi = gj, i, j = 1, 2, · · · , n}

为一致性子流形. 从而引理的条件等价于

(g1, · · · , gn)(tf ) ∈ SE(3)n
C (16)

如果将切向量 v̂gi
∈ Tgi

SE(3) 写成基向
量 Egi

= {ê1,gi
, · · · , ê6,gi

} 的线性组合 v̂gi
=∑6

k=1 vk
i êk,gi

= {ê1,gi
, · · · , ê6,gi

}vvvi = Egi
vvvi, 其

中 vvvi = (v1
i , · · · , v6

i )
T ∈ R6. 则切向量 ν̂ ∈

T(g,··· ,g)SE(3)n
C 可写成如下形式

ν̂ =



Eg

...
Eg


vvv, vvv ∈ R6

则 T(g,··· ,g)SE(3)n
C 的正交补 (T(g,··· ,g)SE(3)n

C)⊥ 中
的任意向量 α̂ 具有如下形式:

α̂ =




−Eg 0 · · · 0

Eg −Eg · · · ...
0 Eg · · · 0
...

...
. . . −Eg

0 · · · 0 Eg




aaa, aaa ∈ R6(n−1)

设 1n = 1n

⊗
I4,其中 1n 是每一个分量为 1的

n 维列向量, “
⊗

” 表示矩阵的右克朗耐克积, 从而
对任意的 α̂ ∈ (T(g,··· ,g)SE(3)n

C)⊥, 易验证, 1T
n α̂ = 0.

将协状态 p̂gi
= G]

gi
(p̂∗gi

), i = 1, · · · , n, 记为

p̂(g1,··· ,gn) =




p̂g1

...
p̂gn


 ∈ T(g1,··· ,gn)SE(3)n

则 根 据 PMP, 终 端 时 刻 tf 的 一 致

性 条 件 (16) 对 应 的 横 截 条 件 将 写 为

p̂(g1,··· ,gn)(tf )⊥T(g1,··· ,gn)(tf )SE(3)n
C , 这 意 味 着,

1T
n p̂(g1,··· ,gn)(tf ) =

∑n

k=1 p̂gk
(tf ) = 0. ¤

推论 1.
1)

∑n

k=1 p̂s
k = 0;

2)
∑n

k=1 p̂ξs
k
(t0) = 0.

证明. 注意到 gi(tf ) = gj(tf ), i, j = 1, · · · , n

及 p̂gk
(tf ) = p̂s

kgk(tf ), 则 1) 可由引理 4 得到. 由式
(14), 通过取 t = tf , 则 p̂ξs

k
(tf ) = p̂ξs

k
(t0)− p̂s

k(tf −
t0), 将其对指标 k 求和, 并利用引理 3 及 1) 即可得
2). ¤
最优控制 (15) 表明, 确定最优控制归结为确定

初始协状态 p̂ξs
i
(t0) 及参数 p̂s

i . 对于求取初始协状
态, 本文给出如下引理.
引理 5.

p̂ξs
i
(t0) =

1
tf − t0

(ξ̂s,0 − ξ̂s,0
i ) +

1
2
(tf − t0)p̂s

i (17)

其中, ξ̂s,0 = 1
n

∑
i ξ̂s,0

i 是初始速度的算数均值.
证明. 通过将最优控制 (15) 代入到动力学方程

˙̂
ξs

k = ûs
k, 并对其进行积分可得:

ξ̂s
k(t) = ξ̂s,0

k + p̂ξs
k
(t0)(t− t0)− 1

2
p̂s

k(t− t0)2 (18)

对式 (18) 关于指标 k 求和得:

ξ̂s(t) = ξ̂s,0+
1
n

n∑
k=1

p̂ξs
k
(t0)(t−t0)− 1

2n

n∑
k=1

p̂s
k(t−t0)2

其中, ξ̂s(t) = 1
n

∑
k ξ̂s

k(t). 由推论 1 易得, ξ̂s(t) =
ξ̂s,0,∀t ≥ t0. 这意味着对于最优控制而言速度的算

数均值不随时间变化. 从而 ξ̂s,f := ξ̂s(tf ) = ξ̂s,0, 且
一致性条件意味着 ξ̂s

k(tf ) = ξ̂s,f . 通过在式 (18) 中
取 t = tf , 并用 ξ̂s,0 来取代 ξ̂s

k(tf ), 则可求得 p̂ξs
i
(t0).

¤
推论 2. 将 p̂ξ̂s

i
(t0) 的表达式代入 ξ̂s

i (t) 后, 可得
到在最优控制下的速度有如下形式:

ξ̂s
i (t) = ξ̂s,0

i +
t− t0
tf − t0

(ξ̂s,0 − ξ̂s,0
i )+

1
2
(tf − t)(t− t0)p̂s

i (19)
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引理 6. 假设 [p̂s
i , ξ̂

s,0] = 0 和 [p̂s
i , ξ̂

s,0
i ] = 0, i =

1, · · · , n, 成立, 则最优控制下的位形为

gi(t) = exp(x̂s
i (t))g

0
i , t0 ≤ t ≤ tf (20)

其中

x̂s
i (t) =

∫ t

t0

ξ̂s
i (τ)dτ =

(t− t0)ξ̂
s,0
i +

1
2n

(t− t0)2

(tf − t0)

n∑
j=1

ξ̂s,0
ij +

(3tf − 2t− t0)(t− t0)2

12
p̂s

i (21)

ξ̂s,0
ij = ξ̂s,0

j − ξ̂s,0
i 是运载体 j 相对于运载体 i 在空间

坐标系下的相对速度.
证明. 设 x̂s

i (t) = log(gi(t)g−1
i (t0)), i =

1, · · · , n, 则由附录 A 的引理 13, 有:

˙̂xs
i = ξ̂s

i +
∞∑

k=1

Bk

k!
adk

x̂s
i
(ξ̂s

i ), x̂s
i (t0) = 0 (22)

若证明 x̂s
i (t) =

∫ t

t0
ξ̂s

i (τ)dτ 是该方程的解, 则结
果自然成立. 由式 (19), 这个 x̂s

i (t) 应该有如下形
式 x̂s

i (t) = a(t)ξ̂s,0 + b(t)ξ̂s,0
i + c(t)p̂s

i , 其中 a, b

和 c 是时间的标量函数, 因而由附录 A 的引理 9,
adx̂s

i
(ξ̂s

i ) = [x̂s
i , ξ̂

s
i ] = a(t)[ξ̂s,0, ξ̂s

i ] + b(t)[ξ̂s,0
i , ξ̂s

i ] +
c(t)[p̂s

i , ξ̂
s
i ] = 0. 这意味着对于 k ≥ 1, adk

x̂s
i
(ξ̂s

i ) = 0,
并且方程 (22) 变为 ˙̂xs

i = ξ̂s
i . 积分该方程即可得结

果. ¤
设 (p̂b

i)
∗ = p̂∗gi

gi, 则 (p̂b
i)
∗ = Ad∗gi

(p̂s
i )
∗, 或

p̂b
i = Adg−1

i
p̂s

i , 对此, 有如下推论.
推论 3. 在引理 6 的假设下, 若对某个

λ̂s ∈ se(3) 有 [x̂s
i (t), λ̂

s] = 0, 则 Adg−1
i

λ̂s =
Ad(g0

i )−1 λ̂s, i = 1, · · · , n.
证明. 容易看出 [x̂s

i (t), λ̂
s] = 0 意味着 x̂s

i (t) 与
λ̂s 可交换, 即 x̂s

i (t)λ̂
s = λ̂sx̂s

i (t), 这进一步意味着
exp(x̂s

i (t))λ̂
s = λ̂s exp(x̂s

i (t)). 若引理 6 的条件成
立, 则 gi(t) = exp(x̂s

i (t))g
0
i ,

λ̂b := Adg−1
i

λ̂s = g−1
i (t)λ̂sgi(t) =

(g0
i )
−1 exp(−x̂s

i (t))λ̂
s exp(x̂s

i (t))g
0
i =

(g0
i )
−1λ̂sg0

i = Ad(g0
i )−1 λ̂s

¤
注 2. 在引理 6 的假设下, 易验证 [x̂s

i (t), ξ̂
s,0] =

0, [x̂s
i (t), ξ̂

s,0
i ] = 0 及 [x̂s

i (t), p̂
s
i ] = 0. 据此并结合引

理 5 的式 (17), 还成立 [x̂s
i (t), p̂ξ̂s

i
] = 0, 从而对任意

的 t ∈ [t0, tf ] 有

ξ̂b,0 := Ad(g0
i )−1 ξ̂s,0 = Adg−1

i (t)ξ̂
s,0

ξ̂b,0
i := Ad(g0

i )−1 ξ̂s,0
i = Adg−1

i (t)ξ̂
s,0
i

p̂b
i := Adg−1

i (t)p̂
s
i = Ad(g0

i )−1 p̂s
i

p̂ξ̂b
i
(t0) := Ad(g0

i )−1 p̂ξ̂s
i
(t0) = Adg−1

i (t)p̂ξ̂s
i
(t0)

(23)

推论 4. 在引理 6 的假设下可得:
1)

∑n

k=1 p̂b
k = 0;

2)
∑n

k=1 p̂ξb
k
(t0) = 0.

证明. 在式 (23) 的后两式中取 t = tf , 并对它
们从 1 到 n 对指标 i 求和, 然后利用在 tf 时刻的一

致性条件 gi(tf ) = gj(tf ), i, j = 1, · · · , n, 以及推论
1 的结果则可得本推论的结果. ¤
进一步, 通过定义

ûb,op
i (t) := Adg−1

i (t)û
s,op
i (t)

ξ̂b
i (t) := Adg−1

i (t)ξ̂
s
i (t)

x̂b
i(t) := Adg−1

i (t)x̂
s
i (t)

(24)

并根据注 2, 可得如下推论.
推论 5. 在引理 6 的假定下, 平行地可获得刚体

坐标系下对应式 (15) 的最优控制律, 对应式 (19) 的
速度以及对应式 (20) 的位形,

ûb,op
i (t) = p̂ξ̂b

i
(t0)− p̂b

i(t− t0) (25)

ξ̂b
i (t) = ξ̂b,0

i +
t− t0
tf − t0

(ξ̂b,0 − ξ̂b,0
i )+

1
2
(tf − t)(t− t0)p̂b

i (26)

gi(t) = g0
i exp(x̂b

i(t)), t0 ≤ t ≤ tf (27)

其中

x̂b
i(t) =(t− t0)ξ̂

b,0
i +

1
2n

(t− t0)2

(tf − t0)

n∑
j=1

ξ̂b,0
ij +

(3tf − 2t− t0)(t− t0)2

12
p̂b

i (28)

注 3. 借助于伴随映射 Adg−1
i

, 引理 6 的条件将
等价于 [p̂b, ξ̂b,0] = 0 和 [p̂b, ξ̂b,0

i ] = 0. 这一条件限制
了所能处理问题的范围. 但是对于初始速度为零的
情况, 该条件自然满足.
本节余下的部分将作如下假设.
假设 1. 每一运载体的初始速度满足: ξ̂b,0

i =
0, i = 1, · · · , n.

现在确定最优控制式 (25) (或式 (15)) 的问题
进一步简化为确定参数 p̂b

i (或 p̂s
i ), 而这并非显然.

首先对 n = 2 的情况确定.
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引理 7. 对于 n = 2, 且 ξ̂b,0
i = 0, i = 1, 2, 则

p̂b
1 =

6
(tf − t0)3

x̂0
12, p̂b

2 =
6

(tf − t0)3
x̂0

21 (29)

其中, x̂0
ij = log(g0

ij) = log(g−1
i (t0)gj(t0)), i, j =

1, 2.
证明. 由式 (24), 结合附录 A 的引理 12 易知

x̂b
i(t) = g−1

i (t0)x̂s
igi(t0) = log(g−1

i (t0)gi(t)). 在一
致性 g1(tf ) = g2(tf ) 的意义下, 回顾式 (27) 易得,
exp(x̂b

1(tf )) · exp(−x̂b
2(tf )) = g0

12. 借助于附录 A 的
Baker-Campbell-Hausdorff (BCH)式 (A2)以及 x̂b

i

在 tf 的值 (在式 (28) 中取 t = tf ), 有:

x̂0
12 = x̂b

1(tf )− x̂b
2(tf )− 1

2
[x̂b

1(tf ), x̂b
2(tf )] + · · · =

(tf − t0)3

12
p̂b

1 −
(tf − t0)3

12
p̂b

2−
1
2
[
(tf − t0)3

12
p̂b

1,
(tf − t0)3

12
p̂b

2] + · · ·

由推论 4知 p̂b
1+p̂b

2 = 0,这意味着所有的李括号将消
失, 且 x̂0

12 = (tf−t0)
3

12
p̂b

1 − (tf−t0)
3

12
p̂b

2 = (tf−t0)
3

6
p̂b

1. 因
而, p̂b

1 = 6
(tf−t0)3

x̂0
12, 注意到 p̂b

1 = −p̂b
2, x̂0

21 = −x̂0
12,

p̂b
2 = 6

(tf−t0)3
x̂0

21. ¤
现在, 针对 n = 2 的情况给出最优控制律.
定理 1. 对于 n = 2 及 ξ̂b,0

i = 0, i = 1, 2, 最优
一致性控制律为

ûb,op
i =

3(tf + t0 − 2t)
(tf − t0)3

x̂0
ij, i 6= j, i, j = 1, 2

(30)

证明. 只要将由式 (23), (17) 及式 (29) 给出的
p̂ξb

i
(t0) 和 p̂b

i 代入控制律 (25), 即得所证结果. ¤
对于 n > 2 的情况, 不能像 n = 2 的情况那样

得到精确的显式最优控制律, 此时只能得到近似的
显式最优控制律. 结果由如下定理给出.

定理 2. 对于 n > 2, 以及 ξ̂b,0
i = 0, i =

1, · · · , n, 近似最优一致性控制律为

ûb,op
i ≈

6(tf + t0 − 2t)
n(tf − t0)3

n∑
j=1
j 6=i

x̂0
ij, i, j = 1, · · · , n

(31)

其中, x̂0
ij = log(g0

ij) = log(g−1
i (t0)gj(t0)).

证明. 设 x̂b
i(t) = log(g−1

i (t0)gi(t)). 由于

ξ̂b,0
i = 0, i = 1, · · · , n, 由式 (28) 可知 x̂b

i(tf ) =
(tf − t0)3p̂b

i/12, i = 1, · · · , n. 在一致性 gi(tf ) =
gj(tf ) 的意义下易得, exp(x̂b

i(tf )) · exp(−x̂b
j(tf )) =

g0
ij. 借助于附录 A 的 BCH 式 (A2), 有:

x̂0
ij = x̂b

i(tf )− x̂b
j(tf )− 1

2
[x̂b

i(tf ), x̂b
j(tf )]−

1
12

[x̂b
i(tf ), [x̂b

i(tf ), x̂b
j(tf )]]+

1
12

[x̂b
j(tf ), [x̂b

j(tf ), x̂b
i(tf )]] + · · ·

将其对指标 j 求和并注意到
∑

j x̂b
j(tf ) = 0, 可得:

n∑
j=1

x̂0
ij = nx̂b

i(tf )+

1
12

n∑
j=1

[x̂b
j(tf ), [x̂b

j(tf ), x̂b
i(tf )]] + · · · ,

i = 1, · · · , n

这是一组关于参数 p̂b
i , i = 1, · · · , n 的方程, 该方程

一般不可能显式地求解. 对于该问题, 当运载体的位
形趋近一致性时高阶李括号的影响将快速衰减, 从
而可以略去. 因而, 得到如下一组近似方程:

n∑
j=1

x̂0
ij ≈ nx̂b

i(tf ) =
n(tf − t0)3

12
p̂b

i

由此近似解得, p̂b
i ≈ 12

n(tf−t0)3

∑n

j=1 x̂0
ij. 回忆式 (17)

及 (23), 有 p̂ξb
i
(t0) = (tf − t0)p̂b

i/2, 通过将 p̂ξb
i
(t0)

及 p̂b
i 代入式 (25), 则可得结果. ¤
注 4. 通过将 p̂b

i , i = 1, · · · , n, 代入式 (26), 最
终的位形 gi, i = 1, · · · , n, 为

gi(tf ) = g0
i exp

(
1
n

n∑
k=1

x̂0
ik

)
, i = 1, · · · , n

(32)

对于 n = 2 的情况, 有 g1(tf ) = g2(tf ).
注 5. 控制律 (31) 是由初始条件确定的开环控

制律. 该控制律对于初始条件的摄动以及对控制输
入的扰动敏感, 这可能导致当存在初始摄动及外界
扰动时, 系统不能取得预期的一致性. 此外, 对于
n > 2 的情况, 开环控制律是近似的, 与所需取得一
致性的轨迹的偏离程度取决于初始位形与期望一致

性位形的偏离程度, 这种偏离也可认为是初始位形
摄动所致.
为了克服这一缺陷, 建议采用闭环最优控制,

即在构造最优控制律时取当前时刻和当前状态为

初始时刻和初始状态[36]. 此时控制律 (30) 和 (31)
不能用, 因为该控制律是在假设初始速度为零时得
到的, 但是将当前的速度作为初始速度时如式 (26)
所示是不能为零的, ξ̂b

i (t) = − 1
2
(t − t0)(t − tf )p̂b

i .
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若取初始时刻为 0, 当前时刻为 t0, 则当前速度为
ξ̂b

i (t0) = − 1
2
(t0)(t0 − tf )p̂b

i . 显然, 这种形式的速度
表示具有性质 [p̂b

i , ξ̂
b
i (t0)] = 0, 以及

∑
i ξ̂b

i (t0) = 0,
满足引理 6 的条件, 见注 3.
定理 3. 假设 [p̂b

i , ξ̂
b
i (t0)] = 0, i = 1, · · · , n, 及∑

i ξ̂b
i (t0) = 0, 则最优控制为

ûb,op
i ≈

n∑
j=1
j 6=i

(
6(tf + t0 − 2t)

n(tf − t0)3
x̂ij(t0) +

2(2tf + t0 − 3t)
n(tf − t0)2

ξ̂b
ij(t0)

)

i = 1, · · · , n

(33)

证明. 注意到, 此时还有
∑

i x̂b
i(tf ) = 0, 利用与

定理 2 几乎相同的论证方法可得结论. ¤
定理 4. 假定初始速度满足 ξ̂b,0

i = 0, i =
1, · · · , n. 对于由相对位形 ḡij, i, j = 1, · · · , n, 指

定的期望队形, 最优反馈编队控制律为

ûb,opf
i ≈

n∑
j=1
i 6=j

(
6

n(tf − t)2
x̂ij(t) +

4
n(tf − t)

ξ̂b
ij(t)

)
,

i = 1, · · · , n

(34)

其中, x̂ij(t) = log(gij(t)ḡji), ξ̂b
ij(t) = Adḡij

ξ̂b
j(t) −

ξ̂b
i (t).
证明. 回顾引理 1, 取当前的时刻 t 为初

始时刻 t0, 并分别用 ũb,opf
i , x̃ij = log g̃−1

i g̃j, 和
ξ̃b

ij = Adḡ1j
ξ̂b

j −Adḡ1i
ξ̂b

i 取代式 (33) 中的 ûb,op
i , x̂ij,

和 ξ̂b
ij, 将得到:

ũb,opf
i ≈

n∑
j=1
i 6=j

(
6

n(tf − t)2
x̃ij(t) +

4
n(tf − t)

ξ̃b
ij(t)

)
,

i = 1, · · · , n

由 引 理 1, 最 优 反 馈 编 队 控 制 为 ûb,opf
i =

Adḡi1 ũ
b,opf
i . 进一步借助于附录 A 中的引

理 12, 有 Adḡi1 x̃ij = ḡi1

(
log

(
g̃−1

i g̃j

))
ḡ−1

i1 =
log

(
ḡi1g̃

−1
i g̃j ḡ

−1
i1

)
= log

(
g−1

i gj ḡji

)
= x̂ij(t), 以及

Adḡi1 ξ̃
b
ij = Adḡi1

(
Adḡ1j

ξ̂b
j −Adḡ1i

ξ̂b
i

)
= Adḡij

ξ̂b
j −

ξ̂b
i = ξ̂b

ij(t). 这就证明了定理 4. ¤
注 6. 在定理 4 中
1) 当 n = 2 时, 最优反馈控制律是精确的, 此

时没有近似假设;
2) 当 ḡij = I, i, j = 1, · · · , n 时, 编队控制律

(34) 将退化为一致性控制律.

3.3 静态一致性及编队的数值仿真

3.3.1 两平面运载体在外部扰动下的开环及闭环一

致性最优控制

为了说明闭环最优控制律与开环最优控制律的

区别, 考虑两个平面运载体的一致性问题, 初始质心
位置 (x(0), y(0)) 和初始姿态 θ(0) 如表 1 所示. 如
无特别说明, 本算例及后续仿真算例中的角度、相
对角度单位均采用 “弧度”; 位置、相对位置坐标的
长度单位均采用 “无量纲化的长度单位” (即与实际
的长度单位成比例); 时间单位采用 “秒”. 从而角速
度的单位为 “弧度/秒”; 移动速度单位为 “无量纲化
长度单位/秒”. 标称化的控制力矩 ((转动惯量)−1·
力矩) 单位为 “弧度/(秒)2”; 标称化的控制力 ((质
量)−1· 力) 单位为 “无量纲化长度单位/(秒)2”.

表 1 运载体的初始位形

Table 1 Initial configurations of agents

序号 1 2

x(0) 80 −80

y(0) 100 −100

θ(0)
π

2
−π

2
初始位形是由空间坐标系下的质心位置坐标 (x, y) 和姿态角 θ 给出.

对应的欧氏群 SE(2) 上表示的初始位形为

g0
1(0) =




cos(π
2
) − sin(π

2
) 80

sin(π
2
) cos(π

2
) 100

0 0 1




g0
2(0) =




cos(−π
2
) − sin(−π

2
) −80

sin(−π
2
) cos(−π

2
) −100

0 0 1




取初始时刻 t0 = 0, 控制律的终端时刻为
tf = 10, 整个仿真时间为 15 s. 假设第 1 运载体
带有外界扰动 [0, sin(t), −0.1 sin(t)]T, 表示受有横
向力及旋转力矩扰动. 首先利用开环最优控制 (30)
给出如下受到扰动的控制律:

uuub
1 = uuub,op

1 (t) + [0, sin(t), −0.1 sin(t)]T

uuub
2 = uuub,op

2 (t)
,

0 ≤ t ≤ tf

t > tf 后, 取 uuub
i = 0, i = 1, 2. tf = 10 时的位形为

g1(tf ) =



−0.4937 0.8696 16.1605
−0.8696 0.4937 −39.6656

0 0 1



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g2(tf ) =




1 0 100
0 1 −80
0 0 1




由于扰动的存在, 系统在时刻 tf = 10
时 g1(tf ) 6= g2(tf ), 第一运载体的质心位置为
(16.2,−39.7), 姿态角为 −56.5◦, 第二运载体的质
心位置为 (100,−80), 姿态角为 0◦. 没有取得一致
性, 且在 t > tf 后, 受扰运载体的速度不为零. 见图
1 和图 2.

现在, 在同样的扰动下, 将系统的控制律取为带
有扰动的反馈最优控制律 (34), 加上扰动后的控制
律如下:

uuub
1 = uuub,opf

1 (t) + [0, sin(t), −0.1 sin(t)]T

uuub
2 = uuub,opf

2 (t)
,

0 ≤ t ≤ tf

t > tf 后, 取 uuub
i = 0, i = 1, 2. tf = 10 时的位形为

g1(tf ) = g2(tf ) =




0.8642 0.5031 88.38
−0.5031 0.8642 −72.50

0 0 1




系统在时刻 tf = 10 确实取得了一致性. 易求
得此时两运载体的质心位置为 (88.4,−72.5), 姿态
角为 −32.0◦. 由于外界受到扰动, 在 t > 10 后尽管
两运载体速度不为零, 但由于此时外部输入为零, 系
统保持一致性. 见图 3 和图 4.

3.3.2 反馈最优控制律下的四平面运载体编队控制

为了验证多个 (n > 2) 运载体情况下次优闭环
编队控制律的有效性, 考虑如下给定的 4 个平面运
载体, 其初始位形如表 2 所示.
现在考虑其编队问题, 期望的队形由表 3 给出

的相对第一运载体的相对位形指定.

图 2 取得一致性过程中两运载体的时间行为 (从上到下:

空间坐标系下的位形 (质心位置与姿态角); 相对于第一个运

载体刚体坐标系下的相对位形; 刚体坐标系下的速度; 刚体

坐标系下的控制. 从左到右: 相应变量的 x -轴坐标; y -轴坐

标; 姿态角 θ 轴坐标.)

Fig. 2 The time behaviors of the two vehicles during the

process of achieving consensus (From top to down:

configuration (position and attitude angle) in the space

frame; relative configuration with respect to the body

frame of first vehicle; velocity in the body frame; control

in the body frame. From left to right: the coordinates of

the corresponding quantity in x-axis, y-axis, and attitude

angle θ.)

表 2 运载体的初始位形

Table 2 Initial configurations of agents

序号 1 2 3 4

x(0) 100 −100 −100 100

y(0) 100 −100 100 −100

θ(0) 0 −π π/2 −π/2

初始位形是由空间坐标系下的质心位置坐标 (x, y) 和姿态角 θ 给出.

图 1 两运载体的质心位置、姿态演化轨迹 (第 3 图为 t = tf 时的质心位置、姿态演化轨迹.)

Fig. 1 The evolution trajectories of position and attitude of the two vehicles (The 3rd figure are the evolution

trajectories of position and attitude at t = tf .)
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表 3 终端时刻相对位形

Table 3 Relative configurations at final time

相对指标 (1i) (11) (12) (13) (14)

x1i(tf ) 0 −40 −40 −80

y1i(tf ) 0 −40 40 0

θ1i(tf ) 0 0 0 0

队形由相对于第一运载体刚体坐标系的相对质心位置坐标 (x1i, y1i)

和相对姿态角 θ1i 给出.

图 3 两运载体的质心位置、姿态演化轨迹 (左下角为 t = tf

时的质心位置、姿态演化轨迹.)

Fig. 3 The evolution trajectories of position and attitude

of the two vehicles (The figure on the bottom left are the

evolution trajectories of position and attitude at t = tf .)

取初始时刻 t0 = 0, 控制律的终端时刻为
tf = 10, 整个仿真时间为 15 s. 控制律采用最优
反馈控制律 (34), 且第 1、第 4 运载体受到外部扰
动, 系统受扰控制律如下:





uuub
1(t) = uuub,opf

1 (t) + [2 sin t, sin(t), 0.1 sin(t)]T,

uuub
2(t) = uuub,opf

2 (t),
uuub

3(t) = uuub,opf
3 (t),

uuub
4(t) = uuub,opf

4 (t) + [5U(t), 5U(t), 0.5U(t)],
0 ≤ t < tf

其中, U(t) 为采样时间为 0.1, 取值为 [−1, 1] 内均
匀分布的随机数. t > tf 时, 取 uuub

i(t) = 0, i =
1, 2, 3, 4. 仿真的动力学时间演化过程如图 5 和图 6
所示.

图 4 取得一致性过程中两运载体的时间行为 (从上到下:

空间坐标系下的位形 (质心位置与姿态角); 相对于第一个运

载体刚体坐标系下的相对位形; 刚体坐标系下的速度; 刚体

坐标系下的控制. 从左到右: 相应变量的 x -轴坐标; y -轴坐

标; 姿态角 θ 轴坐标.)

Fig. 4 The time behaviors of the two vehicles during the

process of achieving consensus (From the top down:

configuration (position and attitude angle) in the space

frame; relative configuration with respect to the body

frame of first vehicle; velocity in the body frame; control

in the body frame. From left to right: the coordinates of

the corresponding quantity in x-axis, y-axis, and attitude

angle θ.)

在时刻 tf = 10, 相对位形的欧氏群 SE(2) 上表
示为

g12 =




1.0000 0 −40.0010
0 1.0000 −40.0003
0 0 1.0000




g13 =




1.0000 0 −40.0003
0 1.0000 40.0010
0 0 1.0000




g14 =




1.0000 0 −80.0012
0 1.0000 0.0007
0 0 1.0000




仿真结果表明系统在时刻 tf = 10, 第 2、3、4
运载体相对于第 1 运载体的姿态角为 0, 相对于第一
运载体的质心位置分别为 (−40,−40), (−40, 40) 和
(−80, 0), 达到了期望的编队, 并在 t > tf 后保持队

形.
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图 5 两运载体的质心位置、姿态演化轨迹 (左下角为 t = tf

时的质心位置、姿态演化轨迹.)

Fig. 5 The evolution trajectories of position and attitude

of the two vehicles (The figure on the bottom left are the

evolution trajectories of position and attitude at t = tf .)

4 协调编队控制

上一节在假定初始速度为零的情况下研究了编

队控制问题. 本节将考虑非零初始速度情况下的编
队控制问题, 即每一个运载体作为动态刚体在 t0 时

刻可以有任意的初始位形和任意的初始速度. 本节
将给出欧氏群上的系统分解原理, 利用该原理可将
非零初始速度编队的一般问题分解为如下两个子问

题的合成: 1) 上一节研究过的零初始速度的静态最
优控制编队问题; 2) 所有的运载体的初始位形均为
SE(3) 上单位元时的速度一致性最优控制问题. 并
利用庞特里亚金最小值原理, 结合反馈机制给出后
者的闭环解析最优控制律. 其意义在于: 1) 通过两
个子问题的闭环解析最优控制律并利用分解原理可

进一步合成一般问题的闭环解析编队控制律; 2) 实
现了运载体协调编队最优控制的在线自主性.
由边值条件 (9), 只要注意到 Adḡji

=
Ad−1

gj(tf )Adgi(tf ), 则条件 ξ̂b
j(tf ) − Adḡji

ξ̂b
i (tf ) = 0,

i, j = 1, · · · , n, 意味着在时刻 tf 每一个运载

体有相同的空间速度, 即 ξ̂s
j (tf ) − ξ̂s

i (tf ) = 0,
i, j = 1, · · · , n. 称此时的速度达到了协调[23], 同
时运载体的位形取得了由任务指定的编队. 所以对
于非零初始速度的多运载体编队控制, 在时刻 tf 要

取得两个目标: 一个是位形的编队, 另一个是速度的
协调.

图 6 取得一致性过程中两运载体的时间行为 (从上到下:

空间坐标系下的位形 (质心位置与姿态角); 相对于第一个运

载体刚体坐标系下的相对位形; 刚体坐标系下的速度; 刚体

坐标系下的控制. 从左到右: 相应变量的 x -轴坐标; y -轴坐

标; 姿态角 θ 轴坐标.)

Fig. 6 The time behaviors of the two vehicles during the

process of achieving consensus (From top to down:

configuration (position and attitude angle) in the space

frame; relative configuration with respect to the body

frame of first vehicle; velocity in the body frame; control

in the body frame. From left to right: the coordinates of

the corresponding quantity in x-axis, y-axis, and attitude

angle θ.)

4.1 系统的分解

为了利用上一节在零初始速度情况下得到的结

果, 本文给出下列分解引理.
引理 8. 假设

Σ1 :

{
q̇k = qkζ̂

b
k, qk(t0) = g0

k

˙̂
ζb

k = v̂b
k, ζ̂b

k(t0) = 0
, k = 1, · · · , n

(35)

Σ2 :

{
ḣk = hkη̂

b
k, hk(t0) = I

˙̂ηb
k = ŵb

k, η̂b
k(t0) = ξ̂b,0

k

, k = 1, · · · , n

(36)

是李群 SE(3) 上的两组系统, 使得 gk(t) =
qk(t)hk(t), k = 1, · · · , n, 并且在时刻 tf , 带有零
初始速度的系统 Σ1 在控制 v̂b

k, k = 1, · · · , n 下取得

编队, 即

qij(tf ) = q̄ij

ζ̂b
k(tf ) = 0

, i, j, k = 1, · · · , n (37)
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其 中, qij(tf ) := q−1
i (tf )qj(tf ) 及 q̄ij :=

hi(tf )ḡijh
−1
j (tf ). 且系统 Σ2 在控制 ŵb

k, k =
1, · · · , n, 下取得速度协调, 即

η̂b
ij(tf ) := Adḡij

η̂b
j(tf )− η̂b

i (tf ) = 0, i, j = 1, · · · , n

(38)

则在时刻 tf , 系统 Σ(见式 (8)) 在控制

ûb
k = ŵb

k + Adh−1
k

v̂b
k + [Adh−1

k
ζ̂b

k, η̂
b
k], k = 1, · · · , n

(39)

作用下取得协调编队.
证明. 设 gk = qkhk, qk, hk ∈ SE(3), k =

1, · · · , n, 则首先要证明系统 Σ 的控制 ûb
k 具有

式 (39) 的形式. 由的 gk 分解形式容易看出,
ġk = qkhkη̂

b
i + qkζ̂

b
khk = gk(η̂b

k + Adh−1
k

ζ̂b
k). 这表

明有如下速度分解式:

ξ̂b
k = η̂b

k + Adh−1
k

ζ̂b
k, k = 1, · · · , n (40)

利用 ûb
k = ˙̂

ξb
k, 则控制律可以写成如式 (39)

给出的分解子系统的动力学形式. 其次, 需
要证明系统 Σ 取得协调编队. 由式 (37) 可
得, g−1

i (tf )gj(tf ) = h−1
i (tf )q−1

i (tf )qj(tf )hj(tf ) =
ḡij(tf ), i, j = 1, · · · , n. 进一步, 由式 (37) 和式 (40)
可知, ξ̂b

k(tf ) = η̂b
k(tf ), i = 1, · · · , n. 因而式 (38) 表

明系统取得了协调编队. ¤
因而, 设计系统 Σ 的编队控制律问题转化为设

计 Σ1 (见式 (35)) 及 Σ2 (见式 (36)) 的控制律 v̂b
k 和

ŵb
k, 使得条件 (37) 和 (38) 得以满足. 为此, 构造如
下的最优控制问题.

首先, 对系统 Σ1, 问题为求控制 v̂b
k, k =

1, · · · , n, 使得系统取得由编队条件 (37) 指定的
编队, 同时目标函数

J1(v̂s
1, · · · , v̂s

n) =
∫ tf

t0

1
2

n∑
k=1

GI(v̂s
k, v̂

s
k)dt

最小. 其中 v̂s
k = Adqk

v̂b
k, k = 1, · · · , n.

针对系统 Σ1 的控制 v̂b
k 可取为由定理 4 给

出的反馈形式. 由定理 4 确定的控制律知道,
若初始速度 ζ̂b

k(t0) = 0, 则 ζ̂b
k(tf ) = 0. 通过

在式 (34) 中用 ŷij := log(qij(t)hj(t)ḡjih
−1
i (t)) 和

ζ̂b
ij := Adhi(t)ḡijh−1

j (t)ζ̂
b
j (t) − ζ̂b

i (t) 替换 x̂ij 和 ξ̂b
ij,

有:

v̂b
k =

n∑
j=1

(
6

n(tf − t)2
ŷkj +

4
n(tf − t)

ζ̂b
kj

)

进一步定义, x̂kj(t) = log(gkj(t)ḡjk), ξ̂b
kj(t) =

Adḡkj
ξ̂b

j(t)− ξ̂b
k(t), η̂b

kj(t) = Adḡkj
η̂b

j(t)− η̂b
k(t), 则

Adh−1
k

v̂b
k =

n∑
j=1

(
6

n(tf − t)2
x̂kj +

4
n(tf − t)

(ξ̂b
kj − η̂b

kj)
)

这是由于, 根据附录 A 的引理 12, Adh−1
k

ŷkj(t) =
log(gkj(t)ḡjk) = x̂kj(t), 且

Adh−1
k

ζ̂b
kj(t) =

(Adḡkj
Adh−1

j
ζ̂b

j −Adh−1
k

ζ̂b
k)(t) =

(Adḡkj
ξ̂b

j − ξ̂b
k −Adḡkj

η̂b
j + η̂b

k)(t) =
ξ̂b

kj(t)− η̂b
kj(t)

注 意 到 由 式 (40) 给 出 的 速 度 分 解, 易 知
[Adh−1

k
ζ̂b

k, η̂
b
k] = [ξ̂b

k, η̂
b
k]. 控制律 (39) 中待确定的

变量为系统 Σ2 的控制, 位形与速度 ŵb
i , η̂

b
i , hi. 因

而, 为了确定控制律 (39), 需要构造如下动态控制
器,

ḣk = hkη̂
b
k, hk(t0) = I

˙̂ηb
k = ŵb

k, η̂b
k(t0) = ξ̂b,0

k

ûb
k = [ξ̂b

k, η̂
b
k] + Adh−1

k
v̂b

k + ŵb
k

, k = 1, · · · , n

(41)

其中, Σ 的控制 ûb
k 可作为子系统 Σ2 的输出.

因而, 问题进一步转化为设计系统
˙̂ηb
k = ŵb

k, k = 1, · · · , n (42)

的控制律 ŵb
k, k = 1, · · · , n, 使得系统 Σ2 的速度

η̂b
k, k = 1, · · · , n 在时刻 tf 取得协调. 由于 se(3)
同构于 R6, 通过令 ηηηk = (Adḡ1k

η̂b
k)
∨ ∈ R6 和

wwwk = (Adḡ1k
ŵk)∨ ∈ R6, 易验证系统 (42) 的协调问

题等价于 R6 上的积分器 η̇ηηk = wwwk, k = 1, · · · , n,

的一致性问题. 对此, 构造下列最优一致性控制问
题.
求控制 wwwk, k = 1, · · · , n, 使得在时刻 tf , 上

述积分器取得一致性, 即 ηηηi(tf ) = ηηηj(tf ), i, j =
1, · · · , n, 同时使得下列目标函数最小,

J2(www1, · · · ,wwwn) =
∫ tf

t0

1
2

n∑
i=1

wwwT
i wwwidt (43)

4.2 多积分器有限时间最优一致性问题的解

设 ηηη = [ηηηT
1 · · · ηηηT

n ]T, www = [wwwT
1 · · · wwwT

n ]T, 则上
述R6 上的一致性问题是为系统

η̇ηη = www, ηηη(t0) = ηηη0

设计控制律www, 使得在给定的 tf (tf > t0), 一致性条
件, ηηη1(tf )− ηηηi(tf ) = 0, i = 1, · · · , n, 得以满足, 且
目标函数 (43) 最小.



1期 耿志勇: 基于庞特里亚金极小值原理的多运载体有限时间编队控制 53

一致性条件可写成如下紧凑的形式,

[1n−1 ⊗ I6 − In−1 ⊗ I6]ηηη(tf ) = 0 (44)

其中, 1n−1 是每一个分量都为 1 的 n− 1 维列向量,
“⊗” 表示矩阵的右克朗耐克积. 为了节省符号, 将
1n−1 ⊗ I6 和 In−1 ⊗ I6 简记为 1n−1 和 In−1.
该最优控制问题的哈密顿函数可构造如下

HΣ2 = −1
2
wwwTwww + pppTwww

其中, ppp ∈ R6n 是协状态向量 (拉格朗日乘子). 对应
的哈密顿系统可写为

η̇ηη =
∂HΣ2

∂ppp
= www, ṗpp = −∂HΣ2

∂ηηη
= 0

这意味着 ppp 是常向量. 根据 PMP, www 为最优控制的

必要条件为

∂HΣ2

∂www
= −www + ppp = 0

由于该方程有唯一解, 所以该条件也是充分的. 从而
一致性问题的最优控制为, wwwop = ppp. 关于 ppp 的确定

有如下定理.
定理 5.

pppk =
1

n(tf − t0)

n∑
i=1

(ηηη0
i − ηηη0

k), k = 1, · · · , n

证明. 由边值条件有, fff i(ηηη(tf )) := ηηηi(tf ) −
ηηηi+1(tf ) = 0, i = 1, · · · , n − 1, 则对应 fff i = 0, i =
1, · · · , n 的横截条件可以写为

ppp1(tf ) =
n∑

i=1

∂fff i(ηηη)
∂ηηη1

λλλi = λλλ1

ppp2(tf ) =
n∑

i=1

∂fff i(ηηη)
∂ηηη2

λλλi = −λλλ1 + λλλ2

...

pppn−1(tf ) =
n∑

i=1

∂fff i(ηηη)
∂ηηηn−1

λλλi = −λλλn−2 + λλλn−1

pppn(tf ) =
n∑

i=1

∂fff i(ηηη)
∂ηηηn

λλλi = −λλλn−1

其中, λλλi ∈ R6, i = 1, · · · , n, 为待确定的参数. 由此
易看出

∑n

i=1 pppi(tf ) = 0. 注意到 ppp 是常量, 这个等
式还可以写成如下形式:

1T
nppp = 0 (45)

进一步, 取 www = ppp 并对 η̇ηη = ppp 积分, 有 ηηη(tf ) =
ηηη(t0) + (tf − t0)ppp. 结合边值条件 (44), 有

[1n−1 − In−1](ηηη(t0) + (tf − t0)ppp) = 0 (46)

将关于 ppp 的方程 (45) 和 (46) 结合在一起有:
[

1T
n

[1n−1 − In−1]

]
ppp =

1
tf − t0

[
0

[1n−1 − In−1]

]
ηηη(t0)

由该方程可解出,

ppp =
Q

tf − t0
ηηη(t0)

其中

Q =

[
1T

n

[1n−1 − In−1]

]−1 [
0

[1n−1 − In−1]

]

可以验证,

 1T

n

[1n−1 − In−1]



−1

=




1
n

I6

1
n
1T

n−1

1
n
1n−1

1
n
1n−11T

n−1 − In−1




经过简单的代数运算可以得到,

ppp =
Qηηη(t0)
tf − t0

=




1
n(tf − t0)

n∑
i=1

(ηηηi(t0)− ηηη1(t0))

1
n(tf − t0)

n∑
i=1

(ηηηi(t0)− ηηη2(t0))

...
1

n(tf − t0)

n∑
i=1

(ηηηi(t0)− ηηηn(t0))




由此定理得证. ¤
4.3 协调编队的控制

根据R6 与 se(3) 的同构关系, 定理 5 可以写成
如下形式:

Adḡ1k
ŵb

k =

1
n(tf − t0)

n∑
j=1

(Adḡ1j
η̂b

j(t0)−Adḡ1k
η̂b

k(t0))

注意到 (Adḡ1k
)−1Adḡ1j

= Adḡk1Adḡ1j
= Adḡkj

, 最
终得到系统 (42) 的最优速度协调的控制律,

ŵb
k =

1
n(tf − t0)

n∑
j=1

(Adḡkj
η̂b

j(t0)− η̂b
k(t0)),

k = 1, · · · , n
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通过将当前时刻作为初始时刻, 当前状态作为初始
状态, 得到控制律的反馈形式

ŵb
k =

1
n(tf − t)

n∑
i=1

η̂b
ki(t), k = 1, · · · , n (47)

现在将 v̂b
k, ŵ

b
k 代入动态控制器 (41), 得到系统的闭

环有限时间协同编队控制器如下:

ḣk = hkη̂
b
k, hk(t0) = I

˙̂ηb
k =

1
n(tf − t)

n∑
i=1

η̂b
ki(t), η̂

b
k(t0) = ξ̂b,0

k

ûb,opf
k =

n∑
i=1

(
6

n(tf − t)2
x̂ki +

4
n(tf − t)

ξ̂b
ki −

3
n(tf − t)

η̂b
ki

)
+ [ξ̂b

k, η̂
b
k] (48)

从而系统的控制律可取为

ûb
k =

{
ûb,opf

k , t0 ≤ t ≤ tf

0, t > tf

, k = 1, · · · , n

注 7. 1) 称控制器 (48) 是闭环的是因为它依赖
于系统当前的状态 (gk, ξ̂

b
k), k = 1, · · · , n. 称其为动

态的是因为控制律为一个动力系统的输出. 并且称
它是最优的或近似最优的 (n > 2时),是指它是通过
分解后的系统 Σ1 和 Σ2 的最优或近似最优 (n > 2
时) 控制得到的.

2) 控制器 (48) 并不是一个物理系统, 它只是产
生控制信号当前取值的一个动态解析算法.

3) 不同于基于镇定的控制律, 可以在无穷时域
上使得控制器的初始状态对系统的影响随时间而趋

于消失. 对基于有限时间的控制律而言, 控制器的初
始状态确实对终端时刻的控制结果有影响, 但这并
不意味着由式 (48) 给出的控制器的初始条件是唯一
的, 对于一般的初始状态, 可以考虑相对于给定初始
状态的动力学, 但这将引起不必要的复杂性.

4) 该控制律只在时间段 [t0, tf ] 起作用. 系统在
时刻 tf 以后的行为取决于被切换后的控制律. 如果
在时刻 tf 以后无控制且无外部扰动, 则每一运载体

处于由
˙̂
ξb

i = 0, i = 1, · · · , n 刻画的稳定的相对平衡

态. 此外, 所有的相对速度 ξ̂b
j − Adḡji

ξ̂b
i = 0. 这就

保证了系统保持队形并以恒定的速度运动. 若有外
部扰动, 为了保持队形可切换到由文献 [25] 给出的
基于镇定的编队控制律.

4.4 协调编队的数值仿真

4.4.1 四个平面运载体反馈最优控制下的协调编队

为了验证协调编队控制律的有效性, 考虑如下
给定的 4 个平面运载体, 其初始位形和初始速度如

表 4 所示. 现在考虑协调编队问题, 期望的队形仍由
表 3 给出. 控制律取闭环最优控制律 (48), 取初始时
刻 t0 = 0, 控制律终端时刻 tf = 10, 总的仿真时间
取 50. 仿真的动力学过程如图 7 和图 8 所示.
在时刻 t = tf = 10 相对位形的欧氏群 SE(2)

表示为

g12 =




1 −0.0000 −40
0.0000 1 −40

0 0 1




g13 =




1 0.0000 −40
−0.0000 1 40

0 0 1




g14 =




1 −0.0000 −80
0.0000 1 0

0 0 1




表 4 运载体的初始位形和初始速度

Table 4 Initial configurations and initial velocities of

vehicles

序号 1 2 3 4

x(0) 100 −100 −100 100

y(0) 100 −100 100 −100

θ(0) 0 −π π/2 −π/2

vx(0) 15 10 7 5

vy(0) 0 0 0 0

vθ(0) 0.05 0.02 0.08 0.05

初始位形由空间坐标系下的质心位置坐标 (x, y) 和姿态角 θ 给出. 初

始速度由刚体坐标系下平移速度 (vx, vy) 和角速度 vθ 给出.

图 7 两运载体的质心位置、姿态演化轨迹 (左上角为 t = tf

时的质心位置、姿态演化轨迹.)

Fig. 7 The evolution trajectories of position and attitude

of the two vehicles (The figure on the top left are the

evolution trajectories of position and attitude at t = tf .)
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图 8 取得一致性过程中两运载体的时间行为 (从上到下:

空间坐标系下的位形 (质心位置与姿态角); 相对于第一个运

载体刚体坐标系下的相对位形; 刚体坐标系下的速度; 刚体

坐标系下的控制. 从左到右: 相应变量的 x -轴坐标; y -轴坐

标; 姿态角 θ 轴坐标.)

Fig. 8 The time behaviors of the two vehicles during the

process of achieving consensus (From the top down:

configuration (position and attitude angle) in the space

frame; relative configuration with respect to the body

frame of first vehicle; velocity in the body frame; control

in the body frame. From left to right: the coordinates of

the corresponding quantity in x-axis, y-axis, and attitude

angle θ.)

仿真结果表明系统在时刻 tf = 10, 第 2、3、4
运载体相对于第 1 运载体的姿态角为 0, 相对于第
一运载体的质心位置分别为 (−40,−40), (−40, 40)
和 (−80, 0), 达到了期望的编队. 此后系统在无控制
的条件下以协调编队的方式运动, 仿真计算误差导
致其与期望的队形有较小的偏离, 说明系统处于稳
定的相对平衡态. 在 t = 50 时相对位形的欧氏群
SE(2) 表示为

g12 =




1.0000 −0.0015 −39.6954
0.0015 1.0000 −39.9235

0 0 1.0000




g13 =




1.0000 0.0011 −40.1024
−0.0011 1.0000 39.8278

0 0 1.0000




g14 =




1.0001 −0.0004 −79.8831
0.0004 1.0001 −0.1594

0 0 1.0000




表明 t = 50 时, 第 2、3、4 运载体相对于第 1 运载
体的姿态角为 0, 相对于第一运载体的质心位置分别
为 (−39.7,−39.9), (−40.1, 39.8)和 (−79.9,−0.16),
保持了期望的编队队形.

注 8. 为了验证控制律的有效性, 本文对平面上
运载体编队进行了更多的仿真验证, 结果概括如下:

1) 针对不同的编队终端时刻 tf 为 5, 10, · · · ,
100 的情况在同一仿真模型下进行了仿真验证, 结
果表明在期望的终端时刻达到了编队, 精度至少在
10−3. 随着期望的编队时间 tf 的增加, 控制作用的
幅值变小, 非零初始速度和外界扰动的作用变得明
显, 这使得取得编队的轨迹变得复杂.

2) 针对运载体数量为 2, 3, 4, 6, 8, 10 及 20 的
情况, 对不同的指定编队时间、初始状态、以及外界
扰动进行了仿真验证, 结果表明该方法对运载体的
数量没有限制.

3) 随着外界扰动幅值的加大, 为了克服扰动引
起的偏差, 控制的幅值也随之增大.
4.4.2 四个空间运载体反馈最优控制下的协调编队

本文还针对 3 维空间的运载体协调编队情况验
证了闭环控制律的有效性. 结果简述如下. 运载体
数量 n = 4. 初始位形及初始速度列于表 5. 终端时
刻的相对位形列于表 6.

欧拉角 (θr, θp, θy) ∈ (−π, π] × (−π/2, π/2) ×
(−π, π] 与旋转矩阵 R ∈ SO(3) 的关系可确定如
下: R = eê3θyeê2θpeê1θr , θr = arctan(R21, R11),
θp = arctan(−R31,

√
R2

11 + R2
21), θy =

arctan(R32, R33).

表 5 运载体的初始位形和初始速度

Table 5 Initial configurations and initial velocities of

vehicles

序号 1 2 3 4

θr(0) 0 0 0 0

θp(0) 0 0 0 0

θy(0) π/4 −3π/4 π/2 −π/2

x(0) 100 −100 −100 100

y(0) 100 −100 100 −100

z(0) 0 0 0 0

ωx(0) 0 0 0 0

ωy(0) −0.15 0 0 0

ωz(0) −0.08 −0.05 0.08 0.05

vx(0) 15 10 7 5

vy(0) 0 0 0 0

vz(0) 0 0 0 0

初始位形是由包括滚转, 俯仰, 偏航三个欧拉角 (θr, θp, θy) 以及空间

坐标系下质心的位置坐标 (x, y, z) 给定的. 初始速度是在刚体坐标系下

给定的, 它们分别是绕 x -轴, y -轴, z -轴的旋转速度 (ωx, ωy, ωz), 以及

沿 x -轴, y -轴, z -轴的平移速度 (vx, vy, vz).
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表 6 终端时刻相对位形

Table 6 Relative configurations at final time

相对指标 (1i) (11) (12) (13) (14)

θr,1i(tf ) 0 0 0 0

θp,1i(tf ) 0 0 0 0

θy,1i(tf ) 0 0 0 0

x1i(tf ) 0 −100 −50 −50

y1i(tf ) 0 0 50 −50

z1i(tf ) 0 0 0 0

相对位形是由相对于第一运载体刚体坐标系下的相对欧拉角

(θr,1i, θp,1i, θy,1i) 及相对位置坐标 (x1i, y1i, z1i) 给出的.

控制律采用由式 (48) 给出的闭环最优控制律,
tf 取为 30, 总的仿真时间为 50. 仿真的动态过程如
图 9∼ 12 所示, 图 12 中的纸飞机只用来表示运载体
的位置和姿态. t = tf 时的相对位形为

图 9 系统状态的时间行为 (从上到下: 空间坐标系下的欧

拉角; 质心位置以及刚体坐标系下的旋转速度和平移速度.

从左到右: 相应变量的 x -轴坐标; y -轴坐标; z -轴坐标.)

Fig. 9 Time behaviors of system′s states (From the top

down: Euler angle; position in the space frame; rotation

velocity in the body frame; translation velocity in the

body frame. From left to right: the coordinates of the

corresponding quantity in x-axis, y-axis, and z-axis.)

g12(tf ) =




1 0.00 −0.00 −100
−0.00 1 −0.00 0.00
0.00 0.00 1 0.00
0 0 0 1




g13(tf ) =




1 0.00 −0.00 −50
−0.00 1 0.00 50
0.00 −0.00 1 0.00
0 0 0 1




g14(tf ) =




1 0.00 −0.00 −50
−0.00 1 −0.00 −50
0.00 0.00 1 0.00
0 0 0 1




仿真结果表明, 系统在指定的时刻 tf = 30,
第 2、3、4 运载体相对于第 1 运载体的三个相对
欧拉角为 0, 相对于第一运载体的质心位置分别为
(−100, 0, 0), (−50, 50, 0) 和 (−50,−50, 0), 达到了
预期编队队形, 此后以速度协调的方式保持了编队
运动.

图 10 系统相对于第一个运载体刚体坐标系下的相对状态

(从上到下: 相对欧拉角; 相对位置; 相对旋转速度; 相对平移

速度. 从左到右: 相应变量的 x -轴坐标; y -轴坐标; z -轴坐

标.)

Fig. 10 Time behaviors of system′s relative states with

respect to the body coordinate of the first agent (From

top to down: relative Euler angle; relative position;

relative rotation velocity; relative translation velocity.

From left to right: the coordinates of the corresponding

quantity in x-axis, y-axis, and z-axis.)

5 结论

本文研究了多运载体有限时间最优编队控制问

题, 运载体通过在欧氏群 SE(N) (N = 2, 3) 的切从
上演化的刚体动力学加以刻画. 编队时间和队形的
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几何结构是由任务指定的. 在所有运载体为全驱动,
运载体之间的通讯为全联通的假定下, 导出了有限
时间编队控制律, 当编队的运载体数量为 2 时, 该控
制律是最优的, 当编队的运载体数量多于 2 时, 该控
制律是近似最优的.

图 11 在刚体坐标系下的控制时间行为 (从上到下: 广义力

矩; 广义力. 从左到右: 相应变量的 x -轴坐标; y -轴坐标;

z -轴坐标.)

Fig. 11 Time behaviors of system′s control in the body

coordinate (From top to down: generalized torque; and

generalized force. From left to right: the coordinates of

the corresponding quantity in x-axis, y-axis, and z-axis.)

图 12 空间四运载体质心位置、姿态演化轨迹

Fig. 12 The evolution trajectories of position and

attitude of the four vehicles

本文作了两个假设. 首先, 运载体的动力学假设
为全驱动的, 该假设对于实际情况可能较强; 其次,
通讯拓扑假设为全联通的, 这是本文的方法所必需
的. 因为假设网络中每一个运载体的地位相同, 即每

一运载体要根据其所有邻居来确定其控制, 由于采
用有限时间最优控制, 该控制在本质上是依赖于初
始状态的开环控制. 若一个结点不知道某个其他结
点的初始状态, 则在其动态过程中的控制将不受那
个结点的影响. 本文是通过将当前时刻和当前状态
作为初始时刻和初始状态来引入的反馈, 从而抑制
扰动并增加鲁棒性, 它不能改变最优控制律依赖于
初值的本质.
进一步值得研究的工作首先是同样的编队控制

问题, 但是对运载体的动力学的要求放松为欠驱动
的情况; 其次, 在通讯拓扑为较全联通更为一般的模
式下, 研究运载体在 “领航者 –跟踪者”的最优跟踪
方式下的编队控制问题.

附录A

该附录给出本文将用到的一些预备性结果.

对于在 se(3) 上定义的李括号, 有如下引理

引理 9. 设 η̂, ξ̂1, ξ̂2 ∈ se(3), 若 [η̂, ξ̂i] = 0, i = 1, 2, 则

[ξ̂1, ξ̂2] = 0.

证明. 假设

η̂ =

[
ω̂ vvv

0001×3 0

]
6= 0

下面证明: 对某个 ξ̂ ∈ se(3), [η̂, ξ̂] = 0 当且仅当 ξ̂ 具有如下

形式:

ξ̂ =

[
ξ̂ω ξξξv

0001×3 0

]
=

[
αω̂ αvvv + βωωω

0001×3 0

]
, α, β ∈ R

由于

∨
(
[η̂, ξ̂]

)
=

[
ω̂ 0

v̂ ω̂

] [
ξξξω

ξξξv

]
=

[
ω̂ξξξω

v̂ξξξω + ω̂ξξξv

]

则 ω̂ξξξω = ωωω × ξξξω = 0 当且仅当对某个标量 α ∈ R 有

ξξξω = αωωω, 且 v̂ξξξω + ω̂ξξξv = (αvvv − ξξξv)×ωωω = 0, 当且仅当对某

个标量 β ∈ R 有 (αvvv − ξξξv) = −βωωω, 因而 ξξξv = αvvv + βωωω. 现

假设

ξ̂i =

[
αiω̂ αivvv + βiωωω

0001×3 0

]
, i = 1, 2

则易验证

∨
(
[ξ̂1, ξ̂2]

)
=[

α1ω̂ 0

α1v̂ + β1ω̂ α1ω̂

] [
α2ωωω

α2vvv + β2ωωω

]
= 0

这就给出了 [ξ̂1, ξ̂2] = 0. ¤
定义 2. 设 V 是一个有限维线性空间, 其基向量

为 {εεεi}, f 是定义在 V 上的连续可微函数, 则 f 关于

xxx =
∑

i εεεix
i ∈ V 的导数定义为

∂f

∂xxx
=

∑
i

εεεi
∂f

∂xi
∈ V
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注 9. 由该定义有:

∂x̂∗(ŷ)

∂x̂
=

∂ŷ∗(x̂)

∂x̂
=

∑
i

êi
∂xxxTyyy

∂xi
= ŷ

∂x̂∗(ŷ)

∂x̂∗
=

∂ŷ∗(x̂)

∂x̂∗
=

∑
i

ê∗i
∂xxxTyyy

∂xi
= ŷ∗

(A1)

引理 10. 设 (q, x̂∗q) ∈ T ∗SE(3) 及 ŷb ∈ se(3), 则对于

x̂∗q(qŷ
b) 作为 q ∈ SE(3) 的函数有:

∂x̂∗q(qŷ
b)

∂qT
= ŷbx̂∗q

证明. 将 SE(3) 嵌入 R4×4 并记 q =
∑

ij Eijqij , 其中

Eij 是 (i, j) 分量为 1 其他分量为 0 的基矩阵, 则可利用矩阵

空间的内积 (见式 (5)), 并由定义 2 有:

∂x̂∗q(qŷ
b)

∂qT
=

∑
ij

Eji
∂x̂∗q(qŷ

b)

∂qij
=

∑
ij

Eji

〈
[x̂∗q ]

T, Eij ŷ
b
〉

R4×4
=

∑
ij

Eji

〈
Eji, ŷ

bx̂∗q
〉

R4×4
= ŷbx̂∗q .

¤
假设 exp : se(3) −→ SE(3) 可认为是定义在算子空间

C4×4 且取值在同一空间的指数映射, 对于这样的指数映射,

有如下引理.

引理 11 (Baker Campbell Hausdorff[37]). 对于

两个不可交换的算子 X 和 Y , 若 Z 定义为 exp Z =

exp X · exp Y , 则 Z 可以写成

Z = X + Y +
1

2
[X, Y ] +

1

12
[X, [X, Y ]]+

1

12
[Y, [Y, X]] + · · ·

(A2)

其中, [·, ·] 是由算子的换位子定义的李括号.

注 10. 对于 Baker Campbell Hausdorff 公式, 易看出,

若 [X, Y ] = 0, 则

1) exp X · exp Y = exp Y · exp X;

2) X · exp Y = exp Y ·X.

定义指数映射的逆如下. 若算子 A ∈ Cn×n 没有负实

半轴 R− 上的特征值时, 则有唯一的 X ∈ Cn×n, 其特征值

位于带状域 {z : −π < Im(z) < π}, 使得 A = exp X. 将其

记为 X = log(A), 并将其称为算子 A 的算子对数 (见文献

[38]). 对于对数映射, 有下列引理.

引理 12[24]. 设 A ∈ Cn×n 在 R− 上没有特征值. 若

B ∈ Cn×n 可逆使得 BAB−1 在 R− 上没有特征值, 则

B(log(A))B−1 = log(BAB−1).

引理 13[39] (指数微分). 设 g(t) 是 SE(3) 上的光滑曲

线, x̂(t) = log(g(t)) 是 g(t) 的指数坐标, ξ̂b = g−1ġ 是刚体

坐标系下的速度, ξ̂s = ġg−1 而是空间坐标系下的速度. 则成

立

˙̂x =

∞∑

k=0

Bk

k!
adk
−x̂(ξ̂b) =

∞∑

k=0

Bk

k!
adk

x̂(ξ̂s) (A3)

其中, {Bk} 为伯努利数.
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