
第 41 卷 第 2 期 自 动 化 学 报 Vol. 41, No. 2

2015 年 2 月 ACTA AUTOMATICA SINICA February, 2015

字典学习模型、算法及其应用研究进展

练秋生 1 石保顺 1 陈书贞 1

摘 要 稀疏表示模型常利用训练样本学习过完备字典, 旨在获得信号的冗余稀疏表示. 设计简单、高效、通用性强的字典

学习算法是目前的主要研究方向之一, 也是信息领域的研究热点. 基于综合稀疏模型的字典学习方法已经广泛应用于图像分

类、图像去噪、图像超分辨率和压缩成像等领域. 近些年来, 解析稀疏模型、盲字典模型和信息复杂度模型等新模型的出现丰

富了字典学习理论, 使得更广泛类型的信号能够被 “简单性” 描述. 本文详细介绍了综合字典、解析字典、盲字典和基于信息

复杂度字典学习的基本模型及其算法, 阐述了字典学习的典型应用, 指出了字典学习的进一步研究方向.
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Abstract The sparse model often utilizes training samples to learn an over-complete dictionary, in order to obtain the

redundant and sparse representation of signals. Designing simple, effective and flexible dictionary learning algorithms is

one of the main and hot research topics in the information field. The dictionary learning methods based on synthesis sparse

model have been applied into image classification, image denoising, image super-resolution and compressive imaging. In

recent years, analysis sparse model, blind dictionary model and information complexity model have been proposed, which

enrich the dictionary learning theory in order and lead to a “simple” description for a wide range of signals. In this paper,

the fundamental models and dictionary learning algorithms are introduced in detail in terms of synthesis dictionary,

analysis dictionary, blind dictionary and dictionary learning based on information complexity. Typical applications of

dictionary learning methods are further illustrated. Finally, the directions for further research of the dictionary learning

are pointed out.
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在信号处理领域, 人们一直对信号的 “简单性”
描述高度重视. 从信息论的角度看, 如果信号是稀疏
的, 或具有某种结构, 或可用某个确定的模型来表
示, 这样的信号称之为 “简单” 信号. “简单” 信号具
有较少的信息量, 由少量比特就可以表示. “简单性”
是简单信号具有的固有特性, 它通常表现为稀疏性、
低秩性、低熵等. 作为信号 “简单性” 描述的稀疏表
示技术, 是近些年来学者们研究的重点, 发展也相对
比较成熟. 1959 年, Hubel 等[1] 研究猫的简单细胞

感受野, 发现位于主观视觉皮层 V1 区的细胞能够
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对视觉信息进行稀疏表示, 从此稀疏性研究引起了
学者们[2−3] 的关注. 生物学家指出哺乳类动物在长
期的进化中, 形成了能够快速、准确、低能耗地表示
自然图像的视觉神经方面的能力, 其关键在于哺乳
动物感知视觉信息时, 其大脑视觉皮层中只有少量
神经元处于激活状态, 即视觉信息可以用少量的神
经元进行稀疏表示. 随着稀疏表示理论研究的深入,
这一理论被广泛应用于信号处理领域. 从综合角度
看, 信号可以表示为少量字典原子的线性组合, 即信
号在字典表示下是稀疏的. 从分析角度看, 信号经过
合适的变换是稀疏的, 即信号在变换域是稀疏的. 字
典学习方法通过优化相应的字典学习代价函数, 获
得能够对信号进行稀疏表示的字典, 或从分析的角
度看, 通过优化代价函数使变换系数最稀疏.
早期提出的主成分分析 (Principle component

analysis, PCA)[4] 和独立成分分析 (Independent
component analysis, ICA)[5] 可以看作字典学习的
萌芽阶段, 它们都是通过训练样本学习信号的自适
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应表示. PCA 基于最小均方误差准则和二阶统计方
法, 利用训练样本协方差矩阵的特征向量来表示信
号. 特征向量可看作信号的基原子, 原子之间相互正
交. PCA 的主要应用包括数据压缩和模式识别系统
中的特征降维. ICA 是一种高阶统计分析方法, 它可
以看成是 PCA 方法的推广. ICA 基于独立性准则
通过对训练样本进行学习获得一组非正交基 (原子),
它主要应用于盲源分离 (Blind source separation,
BSS)[6]. PCA和 ICA虽然都有字典学习的雏形, 但
是两者都没有显式地利用稀疏先验. 真正意义上的
字典学习方法可以追溯到上世纪 90 年代. 1993 年,
Mallat 等发表了一篇奠基性论文[7], 首次阐述了过
完备字典 (原子数量比信号维数大的多) 概念, 并提
出了解决过完备字典稀疏表示问题的匹配追踪算法.
随后 Chen 等于 1995 年提出了解决稀疏优化问题
的基追踪方法[8]. 这两篇论文虽然都没有涉及具体
的求解字典问题的方法, 但它们提出了稀疏优化问
题的有效求解算法, 从而奠定了字典学习理论的基
础. 字典学习真正引起人们的广泛关注是在 1996 年
Olshausen 等发表有关自然图像稀疏编码的开创性
论文[9−11] 之后. 他们导出了 l1 范数作为系数稀疏

性度量, 令人惊奇的是这种以稀疏性为准则进行学
习获得的字典其每个原子的形态与视觉皮层中 V1
区简单细胞的感受野类似. Olshausen 等的研究成
果奠定了稀疏编码的神经生理学基础, 点燃了人们
对字典学习的研究热情.
近些年, 以信号的稀疏性先验求解图像反问题

引起了学者们的广泛关注[12−14], 尤其是压缩感知
(Compressive sensing, CS) 领域. 根据 Donoho 和
Candes 等的理论[12−13], 信号在字典下的表示系数
越稀疏则重构质量越高, 因此字典的选择十分重
要, 它决定了图像反问题的求解质量. 目前, 字典
构造方法一般分为两种: 解析方法和学习方法. 基
于解析方法构造的字典通过事先定义好的某种数

学变换或调和分析方法来构造, 字典中的每个原
子可用数学函数或少量的参数来刻画, 如离散余
弦变换、小波变换、双树复数小波变换、轮廓波变

换、Shearlet、Grouplet[15] 以及参数化字典[16] 等.
该方法虽然构造相对简单, 计算复杂度低, 但原子的
基本形状固定, 原子的形态不够丰富, 不能与图像本
身的复杂结构最佳匹配, 即非最优表示. 近年来人们
开始根据数据或信号本身来学习过完备字典, 这类
字典中的原子与训练集中的信号本身相适应. 与基
于解析方法的字典相比, 通过学习获得的字典原子
数量更多, 形态更丰富, 能更好地与信号或图像本身
的结构匹配, 具有更稀疏的表示. 近几年的研究成果
表明, 通过学习获得的字典比解析方法构造的字典
在图像去噪、图像修复、图像超分辨率等方面有更

出色的性能[17−19].
近些年, 以设计通用性强、简单、高效的字典学

习算法为目标[20] 的字典学习方法迅猛发展, 基于综
合模型的约束字典、在线字典、结构字典等[21−23] 在

数据或字典结构上添加约束提升了字典学习的效率.
字典学习模型也不再局限于综合稀疏模型, 解析模
型、盲字典模型、信息复杂度模型等在分析问题的

角度、“简单性” 度量等方面拓展了综合稀疏模型,
使得字典学习模型更加多元化. 基于新型模型的字
典学习方法丰富了字典学习理论, 扩充了应用范围.

本文在第 1 节介绍了字典学习的基本原理; 第
2 节对综合字典学习算法的基本模型及关键技术进
行了详细地介绍; 第 3 节阐述了解析字典学习方法
的相关模型及其研究成果; 第 4 节研究了基于盲字
典模型的盲字典学习方法; 第 5 节讨论了基于信息
复杂度模型的字典学习方法; 第 6 节概述了字典学
习方法的应用; 最后对全文进行了总结并对字典学
习的研究前景进行了展望.

1 字典学习的基本原理

信号的 “简单性” 描述是学者们研究的重点,
尤其是信号的稀疏性描述, 即稀疏表示. 目前, 在
信息领域, 稀疏表示的研究被分为两种模型[24]: 综
合模型 (Synthesis model) 和解析模型 (Analysis
model). 综合模型给定字典 D = [ddd1, ddd2, · · · , dddK ] ∈
Rn×K , 字典 D 中的每一列 dddk ∈ Rn 称为一个原

子, 则信号 X = [xxx1,xxx2, · · · ,xxxN ] ∈ Rn×N 可以表示

为字典 D 中若干原子的线性组合: X ≈ DA, 其中
A = [ααα1,ααα2, · · · ,αααN ] ∈ RK×N 为信号X 在字典D

下的表示系数. 如果αααi 中仅有 s (s ¿ K) 个非零系
数, 则称系数 αααi 是 s-稀疏的. 综合模型一般情况下
使用 l0 或 l1 范数衡量表示系数的稀疏性, 由于非参
数贝叶斯字典学习模型本质上属于综合模型, 但采
用与范数稀疏性度量类似的贝塔–贝努利过程度量,
故本文用 gA(·) 统一度量综合模型中系数的稀疏性,
所对应的字典学习优化问题可描述为

min
D,A

{||X −DA||2F + λAgA(A)} (1)

式中, X 表示训练集, D 为学习字典, A 为所对

应的系数矩阵, λA 为正则化参数. 与综合模型所
对应的是解析模型, 基于解析模型的稀疏表示研
究还处于起步阶段, 该模型也称为共稀疏解析模型
(Cosparse analysis model)[25−26], 在共稀疏解析模
型中, 假设训练集 X 是共稀疏的, 学习解析字典
Ω = [ωωω1,ωωω2, · · · ,ωωωK ]T ∈ RK×n (K ≥ n) 的优化问
题可描述成:

Ω̂ = arg min
Ω

g(ΩX) (2)
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其中, g 是度量 ΩX 稀疏度的函数, 即:

g(ΩX) = ‖ΩX‖p (3)

式 (3) 中, p 范数可以是 l0、l1 范数等. 该模型衡量
ΩX 的稀疏性采用的是共稀疏度 u, 即零元素的个
数: u = K − ‖ΩX‖0, 共稀疏度越大, ΩX 越稀疏.
图 1 为基于过完备字典的两种模型原理示意图, 图 1
中与非零系数对应的原子用虚线框标出. 从图 1 (a)
的综合模型示意图中可以看出信号 xxx 在字典 D 下

是 3 稀疏的, 即信号 xxx 可由字典 D 的三个原子进

行逼近, 从图 1 (b) 的解析模型示意图中可以看出,
ΩX 有 3 个非零系数, 9 个零系数, 共稀疏度为 9.

(a) 综合模型原理示意图 (3-稀疏)

(a) Illustration of the synthesis model (3-sparse)

(b) 解析模型原理示意图 (共稀疏度为 9)

(b) Illustration of the analysis model (9-cosparse)

图 1 字典稀疏表示原理

Fig. 1 Sparse representation based on dictionary

上述字典学习模型都有一个前提条件: 样本本
身的信息是完整或基本完整的. 样本信息基本完
整是指样本受到强度较小的噪声污染 (包括高斯噪
声和脉冲噪声等) 或少量的像素缺失. 最近 Gleich-
man 等[27] 提出的盲压缩感知 (Blind compressed
sensing, BCS) 理论, 也即盲字典学习, 打破了这一
限制, 为稀疏表示领域的研究者提供了一个全新的
视野. BCS 要解决的问题是: 假设信号矩阵 X 中

的每一列 xxxi 能用某个字典 D 进行 s-稀疏表示, 给
定测量矩阵 Φ ∈ Rm×n (m ¿ n) 及测量值矩阵
Y = ΦX = [yyy1, yyy2, · · · , yyyi, · · · ], 在字典 D 未知的

情况下重构 X, 盲字典学习模型为

min
D,A

{||Y −ΦDA||2F + λgA(A)} (4)

其中, 第一项是信号的保真项, 第二项是信号的稀疏
正则项, 正则化参数 λ 用以控制两项的比例.

如果信号是 “简单” 的、复杂度低、包含的信
息量少, 那么用少量的比特就能表示它. 基于这种
认识, Jalali 等建议用信息论中 Kolmogorov 复杂
度来统一表示信号的稀疏性、结构性和低秩性[28],
但是 Kolmogorov 复杂度是不可计算的. 一种可行
的方法是用最小描述长度 (Minimum description
length, MDL) 代替 Kolmogorov 复杂度. 可压缩性
能够很好地间接衡量模型刻画信号规律的能力[29],
MDL 框架基于这一认识训练字典. 文献 [29] 以
最小码长作为衡量模型的准则, 在模型集合中寻找
最佳模型. 他们将综合模型中满足稀疏条件的一
对 {A,D} 看作是模型集合 M(s,K) = {(A,D) :
||αααi||0 ≤ s, i = 1, · · · , N,D ∈ Rn×K} 中的一个元
素M = (A,D), 其中 s 表示稀疏度, 将基于最小描
述长度准则的字典学习问题看做模型的选择问题:
给定训练集 X, 从模型集合M(s,K) 中选择最佳模
型 M̂ = (Â, D̂). 用码长 L 的最小化作为最小描述

准则:

min
A,D

{L(X, A, D) : (A,D) ∈ M(s,K)} (5)

MDL 框架在字典学习过程中同时优化了稀疏
度和字典规模:

min
s,K

{L(X, Â(s,K), D̂(s,K)) : 0 ≤ s ≤ K, K > 0}
(6)

MDL 框架在字典学习过程中, 求解了优化问题 (6),
能够自动地更新稀疏度、字典规模等参数, 具有独特
的优势.
本文将字典学习模型分成了 4 种模型进行介绍,

这 4 种模型既有区别又有联系, 本质上它们都可以
统一到稀疏表示的框架中. 综合字典学习模型试图
找到一组能够反映信号本征空间的基, 而解析字典
学习模型则是从对偶分析的角度考虑稀疏表示问题,
它试图找到信号正交空间的基. 这两种模型的训练
样本为特定的信号库, 而盲字典学习模型的训练样
本是待重构信号的测量值 (待重构信号的降维投影).
三种模型均以 lp 范数描述信号的稀疏性, 而基于信
息复杂度的字典学习模型则利用信息的复杂度描述

信号的 “简单性”. 信号越稀疏, 则其复杂度越低, 因
此它仍然属于广义的稀疏表示模型.

2 综合字典学习算法

综合稀疏模型一直是学者们关注的重点, 基于
这一模型的字典学习方法也是字典学习理论研究中

相对比较成熟的部分, 大部分算法求解式 (1) 都采
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用系数更新和字典更新交替优化的方式. 这些算法
的区别主要在于字典更新方式, 而系数更新部分则
大多数算法没有本质区别, 固定字典 D 更新稀疏系

数 A 是标准的稀疏编码问题. 从理论上说, 任何一
种稀疏编码方法都可以用于系数更新. 近二十年来,
人们提出了大量的稀疏编码方法[30−36]. 固定稀疏系
数 A 更新字典 D 是研究字典学习算法的学者们最

为关注的环节.

2.1 Sparsenet字典学习算法

1996 年, Olshausen 等在《Nature》上发表了
著名的 Sparsenet 字典学习算法[9], 该算法奠定
了字典学习理论的基础. 在文献 [10−11] 中他
们对 Sparsenet 算法进行了详细的论述和扩充.
Sparsenet 算法利用最大似然估计学习字典, 该算
法从自然图像库中抽取大量的小图像块作为训练集

X, 每一个小图像块 xxx 满足如下模型:

xxx = Dααα + vvv (7)

式中, vvv 表示残差向量, 其每一个分量服从方差为
σ2 的高斯分布. 利用最大似然方法求解最优字典D,
即寻找字典 D 使得似然函数 P (X|D) 最大. 假设
训练集 X 中每一小图像块 xxxi 都是统计独立的, 即:
P (X|D) =

∏N

i=1 P (xxxi|D), 则字典学习对应的优化
问题可表示为

max
D

P (X|D) = max
D

N∏
i=1

P (xxxi|D) (8)

由统计学知识, 上式等价为

max
D,αααi

{
N∏

i=1

P (xxxi|αααi, D)P (αααi)

}
(9)

上式中的 P (xxxi|αααi, D)可由式 (7)得: P (xxxi|αααi, D) ∝
e−||Dαααi−xxxi||22/2σ2

, P (αααi) 表示系数的先验分布, 文献
[11] 中假设 P (αααi) ∝ γC(1 + ααα2

i )
−1, 则式 (9) 变为

max
D,αααi

{
N∏

i=1

e−
||Dαααi−xxxi||22

2σ2 γC(1 + ααα2
i )
−1

}
(10)

对式 (10) 取自然对数后将负号去掉, 从而使最
大化变为最小化, 再将系数合并后即可获得最终的
优化问题:

min
D,αααi

{
N∑

i=1

||Dαααi − xxxi||22 + λA ln(1 + ααα2
i )

}
(11)

利用交替优化方法求解上述问题, 固定字典
D(t−1), 其中 t 表示迭代次数, 用简单的梯度下降法

求解表示系数, 固定系数 ααα
(t)
i 利用下式更新字典:

D(t) = D(t−1) − η

N∑
i=1

{(D(t−1)ααα
(t)
i − xxxi)(ααα

(t)
i )T}

(12)

其中, η 表示步长. 除了上述推导过程给出的系数
先验分布满足柯西分布外, 系数先验分布还可以假
设为拉普拉斯分布: P (αααi) ∝ e−γL|αααi|, 导出的优化
问题以 l1 范数度量系数的稀疏性

[10, 37]. Olshausen
等[10] 发现以稀疏性为准则学习的字典原子具有局

部化、方向性和帯通性的特点, 并且一些栅格状的原
子能够有效地匹配图像的纹理特征. 受 Olshausen
等工作的启发, Kreutz-Delgado 等提出了最大后验
概率字典学习算法[38], 其优化的代价函数是使字典
D 出现的后验概率 P (D|X) 最大.
上述算法容易陷入局部最优, 为训练全局最优

字典, Mailhé等对Olshausen 的算法进行了改进[39],
他们将梯度下降中的固定步长改为自适应步长, 从
而越过局部最优点, 最终以较大的概率保证在全局
最优点收敛. 为提高 Olshausen 字典学习算法的速
度, Lee 等[40] 将字典学习代价函数的优化转化为交

替求解 l1 范数正则化最小均方问题和 l2 范数约束的

最小均方问题, 并提出了特征符号搜索算法和拉格
朗日对偶算法分别求解这两个凸优化问题. Lee的算
法适合从大规模训练集中学习高冗余的过完备字典.
令人感兴趣的是他们发现用这种方法进行训练获得

的字典原子除了呈现 V1 区简单细胞感受野的特性
外, 还有部分原子的特性与V1区的 End-stoping细
胞的感受野类似.

2.2 MOD与K-SVD字典学习算法

早期的 Sparsenet 字典学习算法及其改进算
法, 大都受视觉系统的工作机制启发, 并且多数利
用梯度下降算法求解所对应的优化问题. 受广义
Lloyd 聚类算法的启发, Engan 等对 Olshausen 的
Sparsenet 字典学习算法进行了改进, 提出了MOD
(Method of optimal directions) 字典学习算法[41].
MOD 算法采用 l0 范数衡量信号的稀疏性, 利用交
替优化方式求解式 (1). 但它在更新字典时定义整体
表示均方误差:

||E||2F = ||[eee1, eee2, · · · , eeeN ]||2F = ||X −DA||2F (13)

采用最小均方误差算法更新字典:

D(t) = X
(
A(t−1)

)T
(
A(t−1)(A(t−1))

T
)−1

(14)

该算法的缺点是需要大矩阵的乘法和求逆计

算, 对存储容量的要求高. 为减小 MOD 算法的复
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杂度, Aharon 等提出了 K-SVD (K-singular value
decomposition) 算法[20], 所对应的优化问题为

min
D,A

{||X −DA||2F} s.t. ||αααi||0 ≤ s, ∀i (15)

固定字典 D(t−1), 采用正交匹配追踪 (Orthog-
onal matching pursuit, OMP)[32] 算法求解以下优
化问题:

min
αααi

{||xxxi−D(t−1)αααi||22} s. t. || αααi||0 ≤ s, ∀i (16)

该算法与MOD 算法不同之处在于字典更新方
式, K-SVD 算法更新字典时不是对整个字典一次更
新, 而是逐个原子更新. 定义移除第 k 个原子后信

号表示的误差矩阵 Ek:

Ek = X −
∑
j 6=k

djααα
j
T (17)

式中, αααj
T 为 A 的第 j 个行向量. 对 ER

k 进行奇异值

分解, 即 ER
k = UΣV T, 更新字典原子 d̂k = u1, 同

时更新系数为: α̂ααR
k = Σ[1, 1]v1. K-SVD 算法不需要

矩阵求逆计算, 运算复杂度比MOD 算法低得多, 并
且在字典更新步骤中对系数矩阵与字典原子联合更

新, 提高了算法收敛速度, 它在实际中应用最广泛.
随后, 许多学者对其进行了改进, Smith 等[42] 在字

典学习代价函数 (15) 中加入支撑完整的先验信息,
提出了多重字典更新 (Multiple dictionary update,
MDU) 算法, 该算法利用上次迭代的稀疏表示残差
信息进行系数更新, 能够提升字典训练速度与性能.
Rubinstein 等[43] 在字典更新步骤中, 不再对每个字
典原子用 SVD 方法寻找的秩 −1 逼近, 而是用交替
优化方法求解以下联合优化问题:

min
dddk,α,α,αk

T

{||ER
k − dddkααα

k
T||2F} s.t. ||dddk||2 = 1 (18)

该方法避免了大量的矩阵分解, 比原始 K-SVD 方
法字典训练效率更高, 但图像去噪效果却有所下降.
Sadeghi 等[44] 提出基于并行原子更新的字典学习算

法, 该算法对 K 个字典原子同时进行更新, 在每次
迭代过程中, 更新字典后的误差用以下秩 −1 形式
计算: E = Ek − dddjααα

j
T, 该计算方式使得更新原子能

够并行处理. 基于并行字典原子更新的方法不仅提
升了速度, 还提高了性能. Dai 等推广了 K-SVD 的
思想, 提出了同步码字 (原子) 优化 (Simultaneous
codeword optimization, SimCO)[45] 算法. 该算法
能够同时更新字典中多个原子和对应的稀疏系数,
在学习速度和字典性能两方面都优于 K-SVD 算法.
上述几种字典学习算法中都需要预先确定字典规模

(即字典中原子的数量), 但在实际应用中字典规模的
最优值的选取没有相应的理论指导. 为解决这个问

题, 分段 K-SVD 算法[46] 在学习过程中逐步增大字

典规模, 直到表示误差达到要求为止, 达到了自适应
选择字典规模的目的; 尺度自适应字典学习算法[47]

将多变量莫罗邻近示性函数 (Multivariate Moreau
proximal indictor, MMPI) 作为惩罚项加入到字典
学习的代价函数中, 优化了字典规模, 对于训练大字
典效果更好、速度更快. MOD、K-SVD 算法及其
改进算法的思想均源于 K 均值 (K-means) 聚类方
法, 但K-SVD算法在字典更新步骤中会破坏稀疏系
数的结构, MOD 算法虽然没有破坏稀疏系数的结
构, 但原子更新不是顺序更新的. 针对这些问题, Sa-
hoo 等[48] 提出了 SGK (Sequential generalization
of K-means) 算法, 该算法具有不破坏稀疏系数的
结构的优点, 不仅能够逐原子更新, 而且算法复杂度
比 K-SVD 低. Sadeghi 等[49] 根据递归迭代的思想,
将式 (15) 中的字典和系数乘积进行一阶展开, 得到
了新的字典学习代价函数:

min
D,A

{||X−D(t−1)A(t−1) −DA(t−1) −D(t−1)A||2F}
s.t. ||αααi||0 ≤ s, 1 ≤ i ≤ N (19)

文献 [49] 的实验结果表明, 利用现有的 MOD,
MDU, SGK 算法去求解式 (19) 比式 (15) 能够更准
确、更快地训练字典.

2.3 具有多种约束条件的字典学习算法

在字典学习中, 人们期望字典和字典原子具有
一些特定的性质或约束条件, 例如字典原子单位范
数约束、字典 Frobenius 范数有界性约束、相关性
约束等. 施加约束条件的字典学习优化问题相当于
在式 (1) 的基础上加入与字典约束条件对应的正则
项 gD(·):

min
D,A

{||X −DA||2F + λAgA(A) + λDgD(D)} (20)

其中, λD 为正则化参数. Yaghoobi 利用MM (Ma-
jorization minimization) 算法[21] 处理以上优化问

题. 以字典 Frobenius 范数有界性为例, 将这种限制
以朗格朗日形式加入上述优化问题:

min
D,A

{||X −DA||2F + λAgA(A) + λD(||D||2F − cF )}
(21)

式中, cF 为常数. 在更新字典时MM 算法用一个代
理函数代替问题 (21) 的代价函数:

min
D
{||X −DA(t−1)||2F + λD(||D||2F − cF )+

CD||D −D(t−1)||2F − ||DA(t−1) −D(t−1)A(t−1)||2F}
(22)
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其中, CD > ||(A(t))TA(t)||2 为一个常数, 该算法利
用邻近算子来求解问题 (22),比K-SVD算法的收敛
速度更快. Rakotomamonjy 提出基于交替方向乘
子法 (Alternating direction method of multipliers,
ADMM) 的字典学习算法[50], 该算法解决了式 (20)
中加入字典原子的单位范数、非负性等多个约束条

件的优化问题. 文献 [50] 给出的实验结果表明在训
练样本有噪声干扰的情况下, 同时考虑多个原子约
束条件的 ADMM 算法学习的字典其信号表示误差
比 MM 算法和 K-SVD 算法更小. 在此基础上, 文
献 [51] 提出了解决多重约束字典学习问题的直接优
化算法, 该算法与常规算法的最大区别是迭代时不
再交替优化字典和表示系数, 而是用邻近梯度下降
法直接优化式 (20), 同时优化字典和表示系数.
相干性约束是过完备字典学习算法中需要重点

考虑的一个因素. 正交字典的相干性为 0, 而过完备
字典由于原子数量大于信号维数, 原子之间的相干
性大于 0. 一般来说, 字典的冗余度越大其相干性也
越大, 字典的相干性对其稀疏编码性能十分关键. 在
相同冗余度的前提下, 低相干性可加快稀疏编码速
度, 改善信号重构性能. 另外低相干性还有助于避免
字典原子对训练样本的过拟合, 避免字典中出现过
于相似的原子对. 利用等角度紧标架 (Equiangular
tight frame, ETF) 具有最小相干性的特点[52], Sigg
等在字典更新时将 ETF 约束加入到代价函数:

min
D
{||X −DA||2F + γD||DTD − I||2F} (23)

式中, γD 为正则化参数. 利用大规模有限存储拟牛
顿法 (Limited-memory BFGS, LM-BFGS) 近似求
解上述优化问题. 该字典学习方法能够有效控制训
练字典的相干性. 而文献 [53−54] 设计低相干性字
典不同于上述方法, 在训练字典时, 其对应的优化问
题为

min
D∈Υ

||D − D̄||2F
s. t.Υ = {D|µ(D) ≤ µ̄ ∧ ||dddk||22 = 1,1 ≤ k ≤ K}

(24)

其中, µ̄ 为指定的相关性门限, D̄ 为相干性小于

µ̄ 的参考字典. 求解上述问题时, 通常在字典更
新步骤中, 对原子进行操作, 使得原子满足上述要
求. Mailhe 等提出的非相干 K-SVD (Incoherent
K-SVD, INK-SVD) 字典学习算法[53], 在更新字典
时, 如果发现某一对原子的相干性大于 µ̄, 则对这
两个原子进行旋转以降低它们的相干性. 这种降低
相关性操作迭代进行, 直到字典中任何两个原子的
相干性均不大于指定的门限. Barchiesi 等提出的迭
代投影和旋转的低相关性字典学习算法[54] 与 INK-

SVD 算法的思想类似, 与 INK-SVD 不同的是在更
新字典时, 它们对整个字典而不是原子对进行降低
相关性和旋转操作.

2.4 在线字典学习算法

在 Sparsenet、MOD、K-SVD 等字典学习算法
中, 每次迭代更新字典时需要用所有的训练样本进
行计算, 对存储空间及计算能力要求高, 不适合大规
模样本和动态到达样本的字典学习. 针对这个问题,
Mairal 等提出了每次迭代只处理一个样本的在线
字典学习 (Online dictionary learning, ODL)[22] 算
法, 该算法每次从样本集中随机取出一个样本 xxxi 进

行字典训练, 根据上次迭代的字典 D(t−1) 用 LARS
(Least-angle regression) 算法进行稀疏编码, 通过
求解下式获得表示系数 αααt:

min
ααα
{||xxxi −D(t−1)ααα||22 + λα||ααα||1} (25)

固定系数 αααt, 更新字典:

min
D∈ζ

{
1
t
(tr(DTDBt)− tr(DTCt))

}
(26)

其 中, ζ := {D ∈ Rn×K , s. t. ∀k =
1, · · · ,K, dddT

kdddk ≤ 1}, Bt = Bt−1 + αααtααα
T
t , Ct =

Ct−1 + xxxtααα
T
t , 利用块坐标下降算法求解式 (26) 来

更新当前字典. Mairal 等在文中证明了 ODL 算法
的收敛性, 给出的实验结果表明, ODL 算法比批量
处理的字典学习算法收敛速度更快, 能够实现百万
级大规模样本字典学习. 在文献 [55] 中, Skretting
等通过改进 MOD 算法中的字典更新方式, 提出
了 RLS-DLA (Recursive least squares-dictionary
learning algorithm). RLS-DLA 采用一个样本更新
一次字典的策略, 并利用Woodbury 矩阵恒等式推
导出字典更新递推公式, 避免了 MOD 算法中的矩
阵求逆计算. 该算法比 ODL 的计算复杂度更低, 收
敛速度更快. 在文献 [56] 中 Labusch 等提出了追
踪包 (Bag of pursuits, BOP) 稀疏编码算法, 利用
BOP 和随机梯度下降法提出了适合在线学习的字
典学习方法. 该算法简单、快速、鲁棒, 即使在样本
较少的情况下仍能训练出正确的字典.

2.5 结构字典学习算法

人们发现利用小波的结构特性处理图像反问

题的效果往往要比纯粹用稀疏性的效果有明显提

升[57]. 受正交小波字典的启发, 近几年人们开始关
注结构字典学习. 目前结构字典主要包括: 块稀疏字
典[23]、正交基联合字典[58]、广义主成分分析[59]、组

结构字典[60−61]、树结构字典[62]、多尺度字典[63−64]、

多级字典[65]、双稀疏字典[66]、可压缩字典[67]、可分

离字典[68] 和平移不变字典[69−72] 等. 块稀疏字典是
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指字典具有某种块结构, Zelnik-Manor 等[23] 假设

信号可以用少数几个子空间联合表示, 提出了块稀
疏字典学习算法. 该算法试图找到能够对信号 X 进

行 q-块稀疏表示的字典 D̂ 和块结构 Ĝ:

{D̂, Ĝ, Â} = arg min
D,G,A

||X −DA||F
s. t. ||αααi||0,G ≤ q,1 ≤ i ≤ N, |Gp| ≤ smax, p ∈ G

(27)

其中, smax 为最大块的大小, |Gp| 表示第 p 块中包

含的原子个数, 即块的大小. 所谓 q-块稀疏信号意
味着信号的非 0 表示系数集中在 q 块中出现, 每块
包括多个系数, 每块的尺寸可以相同也可以不同, 但
块与块之间没有重叠, 块结构 G 需要在学习过程中

训练. 图 2 给出了一个块稀疏向量与所对应的块结
构字典的例子. 向量 αααi 分成了 4 个块, 其中阴影部
分表示向量中的非零元素, 总共 8 个非零元素, 占了
两个块, 为 2-块稀疏信号, 即 q = 2.

图 2 块稀疏向量与所对应的块结构字典

Fig. 2 Block sparse vector and its corresponding block

structured dictionary

Zelnik-Manor 等[23] 采用交替优化方式求解式

(27). 首先固定字典 D, 用 SAC (Sparse agglomer-
ative clustering) 算法根据字典原子所表示样本集
的相似性逐步对原子进行合并, 从而更新块结构 G

和表示系数 A; 其次, 固定块结构 G, 用 K-SVD 的
一种推广形式 BK-SVD (Block K-SVD) 算法更新
字典 D 和表示系数 A. 实验结果表明, 对于块稀疏
数据, 块结构字典比没有利用块结构学习的字典对
相同数据的表示误差更低, 重建效果更好. 正交基联
合字典[58] 和广义主成分分析[59] 可以看作为块稀疏

字典的两个特例. 正交基联合字典由多个正交基联
合组成: D = [D1, D2, · · · , Dj, · · · ], 而基于广义主
成分分析的字典学习算法假设信号是由多个低维子

空间中的其中一个生成的, 即信号的块稀疏度为 1.
组结构字典与块稀疏字典有类似之处, 但组结构比
块结构更为通用也更灵活. 组稀疏不仅包括块稀疏,
也包括树结构稀疏, 另外组与组之间允许部分重叠.
Bengio 等[60] 以 l1/l2 范数做为组稀疏度量 (组内采

用 l2 范数度量, 组与组之间采用 l1 范数度量), 训
练用于图像分类的组结构字典, 获得了良好的分类
效果. Szabo 等提出了在线组结构字典学习算法[61],
它允许组与组之间有重叠. 该算法将非凸的字典学
习代价函数优化问题分解为多个凸优化问题, 用块
坐标下降法和变分法推导出字典在线更新规则. 树
结构字典是指字典中的原子按树状结构排列, 每个
节点代表一个原子. 在稀疏编码时, 如果选择了某个
原子表示信号, 则意味着该节点的所有祖先节点都
要选中; 反之, 如果某个原子没有被选中, 则其所有
的后代节点也不被选中. Jenatton 等将树结构稀疏
性度量代替字典学习代价函数中的稀疏正则项[62],
用原始对偶法 (Primal-dual) 求解树结构稀疏正则
项对应的邻近算子, 通过交替优化方式训练出树结
构字典. 多尺度字典包括Mairal 等提出的基于空域
和 Ophir 等提出的基于小波域的多尺度字典[63−64].
Ophir 等先对训练集中的每幅图像进行小波变换,
对所有图像的同一子带抽取大量的小块用 K-SVD
算法进行训练获得该子带字典. 根据小波变换的自
然属性, 不同子带的字典尺度不同. 多级字典[65] 由

多级子字典构成, 用这些子字典对信号进行分级稀
疏表示, 每级子字典只选一个原子表示信号. 对样本
进行稀疏编码时, 先从第一级子字典中用类似于匹
配追踪的策略选出一个原子对样本进行表示, 再从
第二级字典选一个原子对残差进行表示, 依此类推
直到残差的能量小于指定的门限. 文献 [65] 给出实
验结果说明多级字典在图像压缩及压缩感知方面的

性能明显高于 K-SVD 字典.
除了信号在字典下稀疏表示的假设, Rubin-

stein 等提出的双稀疏字典和 Yaghoobi 等提出的可
压缩字典还附加了字典原子可用某个已知的基字典

或母字典中的原子进行稀疏表示的约束条件[66−67],
即 D = ΨΘ, 其中 Ψ 基字典, Θ 为原子稀疏表示矩
阵. 双稀疏字典用 l0 范数度量 Θ 的稀疏性, 而压缩
字典则用 l1 范数度量 Θ 的稀疏性. 这两种字典学
习算法学习的目的是根据双稀疏性约束条件从训练

样本中得到稀疏表示矩阵 Θ. 由于可以选用存在快
速算法的离散余弦基或正交小波基作为基字典, 双
稀疏和可压缩字典的最大优势是稀疏编码的速度快.
可分离字典[68] 是指字典 D 可以分离成两个较小字

典的克罗内克积 D = Ps ⊗ Qs, 所谓的小字典指的
是相对于原始字典 D 行数和列数较小, Simon 等结
合字典的矩阵流形结构和几何共轭梯度法, 提出了
能够对较大维数信号进行训练的字典学习算法, 该
算法能够高效地进行信号重建, 而且可控制字典 D

的相干性.
平移不变字典学习算法通常是先训练出一个

小的字典 Ds, 而最终的字典 D 由 Ds 中的原子通
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过所有可能的平移操作获得, 因此字典 D 的冗余

度非常高, 如 Jost 等用MoTIF (Matching of time
invariant filers) 算法获得的空域平移变换字典[69];
Aharon 等提出特征字典学习算法, 先从训练集中学
习出一个大尺寸的祖先原子 (Ancestral atom)[70],
再用小尺寸的滑动窗口从祖先原子抽取大量的小图

像块 (原子) 构成最终的平移不变字典. 托普利兹结
构字典是一种特殊的循环字典结构, 文献 [71] 利用
循环矩阵特征值分解的性质, 结合最小二乘法和矩
阵向量快速算法, 提出了基于循环和托普利兹结构
字典的高效字典学习方法. 相位不变字典作为平移
不变字典的一种特殊结构, 是由字典生成原子通过
循环移位得到的字典, 其字典原子与生成原子的相
位相同. 文献 [72] 结合 K-SVD 字典学习原理, 通过
最小二乘法解决了基于相位不变结构的字典更新优

化问题, 由于该字典只保存生成原子并且矩阵相乘
计算采用傅里叶变换快速算法, 降低了存储量和计
算时间, 节省了硬件及计算开销.

2.6 非参数贝叶斯字典学习算法

大部分字典学习算法需要预先设定或利用交叉

验证方式确定字典规模、稀疏度、正则化参数等信

息. 这些信息对字典学习的质量非常关键, 但目前并
没有完善的理论来指导, 在实际应用中大都凭经验
设置和调整. 为克服这些局限, Zhou 等提出了基于
截尾贝塔–贝努利过程的非参数贝叶斯字典学习算
法[73], 该算法采用如下模型:

xxx = Dhhh + vvv s. t. hhh = www ¯ααα (28)

式中, ¯ 表示哈达玛向量积, www ∈ {0, 1}K 中的元素

对应字典原子是否被使用, 在字典学习过程中, 该模
型假定表示系数 ααα、字典中各个原子 dddk 以及噪声 vvv

均服从特定概率分布. 该模型通过 www 衡量表示系数

的稀疏性, 即:

hhh = www ¯ααα s. t. www ∼
K∏

k=1

Bernoulli(πππk)

πππ ∼
K∏

k=1

Beta
(

a

K
,
b(K − 1)

K

)
(29)

其中, πππk 为 πππ 的第 k 个分量, a, b 为模型参数. 与
其他模型不同的是该算法将稀疏性先验用以上贝

塔–贝努利先验假设代替, 该先验假设使得 ααα 的许多

分量恰好为 0, 本质上, 类似于 l0 范数正则化. 文献
[73] 通过以上模型及假设, 结合贝叶斯学习自动推
断出正则化参数、字典规模和重构残差, 完美地解决
了字典学习中的参数选择问题.

3 解析字典学习算法

解析模型假定信号 X 是由它在某个矩阵 Ω 下
的变换系数 ΩX 决定的. 与综合模型相比, 在相同
维数情况下, 解析模型的子空间数量更多, 有更丰
富和更灵活的表示能力[24]. 基于这个原因, 一些学
者认为解析模型在处理图像反问题时有更大的优势,
这也是近几年解析字典学习引起一些学者关注的原

因[74−76]. 不同于 Cosparse 解析模型假定信号在变
换域是严格稀疏的思想, Ravishankar 等首次在文
献 [74] 中系统阐述了稀疏变换学习模型的概念, 他
们提出的稀疏变换模型假设信号在变换域是近似稀

疏的, 能够对更广泛的信号进行建模, 因此他们将稀
疏变换模型看作是广义的解析模型.

3.1 Analyisis K-SVD算法

Rubinstein 等[75] 根据信号表示的解析模型, 提
出了 Analyisis K-SVD 算法. Analyisis K-SVD 算
法对加噪后的信号进行训练, 自适应地学习解析字
典并恢复原始信号, 加噪信号模型为

zzzi = xxxi + vvv s. t. 1 ≤ i ≤ N (30)

其中, vvv 表示高斯白噪声. 该算法假设信号 xxxi 存在

于 r (r ¿ n) 维子空间中并且是共稀疏的, 附加解
析原子单位范数约束条件, 通过求解以下优化问题,
获得解析字典 Ω:

{Ω̂, X̂, {Λ̂i}N
i=1} = arg min

Ω,X,{Λi}N
i=1

{||X − Z||2F}

s. t. ΩΛi
xxxi = 0, rank(ΩΛi

) = n− r,

||ωωωk||2 = 1, 1 ≤ k ≤ K (31)

式中, Z = [zzz1, zzz2, · · · , zzzN ] ∈ Rn×N , ωωωk 为第 k 个

解析字典原子, Λi 表示共支撑集, 解析模型通过共
支撑刻画信号. 共支撑集决定了信号的正交空间, 即
Ω 中有 |Λi| 个行与信号 xxxi 正交, ΩΛi

是由 Ω 中行
组成的子矩阵, 这些行在 Ω 中的索引值集合为 Λi.
Ravishankar等[74] 利用交替优化的方法求解上述优

化问题, 给出的实验结果表明 Analyisis K-SVD 算
法能够较好地进行图像重建, 并且对于分段连续图
像 (Piecewise-constant image) 重建更具有优势.
然而, 由于上述算法在寻找共支撑集 Λi 时, 需

要利用预估计信号 x̂̂x̂xi, 算法收敛速度较慢, 为了克
服这一缺点, Zhang 等[77] 提出了 SP-ADL (Subset
pursuit for analysis dictionary learning) 算法, 该
算法选择 |Ωzzzi|中 n−r 个最小值所对应的行索引值

集合作为共支撑 Λ̂i, 然后以共支撑为依据, 对 zzzi 进

行分类. 分类后的矩阵记为 Zk,∀k ∈ Λ̂i, 将 ZkZ
T
k

的最小特征值所对应的特征向量作为新的字典原子.
SP-ADL 算法比Analyisis K-SVD 算法收敛速度更



248 自 动 化 学 报 41卷

快, 图像去噪性能更好. 结合解析模型中观测数据
的共平面特点, Zhang 等提出了基于 K 平面聚类

算法K-plane-ADL (K-plane clustering algorithm
for analysis dictionary learning)[78]. 该算法不同
于 SP-ADL 算法的字典更新方式, 而是采用下式更
新: Ω(t)

Λi
= Ω(t−1)

Λi
− η < Ω(t−1)

Λi
, zzzi > zzzi, 其中步长

η 随着迭代次数变化, 用来控制字典学习算法的收
敛速度. Analyisis K-SVD 算法每次只更新一个字
典原子, 不同于该思想, Dong 等将基于综合模型的
SimCO 算法扩展到解析模型[79], 利用简单的硬阈
值算法进行稀疏编码, 在流形上采用梯度下降线性
搜索方法进行字典更新. 该算法能够同时更新多个
字典原子, 在较大噪声强度情况下, 去噪性能优于
Analyisis K-SVD 算法, 并且字典学习速度更快.

除了上述 Analyisis K-SVD 算法及其改进算
法外, 目前文献公开发表的解析字典学习算法还
有 Yaghoobi 等提出的约束解析算子学习 (Con-
strained analysis operator learning, CAOL)[80] 算
法和松弛解析算子学习 (Relaxed analysis operator
learning, RAOL)[81] 算法, Hawe 等提出的几何解
析算子学习 (Geometric analysis operator learning,
GAOL)[82] 算法. CAOL算法用 l1 范数作为ΩX 的

稀疏性度量, 用次梯度法求解相应的优化问题. 为
了避免出现平凡解及某些分析原子为 0 的情况, 它
们增加了 Ω 必须为均匀归一化紧标架 (Uniformly
normalized tight frame, UNTF) 的约束条件, 即 Ω
每行的 l2 范数为 1, 列与列之间相互正交. RAOL
算法的优化目标变为 Ω 在属于 UNTF 的前提下最
小化 ||ΩX||1, RAOL 的思想与 CAOL 算法类似,
只是将 Ω 属于 UNTF 的条件放宽为 Ω 与 UNTF
近似. GAOL 算法采用了与 Analyisis K-SVD 完
全不同的方式, 它将 ΩT 看作是矩阵空间中斜流形

(Oblique manifold) 上的一个元素, 从而将解析字
典学习问题转化为斜流形上 lp (0 < p < 1) 范数优
化问题. Hawe 等[82] 提出了几何共轭梯度下降法来

求解斜流形上的 lp 范数最小化问题. 上述几种算法
给出的图像去噪、修复和超分辨率的实验结果显示

出解析字典的巨大潜力.

3.2 稀疏变换学习算法

传统的解析稀疏变换是通过数学方法构造的,
例如小波、离散傅里叶变换等, 它们对数据的自适
应能力较差. 学习稀疏变换的主要目的是通过对
样本进行训练, 找到某个满足约束条件的稀疏变换
W ∈ Rn×n , 使得表示误差 ||WX − Aw||2F 最小,
其中 X 的每一列为一个训练样本, Aw 为每个样

本经过变换按列组成的稀疏矩阵. 基于稀疏变换模
型, Ravishankar 等提出了稀疏变换学习 (Learning

sparsifying transform, LST)算法,该算法对应的优
化问题为

min
W,A

{||WX −Aw|| 2
F − λW log det W+

βW ||W ||2F}
s. t. ||αααi|| ≤ s, 1 ≤ i ≤ N (32)

式中, λW 和 βW 表示正则化参数, 代价函数的第一
项保证信号在变换域误差最小, 最后两项是对稀疏
变换矩阵的限制. 为了避免出现平凡解或零解, 加
入了稀疏变换矩阵的范数限制, 但是这种限制并不
能排除重复行的出现. 为解决这一问题, 他们将变
换矩阵行列式的负对数作为惩罚项加入到代价函数

中. 他们同样采用交替优化方法求解上述问题, 利
用阈值法和共轭梯度法分别对稀疏系数和稀疏变

换矩阵进行更新. 他们给出的基于压缩感知的核磁
共振成像实验说明学习稀疏变换方法比综合字典学

习方法成像效果更好[83], 速度更快, 更具有实用价
值. Ravishankar 等给出了稀疏变换学习问题的近
似解[84], 并将 LST 算法推广到过完备稀疏变换的学
习, 提出了 LOST (Learning overcomplete sparsi-
fying transform) 算法[85], 其去噪性能优于 LST 算
法. 受 Ravishankar 稀疏变换学习工作的鼓舞, Ek-
sioglu 等[86] 利用稀疏变换框架对Analyisis K-SVD
算法进行了改进, 提出了变换 K-SVD (Transform
K-SVD, TK-SVD) 算法. TK-SVD 算法在稀疏编
码步骤中直接利用硬阈值方法寻找共支撑集及稀疏

系数, 在稀疏变换更新步骤中, 保留了支撑集, 并利
用奇异值分解更新变换矩阵的行, 文献 [86] 中给出
的基于 TK-SVD 算法的去噪实验结果比 Analyisis
K-SVD 算法效果好、速度快. 上述稀疏变换学习算
法都基于干净信号进行训练, 然而文献 [87] 提出直
接利用噪声信号进行稀疏变换, 他们限制稀疏变换
矩阵为紧标架, 利用硬阈值求解稀疏系数, 在稀疏变
换学习步骤中, 利用简单的梯度下降法对稀疏变换
矩阵整体进行更新. 文献 [87] 的实验结果表明, 该
算法去噪性能优于 LOST 算法, 并且当噪声强度较
大时优于 Analyisis K-SVD 算法.

3.3 结构化解析字典学习算法

对字典进行结构限制已经在综合字典的应用中

表现出明显的优势[66−68], 近两年, 结构化解析字典
的研究也受到大家的关注. 非结构化解析字典学习
算法由于将图像信号转换成一维信号进行解析字典

学习, 导致图像的空间性质或内在的结构没有被充
分利用. 为了充分捕获图像的内在结构,文献 [88]中
直接对图像块矩阵操作, 将 Ω1XiΩ2 (其中 Xi 表示

第 i 个矩阵化的训练样本, 即第 i 个图像块的矩阵形

式) 的共稀疏度限制作为约束项加入到解析字典学
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习的代价函数中, 提出了解析字典学习的二维稀疏
模型. 在字典更新步骤中, 利用与 Analyisis K-SVD
算法类似的字典更新方式分别对 Ω1,Ω2 进行更新.
当 Ω1,Ω2 固定时, 二维稀疏模型可以转化为一维稀
疏模型, 此时解析字典 Ω = Ω1 ⊗ Ω2, 该算法的去
噪效果比 Analyisis K-SVD 算法有明显提升. 本
质上, 该算法利用了结构化的解析字典对图像进行
表示, 从而保留了图像的结构信息. 受该思想启发,
Seibert 等[89] 将二维解析字典学习推广到多维, 他
们将解析字典分解为多个较小字典的张量积, 利用
对数平滑函数衡量稀疏性, 并结合 GAOL 算法学习
解析字典, 仿真实验给出的三维核磁共振成像性能
优于基于K-SVD算法的核磁共振成像.以上两种结
构化解析字典算法都是基于一般意义上的解析字典

学习模型. 受 Rubinstein 等[66] 提出的双稀疏字典

启发, Ravishankar 等[90] 研究了结构化稀疏变换学

习, 并提出了双稀疏变换学习算法, 假设稀疏变换矩
阵具有如下结构: W = ΘwΨw, 其中 Θw 为稀疏矩

阵, Ψw 为固定的稀疏变换 (如 DCT 变换). 他们利
用阈值法进行稀疏编码, 利用梯度法更新稀疏变换.
实验结果表明结构化稀疏变换学习算法与无结构限

制的稀疏变换学习算法[74] 相比, 去噪效果好、速度
快, 而且需要较少的训练样本. 值得指出的是只有少
量文献[84−85, 90] 说明了算法的收敛性, 解析字典的
收敛性分析也是未来重要的研究方向.

4 盲字典学习算法

在求解压缩感知等反问题时, 常以信号的稀疏
表示作为先验知识从部分观测值 (非完备信息) 中重
构原始信号. 稀疏基或字典的选择是影响重构性能
的关键因素. 目前大部分 CS 重构算法利用全局字
典表示信号 (即不同的信号使用同一个字典). 全局
字典对于整个训练集来说是最优的, 但对于特定的
待重构信号则未必是最优表示. 能否根据信号的测
量值学习与待重构信号本身相适应的字典并利用该

字典进行信号重构是压缩感知领域急需解决的问题.
盲压缩感知的提出正是为了解决这一难题, 它与常
规 CS 不同, 只需要知道测量值和测量矩阵, 不需要
事先给定正交基或字典. BCS 的信号重构问题 (4)
在数学上是一个严重的病态问题. 除 s-稀疏条件外,
必须给字典D 施加额外的约束条件, BCS 问题才可
能有唯一解. 文献 [27] 讨论了三种情况: 1) 从多个
已知的正交基中根据重构残差最小准则选择一个正

交基; 2) D 为双稀疏字典; 3) D 为正交基且 D 为

块对角矩阵. Silva 等[91] 研究了另外一种情况: 4)
D 为多个子字典的联合, 且每个子字典的原子相互
正交, 待恢复的信号只用其中的某个子字典表示. 如
果 D 满足 4 个条件之一并且测量矩阵 Φ 满足相应

的条件, 则 BCS 有唯一解. 在这几种情况下, 不但对
字典D 有严格的约束, 测量矩阵 Φ 也必须满足苛刻
的条件, 如第三种情况测量矩阵 Φ 必须为多个正交
基的联合, 并且矩阵 ΦD 的最小线性相关的列数应

该等于测量矩阵的行数加 1. 由于盲字典学习需要
对测量值进行训练, 因此必须有大量的测量值作为
训练样本, 在这种情况下, 测量矩阵往往是对一个图
像块进行采样, 而不能对一幅图像进行整体测量 (如
MRI (Magnetic resonance imaging)), 一般情况下,
可以选满足RIP (Restricted isometry property)条
件的高斯随机矩阵.

由于 BCS 还处在理论发展初期阶段, 到目前为
止, 只有少量文献给出了直接根据测量值训练字典
的具体算法,如CK-SVD (Compressive K-SVD)[92]

算法和 CDL (Compressive dictionary learning)[93]

算法, 这两种算法都是基于文献 [27] 中的第二种情
况, 假设字典 D 为双稀疏字典, 即: D = ΨΘ. CK-
SVD 算法通过解决以下优化问题训练原子表示矩
阵:

min
Θ,αααi

{
N∑

i=1

||yyyi−ΦiΨΘαααi||22
}

s. t. ||αααi||0 ≤ s, ∀i

(33)

其中, {yyyi}N
i=1 为 CS 测量值, Φi ∈ Rm×n (m < n)

为对应于第 i 块的测量矩阵, 文献 [92] 对不同的块
使用不同的测量矩阵, 从而确保能够找到刻画原始
信号空间的稀疏表示模型. CK-SVD 算法采用交替
迭代优化方法解决以上优化问题. 固定字典D, 对于
每一个训练样本, 用 OMP 算法求解关于 αααi 的优化

问题; 固定系数 αααi, 对原子表示矩阵 Θ 的每一列进
行更新, 当更新 Θ 中的第 k 列后, 结合最小二乘法
利用更新后的 θθθk 更新所对应的系数 αααk

i . 该方法适
用于基于压缩采样的信号重建和信号分类. CDL 算
法[93] 用 l1 范数衡量表示系数和原子表示系数的稀

疏性, 解决了以下优化问题:

min
Θ,A

{||Y − ΦΨΘA||2F + γA||A||1 + γΘ||Θ||1} (34)

其中, γA, γΘ 表示正则化参数. 该算法利用交替迭代
方法求解上述问题, 固定字典 D = ΨΘ, 采用 Lasso
(Least absolute shrinkage and selectionator oper-
ator)[36] 求解稀疏表示系数. 由于 Ψ 为已知矩阵,
字典更新过程只考虑原子表示矩阵 Θ 的更新即可,
可以将字典更新问题通过误差最小准则转化为可用

Lasso 求解的最小化问题, 从而更新字典.
盲字典学习的另一个思路是不去追求唯一解,

而是寻找可能的次优解, 从而放弃 BCS 要求的 4 个
严格约束条件.基于这种思路, Ravishankar等[94]提
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出了 DLMRI (Dictionary learning for compressed
sensing) 算法, 该算法能够通过欠采样的 k-空间数
据 (部分傅里叶系数) 同时进行字典优化与图像重
建, 其对应的优化问题可表示为

min
x,x,x,D,A

{
N∑

i=1

||Rixxx−Dαααi||22 + γ||Fuxxx− yyy||22}

s. t. ||αααi||0 ≤ s, ∀i (35)

式中, xxx ∈ CnN 表示原始图像信号, yyy ∈ CmN 为所

对应的测量值, Fu 表示下采样傅里叶编码矩阵, 矩
阵 Ri 表示从信号 xxx 中提取出第 i 块 Rixxx 的取样

算子, γ 是正则化参数, A 表示稀疏表示系数的集

合, 代价函数的第二项为信号的保真项. 他们通过
字典学习与图像重建两个步骤对上述优化问题进行

求解，实验表明成像效果优于基于全局字典的压缩

感知算法. 上述优化算法利用简单的交替优化方法
进行求解, Zhang 等[95] 利用 Split Bregman 迭代
算法[96], 提出了利用图像测量值进行字典与图像联
合优化的自适应稀疏基学习算法 (Adaptive learned
sparsifying basis, ALSB). ALSB 算法根据信号的
稀疏表示先验进行图像重建, 利用 Split Bregman
迭代对字典学习与图像估计两个步骤交替求解, 其
中字典学习采用 K-SVD 算法, 图像估计采用简单
的梯度下降法. 文中给出的实验结果表明, ALSB 算
法的成像效果不仅优于全局字典的重构方法, 还优
于融合多种先验知识的重构算法[97].
上述几种盲字典学习均基于综合模型, 近些年

基于解析字典学习模型的压缩感知算法引起了一些

学者的关注. 他们在解析字典学习模型中加入信号
保真项, 对图像和解析字典进行联合优化. Ravis-
hankar 等提出了基于稀疏变换学习方法的压缩感知
算法[83], 其对应的优化问题表示为

min
xxx,W,χ,A

{||Wxxxi −αααi||22 − λW log det W+

βW ||W ||2F + τ

N∑
i=1

||Rixxx− xxxi||22 + γw||Fuxxx− yyy||22}

s. t. ||αααi|| ≤ si, 1 ≤ i ≤ N (36)

其中, λW , βW , τ, γw 为正则化参数, 稀疏度 si 表示

第 i 个样本的稀疏度, χ 表示所有估计图像块的集

合.
除了上述 Ravishankar 等的工作外, Wormann

等[98] 利用 Hawe 等[82] 提出的几何解析算子学习方

法, 提出了解析盲压缩感知 (Analysis based blind
compressive sensing, ABCS) 算法. 该算法在几何
解析算子学习的代价函数中加入信号保真项, 将图
像和字典看做流形上的一个元素, 通过几何共轭梯

度法求解相应的优化问题. ABCS 算法不仅能够同
时优化字典和重构图像, 而且能够处理不同类型的
测量噪声.

5 基于信息复杂度的字典学习算法

在字典学习中一般使用 l0 范数、l1 范数或与其

近似的函数 (如 Smooth l0 范数) 作为表示系数的
稀疏性度量. Jalali 等[28, 99] 根据 “简单” 信号可以
用少量比特表示的原理, 利用 Kolmogorov 复杂度
来统一表示信号的 “简单性”, 提出了基于压缩感知
的最小复杂度追踪 (Minimum complexity pursuit,
MCP) 算法框架. 二元序列的 Kolmogorov 复杂度
是指输出该二元序列所使用的最短通用计算机程序

长度[100]. Jalali 等将这一信息理论中的工具推广到
信号处理领域, 文献 [99] 利用 Kolmogorov 复杂度
最小准则解决压缩感知的重建问题, 并从理论上分
析了 Kolmogorov 复杂度能够反映信号稀疏性和结
构性, 证明了完美重构复杂度已知的信号所需的样
本数. 理论上, 任何基于信息复杂度的字典学习算法
都可以看成求解以下优化问题:

min
D,A

{
N∑

i=1

||xxxi−Dαααi||22 + λKKOl[•]c(xxxi)

}
(37)

其中, λK 为正则化参数, KOl[•]c(xxxi) 定义为信号 xxxi

在分辨率 c 处的 Kolmogorov 复杂度. 遗憾的是由
于有限长实序列的 Kolmogorov 复杂度是不可计算
的, MCP 无法实际使用. 在文献 [29] 中, Ramirez
等提出了基于最小描述长度准则的稀疏编码和字

典学习算法. 字典学习的过程可看作是最佳模型
的寻找过程. 最佳模型能够有效地捕获信号的规
律, 准确表示信号, 从而避免信号描述过程中的冗
余性. 最小描述长度 (MDL) 基于这一认识, 通过
某种准则, 试图从候选模型中找到最佳的模型对信
号进行最短、最有效地描述, 这里最短指的是最少
的比特数. MDL 准则最早由 Rissanen[101] 提出, 可
以看作是早期的 MDL, 经过近 30 多年的发展, 逐
步形成了现代的 MDL[102], 并被应用到了去噪等领
域[103]. Ramirez 等[29] 首次将MDL 框架应用到字
典学习上, 提出利用最小码长作为最小描述准则进
行字典训练的算法. 该算法对问题 (5) 和 (6) 分别
采用交替优化方式求解. 求解该优化问题相当于
交替选择最佳模型: 固定字典 D(t−1), 从模型集合
M(s) = {αααi ∈ RK , ||αααi||0 ≤ s}, s = 0, · · · ,K 中选

择能够以最小码长描述训练样本 xxxi 的模型, 相当于
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求解下优化问题:

ααα
(t)
i (s) = arg min

αααi∈M(s)
L(xxxi,αααi) s. t. ||αααi||0 ≤ s,∀i

(38)

他们用码长最小化追踪算法 (Code length
minimizing pursuit algorithm, COMPA) 求解上
式, 不仅可以更新表示系数, 而且可以在求解过
程中自适应地确定最佳稀疏度; 系数固定时, 从
模型集合 M(K) = {(A,D), D ∈ Rn×K ,ααα

(t)
i ∈

M(s,D)},1 ≤ i ≤ N 选择最佳模型, 这里M(s,D)
表示在字典 D 下的稀疏编码模型集合, 通过求解以
下优化问题, 更新字典 D:

min
(A,D)∈M(K)

L(E, A,D) s.t. K = 0, 1, · · · (39)

其中, E = X − DA 为表示误差. 在字典更新过
程中, 通过码长最小化原则选择最佳的字典大小 K.
该算法能将信号的任何先验概率模型结合到学习过

程中, 通用性强, 并且具有非参数贝叶斯字典学习算
法能自适应确定字典规模、稀疏度及正则化参数的

优点, 学习速度比非参数贝叶斯字典学习算法更快.

6 字典学习方法应用

字典学习是一个全新的跨学科研究领域, 它综
合了图像处理、统计学、信息论、机器学习、稀疏表

示和压缩感知等诸多领域的理论和方法, 它的应用
非常广泛. 近些年, 国内外学者将字典学习方法应用
在图像去噪、图像超分辨率、压缩成像和图像分类

等领域, 并取得了出色的性能.

6.1 图像去噪

图像去噪问题作为最简单的图像反问题一直是

学者们研究的重点[104−107], 基于稀疏表示的图像去
噪方法主要根据图像在字典下的稀疏性先验进行去

噪. 无噪图像在字典下是稀疏的, 即图像信息蕴含在
少量的系数中, 这些系数值往往比较大; 而噪声用字
典表示则不是稀疏的, 表示系数较小. 较大的系数值
通常在稀疏编码步骤中被保留下来, 噪声对应的系
数则被去除, 因此稀疏编码能够有效去除图像噪声.
传统的基于稀疏表示的图像去噪方法往往根据图像

在固定稀疏基 (字典) 下的稀疏性进行去噪[104], 自
适应能力较差, 去噪性能不高. 基于样本训练的冗余
字典去噪方法具有良好的自适应性[17], 通过对大量
图像块样本进行训练获得的冗余字典能够得到比固

定稀疏基更好的去噪性能. 字典训练样本可以直接
利用含噪图像本身获得, 也可以从图像库中抽取大
量的图像块进行训练, 前者的去噪性能一般要优于
后者. 直接利用含噪图像本身学习字典和去噪需要

求解以下优化问题:

min
αααi,xxx

{
λx||xxx− zzz||22 +

N∑
i=1

βi||αααi||0+

N∑
i=1

||Dαααi −Rixxx||22
}

(40)

其中, xxx 表示干净图像, zzz 为噪声图像, λx, βi 为正则

化参数. 式 (40) 的第一项为数据保真项, 第二项表
示稀疏先验, 第三项表示图像块在字典 D 表示下的

误差. 文献 [17] 利用交替优化方法求解上述优化问
题: 1) 固定估计图像, 利用 K-SVD 算法进行字典学
习; 2) 固定字典和稀疏系数, 对 xxx 求导并令其为零

来更新图像. 利用该框架, 本文给出了基于 SGK 方
法和基于 K-SVD 方法的去噪性能比较. 表 1 给出
了不同噪声强度下, 基于不同字典学习方法的去噪
结果的对比, 并用峰值信噪比 (Peak signal to noise
ratio, PSNR) 衡量算法优劣. 从表 1 中可以看到,
综合字典中基于 K-SVD 字典学习算法的去噪性能
与基于 SGK 算法的去噪性能相近, 基于 SGK 方法
的去噪性能更加适用于噪声强度较小的情况. 基于
解析模型的Analyisis K-SVD (AK-SVD)算法与上
述两个综合字典学习算法相比效果较差. 目前基于
字典学习的去噪方法已经应用到天文图像[106]、医学

图像[107] 等领域, 并取得了良好的去噪效果.

表 1 基于三种不同字典学习方法的去噪结果比对

Table 1 The comparison of denoised results based on

three different dictionary learning methods

噪声方差

图像 算法 10 20 30 平均

KSVD 35.49 32.39 30.45 32.78

Lena SGK 35.48 32.37 30.42 32.76

AKSVD 34.74 31.48 29.58 31.93

KSVD 34.39 30.83 28.51 31.24

Barbara SGK 34.39 30.82 28.49 31.23

AKSVD 33.35 29.08 26.58 29.67

KSVD 33.63 30.38 28.41 30.81

Boat SGK 33.63 30.36 28.39 30.79

AKSVD 33.09 29.54 27.63 30.09

KSVD 33.49 30.02 27.93 30.48

Couple SGK 33.49 29.99 27.92 30.46

AKSVD 32.99 29.11 27.12 29.74

6.2 图像超分辨率

在实际应用中, 廉价的图像采集设备 (例如手机
相机等) 采集到的图像分辨率较低, 视觉效果较差,
限制了高分辨率显示设备 (例如高分辨率液晶显示
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器等) 的使用. 为此人们常通过低分辨率图像重建
高分辨率图像. 近年来, 基于字典学习的图像超分辨
算法引起人们的广泛关注[108−110]. Yang 等[109−110]

提出了基于联合字典学习模型的单幅图像超分辨率

重建算法, 联合字典学习问题可表示为

min
Dl,Dh,{αααl

i,ααα
h
i }N

1

N∑
i=1

{
1
2
||xxxl

i −Dlααα
l
i||22 + γa||αααl

i||1
}

+

{
1
2
||xxxh

i −Dhααα
h
i ||22 + γa||αααh

i ||1
}

s. t. αααl
i = αααh

i

(41)

其中, Dl, Dh 分别表示低分辨率字典和高分辨率字

典 (两者合并在一起称之为联合字典), αααh
i ,αααl

i 表示

高–低分辨率字典所对应的系数, xxxl
i,xxx

h
i 分别表示低

分辨率和高分辨率图像块, γa 为正则化参数. 该算
法通过字典学习方法学习出高–低分辨率字典对, 低
分辨率图像块在低分辨率字典下的表示系数直接作

为高分辨率图像块在高分辨率字典的表示系数, 从
而重建高分辨率图像块. 该算法能够保证获得的联
合字典对高分辨率和低分辨率图像的表示误差之和

最小, 但并不意味重构的高分辨率表示误差最小. 为
克服这个局限, Yang 等根据高分辨率图像稀疏表示
误差最小准则, 利用梯度下降法优化字典对, 提出了
基于耦合字典学习的超分辨率算法[111]. Lu 等[112]

研究了上述两个字典和所对应系数的内在联系, 结
合非局部相似性和流形学习理论, 提出了几何结构
限制稀疏编码和两步字典训练 (Two-stage dictio-
nary training, TSDT) 算法. 该算法学习的字典原
子具有非相干性的性质, 能够有效地进行超分辨率
图像重建. Wang 等[113] 假设高–低分辨率图像块对
应的系数存在某种稳定的线性映射关系, 这种关系
反映了高–低分辨率图像之间的内在联系. 在此基础
上他们提出了能够同时学习字典对和系数映射关系

的半耦合字典学习 (Semi-coupled dictionary learn-
ing, SCDL) 方法. 图 3 给出了利用耦合字典和半耦
合字典进行图像超分辨的示意图, 对于联合字典和
耦合字典来说, 图中 F 表示恒等映射, 即 αααh = αααl;
对于半耦合字典, F 为线性映射, 即 αααh = Uαααl, 其
中矩阵 U 也需要通过学习算法获得.

6.3 压缩成像

压缩成像利用部分测量值和压缩感知原理进行

图像重建, 已经得到了国内外学者的关注[114−116].
传统的压缩成像方法利用全变差或小波稀疏先验,
由于小波原子只有水平、垂直和对角线三个方向,
无法以最优的方式表示自然图像, 图像重构性能不
理想, 而使用学习的字典能够有效提高图像重构性
能. 字典学习方法应用于压缩成像可以通过对大量

样本训练通用字典, 也可以根据每幅图像的测量值
自适应地训练字典. 后者获得的字典与待重建图
像本身相适应, 其压缩成像性能一般要优于通用字
典. 如 Ravishankar 等[94] 提出的 DLMRI 算法以
及 Rajwade 等[115] 和 Lingala 等[116] 提出的具有盲

字典学习的高光谱成像和动态磁共振成像算法都

是根据测量值本身学习自适应字典, 获得了良好的
重构性能. 为了说明字典学习方法应用在压缩成像
中的有效性, 图 4 给出了两种基于稀疏表示的磁共
振成像算法的结果, 图 4 (c) 和 (d) 分别为快速复
变量分裂算法 (Fast composite splitting algorithm,
FCSA)[117] 和 DLMRI 算法[94] 的重构结果. FCSA
算法联合小波稀疏性和全变差重构图像, 而 DLMRI
算法则对字典与图像同时优化, 获得的字典能够对
待重建图像本身进行最优表示. 从图 4 中可以看出,
DLMRI 算法重构的图像比 FCSA 重构的图像更清
晰, 保留了更多的细节信息.

图 3 利用字典稀疏表示进行超分辨率的示意图

Fig. 3 The illustration of super-resolution based on

the sparse representation

图 4 磁共振成像

Fig. 4 Magnetic resonance imaging
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6.4 图像分类

基于稀疏表示的分类器 (Sparse representa-
tion–based classifier, SRC) 模型[118] 是最早利用

字典进行识别的模型, 该模型认为属于某类的测试
样本主要用同类训练样本进行表示, 而不属于该类
的样本表示系数应该很小, 也即测试样本在所有类
别样本组成的字典上的表示系数应该是稀疏的. 基
于这个原理, SRC 模型首先利用由所有测试样本组
成的字典对测试样本进行稀疏编码, 然后根据重构
误差最小准则判定测试样本属于哪一类.

字典学习方法应用于图像分类可以分为两种方

式. 一种方式是直接使字典本身具有判别性, 另一
种方式是使字典表示系数具有判别性. Yang 等在文
献 [119] 中提出一种Metaface 字典学习方法, 它对
每一类样本学习一个子字典, 将各类子字典级联形
成大字典, 该字典即为判别字典. 该方法基于 SRC
框架, 能用更少的原子达到较高的识别率. 为了使
不同类别的字典具有非相干性, Ramirez 等[120] 将

子字典的非相干约束加入到字典学习的代价函数

中, 有效降低了子字典间的相干性, 取得了较好的
分类效果. 基于字典学习的图像分类的第二种方式
是把稀疏系数看作新的表示特征用于分类. 这种方
式只需要训练一个整体字典, 而不必明确各个类别
的字典. 基于该方式, 学者们往往在字典学习时将
分类误差加入到代价函数[121−122] 中, 从而使训练
好的字典 (准确说应该是字典表示系数) 具有良好
的分类能力, 例如 Mairal 等[121] 结合逻辑回归模

型提出的有监督字典学习方法、Zhang 等[122] 结合

线性分类器的性能和字典表示能力提出的判别性

KSVD (Discriminative K-SVD, D-KSVD) 字典学
习方法、Yang 等[123] 结合 Fisher 准则学习结构化
字典提出的 Fisher 判别字典学习方法等. 然而以上
方法都是针对样本的原始空间, 训练的样本空间也
可以推广到更高维的特征空间, Nguyen 等[124] 利用

Mercer 核函数, 在高维特征空间学习了具有良好分
类效果的字典, 为字典学习应用在图像分类提供了
一个新的思路.

7 结论与展望

本文从综合字典学习、解析字典学习、盲字典学

习以及基于信息复杂度的字典学习四大方面所涉及

的重要算法及相关模型进行了详细阐述, 并介绍了
字典学习在相关领域的应用实例. 综合字典学习模
型发展比较成熟, 本文对基于该模型的不同算法进
行了归类. Sparsenet 算法和 MOD 字典学习算法
都是对整个字典进行更新, 而K-SVD算法对字典原
子逐个更新, 并且联合优化稀疏系数和字典原子, 加

快了收敛速度. 以上三种算法及其对应的改进算法
都是批处理字典学习算法, 即对所有训练样本进行
计算. 为了能够在样本动态到达的情况下也能进行
字典学习, ODL 算法能够每次只处理一个样本, 利
用一个样本对字典进行更新, 节省了存储空间. 约束
字典和结构字典的提出加快了算法的收敛速度, 对
于特定的应用场合具有重要意义. 非参数贝叶斯字
典学习模型的主要优点是不用手动或交叉验证设定

模型参数和正则化参数, 在实际应用中更具有优势.
解析模型通过字典训练试图找到能够表示信号的正

交补空间, 表示能力更强. 学习稀疏变换模型作为一
种广义的解析模型, 比传统 Cosparse 解析模型表示
能力更强, 而且基于稀疏变换模型的稀疏变换学习
速度更快, 在压缩成像和去噪应用中更具优势. 结构
化解析字典缩小了最优字典的搜索范围, 比无结构
限制的解析字典训练速度快、所需样本少, 更适用于
对结构数据进行训练. 盲字典学习模型主要针对压
缩感知问题提出的字典学习模型, 它是通过对字典
进行结构限制, 利用测量值学习与待重构图像本身
相适应的字典, 能有效提高图像重构性能. 信息复杂
度模型利用信息论的信息复杂度衡量稀疏性, 与编
码理论紧密相关, 它具有自动更新字典规模、稀疏度
和正则化参数的优点. 信息复杂度模型从信息论的
角度衡量信号的 “简单性”, 信息复杂度可以看作是
一种广义的稀疏性度量.
上述国内外研究成果表明世界各国对稀疏表示

和字典学习研究的高度重视, 并且取得了很多原创
成果, 但在该领域仍有不少问题没有解决.

1) 大规模字典学习的加速
随着大数据时代的来临, 数据处理速度越来越

受到人们的关注, 而字典学习由于需要大量的数据
计算不能满足人类发展的需求. 在保证训练字典性
能的情况下, 大规模字典学习加速问题是目前亟待
解决的一个难题. 研究字典结构和数据结构是解决
加速问题的一种途径, 例如相对于批量处理的字典
学习算法[20, 41], 在线字典学习[22] 和结构字典学习

算法[23] 速度有明显提升. 但是, 当面临大规模字
典学习问题时, 上述加速算法仍然不能满足人们的
需求. 利用图形处理器 (Graphics processing unit,
GPU) 强大的并行处理功能提高数据处理速度至关
重要. 但是 GPU 处理数据必须要求数据处理任务
是并行的, 如何使字典学习方法具有良好的并行性
是解决加速问题的一大突破点. 目前, 学者们已经将
并行处理方式应用于 KSVD 字典学习方法[44], 字典
学习速度有了很大提升. 并行方式应用于更多的字
典学习方法从而加速大规模字典学习是以后的一个

重要研究方向.
2) 任务驱动字典的学习



254 自 动 化 学 报 41卷

传统的字典学习大都是数据驱动字典 (Data-
driven dictionary) 学习方法, 利用数据的结构特性
进行字典学习, 大都属于无监督学习的范畴. 虽然
无监督字典学习方法被应用在了广泛的领域, 例如
图像分类、压缩成像等, 但是, 一些学者已经证明
了根据具体任务调整的字典能够获得更好的效果,
例如针对图像分类任务提出的有监督字典学习算

法[120]、针对压缩感知任务提出的测量矩阵与字典

联合优化算法[125−126]. 任务驱动字典 (Task-driven
dictionary) 学习在特定任务处理中显示出了巨大的
生命力, 如何根据具体任务学习字典是未来研究的
热点之一.

3) “简单性” 的度量
稀疏性是 “简单性”的一种,并且使用最为广泛,

大多数字典学习方法度量信号的稀疏性通过 l0 范数

或者 lp (0 < p < 1) 范数[127−129]. 近年来, 一些学者
用矩阵的低秩性度量信号的 “简单性”[130], 并取得
了良好的性能. 低秩性可以看成矩阵奇异值构成向
量的稀疏性, 利用低秩性和稀疏性统一度量也越来
越受到学者们的关注, 文献 [131] 研究了稀疏性和低
秩性结合模型求解反问题的基本理论, 文献 [132] 综
述了压缩传感到低秩矩阵恢复的理论和应用, 稀疏
性和低秩性的统一度量必将受到越来越多的学者重

视. 度量 “简单性” 除了这两个性质外, 还有低熵等,
将这些 “简单性” 的度量方式统一并应用在图像反
问题求解中, 通过具体与抽象相结合的方式描述 “简
单性”, 很可能会出现一个新的理论分支[133], 具有很
高的研究价值.

4) 字典学习收敛性的分析
字典学习问题本身是一个非凸优化问题, 虽然

有大量算法求解该问题, 但是很少涉及算法的收敛
性分析. 字典学习算法的收敛性分析至关重要, 不仅
可以作为评价算法优劣的标准, 而且通过研究收敛
性, 很有可能使最终解突破局部最优的限制, 达到全
局最优. 目前, 字典学习算法的收敛性研究还很少,
只有少量公开发表的文献[39, 134−135] 从理论上证明

了所提出的字典学习算法的收敛性, 例如文献 [135]
对稀疏系数的大小进行限制, 利用邻近方法解决了
基于 l0 范数的字典学习问题, 并给出了全局收敛性
的证明. 字典学习算法的收敛性分析是今后字典学
习理论层面的一个重要研究方向.

5) 解析字典的学习
相对于综合模型, 解析模型从另一角度考虑问

题, 具有更丰富的表示能力, 已经引起了学者们的关
注, 并取得了一些阶段性成果[74−87]. 但是, 现阶段
基于解析模型的字典学习方法仍属于理论发展初期,
如何精确快速地寻找共支撑是需要解决的基本问题,
目前, Zhang 等[77−78] 已经对 Rubinstein 等[75] 寻

找共支撑的方式进行了改进, 但仍有很大的提升空
间. 解析字典学习的应用成果还比较少, 目前国内
外研究主要应用在图像去噪[77−78] 和压缩成像[83, 98]

领域, 将这一方法应用于其他领域是今后的一个发
展方向. 由于图像中存在平滑、边缘、纹理、轮廓等
各层面的结构特征, 根据图像信号本身的结构特点
研究结构化解析字典学习方法[88−90], 也是未来解析
字典学习的一个发展方向. 作为广义的解析字典学
习, 稀疏变换学习算法比一般意义的解析字典学习
算法具有速度快、性能高的优点, 以后必将得到更多
学者的关注.

6) 盲字典的学习
盲字典学习通过对测量值进行训练, 联合优化

字典与表示系数, 从而重构图像, 它以良好的自适应
性在压缩感知领域有很好的应用前景. 盲字典学习
还处于理论发展的初级阶段, 目前只有 Gleichman
等和 Silva 等提出的 4 种情况[27, 91] 能保证信号唯

一性重建. 在实际应用中, 测量矩阵很多情况下是由
物理条件决定的, 很难满足这些苛刻条件, 信号重建
的唯一性条件仍需要突破. 通过研究稀疏表示的结
构性, 放松 BCS 限制的苛刻要求, 得到新的唯一性
重建条件, 是盲字典学习理论层面需要解决的问题.
另外, 后三种情况是通过对应的字典学习算法求解
BCS 问题, 因此测量值矩阵的列数必须足够大. 如
果对一幅图像进行整体测量 (如MRI), 则只能得到
一个测量向量 (即 YYY 是向量而不是矩阵), BCS 无法
应用在这种场合. 因此 BCS 适用范围还很窄, 它只
适合于信号分段压缩感知或图像分块压缩感知系统,
并且对测量矩阵及字典有严格的限制. 如何突破这
些限制, 将盲字典学习方法应用于更多的领域也是
未来的研究方向.
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