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非线性非最小相位系统的控制研究综述

苏善伟 1 朱 波 2 向锦武 3 林 岩 4

摘 要 非线性非最小相位系统是指具有不稳定零动态或内部动态的非线性系统, 其本身固有的非最小相位特性限制了许多

常规非线性控制方法 (如反推控制、反馈线性化、滑模控制等) 的直接应用.因此, 非最小相位系统的控制比最小相位系统要困

难得多,是控制理论与工程应用中具有挑战性的课题之一. 本文综述了目前非线性非最小相位系统的研究成果,着重介绍了非

最小相位系统的成因、特性、理想内模求解等问题,并对其镇定、轨迹跟踪及路径跟踪等控制方法进行了分析比较. 最后,讨论

了非线性非最小相位系统研究领域中尚存在的问题,并对其未来发展方向进行了展望.
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Abstract Nonlinear non-minimum phase systems have unstable zero dynamics or internal dynamics, their non-minimum

phase property restricts the direct application of many powerful nonlinear control techniques, such as backstepping,

feedback linearization, and sliding mode control. So the control of non-minimum phase systems is more difficult than that

of minimum phase systems, and is one of the challenging issues in the control theory and engineering applications. This

research summarizes the existing results of nonlinear non-minimum phase systems, and focuses on the topics including

the origin of non-minimum phase systems, their characteristics and the solution methods of ideal internal dynamics. The

control methods of stabilization, trajectory tracking and path following are analyzed and compared as well. Finally, the

problems to be solved and the research trends are prospected at the end of the paper.
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一可控非线性系统经输入 –输出线性化处理后,
所得系统动态一般包含两部分. 一部分描述了输
入 –输出之间的动态关系, 称为外部动态; 另一部分
不能由输入 –输出关系观测到, 称为内部动态, 其稳
定性决定了该非线性系统是否为非最小相位系统.
线性系统作为非线性系统的特例, 其内部动态

收稿日期 2014-05-07 录用日期 2014-09-19
Manuscript received May 7, 2014; accepted September 19, 2014
国家自然科学基金 (61403013, 61304016, 61273141), 中国博士后基
金 (2013M530509) 资助
Supported by National Natural Science Foundation of China

(61403013, 61304016, 61273141) and China Postdoctoral Science
Foundation (2013M530509)
本文责任编委 季海波
Recommended by Associate Editor JI Hai-Bo
1. 北京航空航天大学无人机研究所 北京 100191 2. 电子科技大学
航空航天学院 成都 611731 3. 北京航空航天大学航空科学与工程学
院 北京 100191 4. 北京航空航天大学自动化科学与电气工程学院 北
京 100191
1. Research Institute of Unmanned Aerial Vehicle, Beihang

University, Beijing 100191 2. School of Aeronautics and As-
tronautics, University of Electronic Science and Technology of
China (UESTC), Chengdu 611731 3. School of Aeronautics
Science and Engineering, Beihang University, Beijing 100191
4. School of Automation Science and Electrical Engineering,
Beihang University, Beijing 100191

的稳定性仅取决于系统开环传递函数的零点位置.
如果一线性系统具有位于 s 平面右半部分的零点,
则其内部动态是不稳定的, 这就意味着该线性系统
是非最小相位的.然而, 对非线性系统而言, 传递函
数的概念已不存在, 自然也无法求解出其零点.由于
非线性系统的内部动态通常是非线性、非自治的, 且
耦合着外部动态, 这就很难直接判定内部动态的稳
定性. 因此判断非线性系统内部动态的稳定性需探
索新的方法. 解决该困难的途径之一就是对非线性
系统定义所谓的零动态.
文献 [1] 给出了系统零动态的定义: 通过控制输

入, 使指定的系统输出恒为零, 这时系统的内部动态
称为零动态. 利用零动态的概念来分析内部动态的
稳定性是非线性系统控制中最常见的分析方法. 根
据文献 [2] 中的定义,非线性非最小相位系统是指具
有不稳定零动态或内部动态的非线性系统.
在工程应用中, 非最小相位系统较常见, 如柔性

机器臂[3−4]、船舶[5−6]、飞机[7−9]、导弹[10] 及高超声

速飞行器[11−13] 等. 对飞行器而言, 系统的非最小相
位特性是由其动力学特性决定的. 对于大多数飞行
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器, 航迹机动是基于飞行器姿态角的调整进行的. 操
纵面的偏转不仅会产生改变飞行器姿态的转动力矩,
还会产生一个改变飞行器航迹的力, 文献 [14] 称这
个力为转动力矩的寄生力. 对于常规起降飞行器, 纵
向俯仰力矩会产生一个附带力, 使飞行器在爬升过
程中瞬间 “掉高”. 而对垂直起降 (Vertical take-off
and landing, VTOL) 飞行器, 横侧向滚转力矩的产
生会带来一个改变飞行器横侧向位移的力. 正是这
种力和力矩的耦合导致了飞行器的非最小相位特性.
对于具有稳定零动态的非线性最小相位系统,

设计控制器时只需考虑其外部动态即可, 其内部动
态的稳定性取决于受控外部动态的稳定性. 许多非
线性控制技术, 如反推控制[15]、反馈线性化[16]、滑

模控制[17] 等, 均在非线性最小相位系统中得到了
广泛应用. 然而对于具有不稳定零动态的非线性系
统, 非最小相位特性限制了这些技术的直接应用[18].
在非最小相位系统中, 所设计的控制器既要实现外
部动态的渐近稳定, 又需保证不稳定内部动态的收
敛[19]. 此外, 零动态不会因反馈而改变, 故非最小相
位系统的控制比最小相位系统要困难得多[20]. 事实
上, 关于非最小相位系统的研究始终是控制理论与
工程应用中具有挑战性的问题之一.

1 非最小相位系统描述及特性分析

1.1 系统描述

1.1.1 内部动态

考虑单输入单输出非线性系统

ẋxx = fff(xxx) + ggg(xxx)u

y = h(xxx) (1)

其中, 状态 xxx ∈ Rn, 控制输入 u ∈ R1, 输出 y ∈ R1,
fff(xxx), ggg(xxx) 与 h(xxx) 均为非线性平滑函数.

为得到输出 y 与输入 u 之间的线性关系, 对输
出 y 进行 r 次求导后有

y(r) = Lr
fh + (LgL

r−1
f h)u (2)

其中, LgL
r−1
f h 6= 0, 于是称系统具有相对阶 r. 对

任意可控系统, 为使输入 u 出现, 最多可对输出 y 求

导 n 次, 即 r ≤ n. 如果定义伪控制

v = Lr
fh + (LgL

r−1
f h)u (3)

可解出实际的控制输入

u =
1

LgL
r−1
f h

(v − Lr
fh) (4)

将式 (3) 带入式 (2), 得到如下的线性关系

y(r) = v (5)

式 (5) 是 r 阶的, 而系统 (1) 是 n 阶的. 由此可看
出, 输入 –输出线性化仅能解释一部分 r 阶系统, 而
其余 n− r 阶部分是不可观的.于是, 不可观的这部
分动态称为内部动态.
对于系统 (1) 状态向量的 r 个元素, 定义

ξξξ = [ξ1, ξ2, · · · , ξr]
T =

[
y, ẏ, · · · , y(r−1)

]T
(6)

选择系统状态向量中 n− r 个元素为

ηηη = [η1, η2, · · · , ηn−r]
T (7)

则把 φφφ(xxx) = [ξ1, ξ2, · · · , ξr, η1, η2, · · · , ηn−r]
T
称为

一个局部微分同胚[1]. 于是系统 (1) 可变成坐标
(ξξξ,ηηη) 下的动态

ξξξ(r) = aaa(ξξξ,ηηη) + bbb(ξξξ,ηηη)u(t) (8)

ηηη(n−r) = ppp(ξξξ,ηηη) + qqq(ξξξ,ηηη)u(t) (9)

系统输出 y = ξ1. 把式 (8) 带入式 (9), 可得如下内
部动态

ηηη(n−r) = ppp(ξξξ,ηηη) +
qqq(ξξξ,ηηη)

[
ξξξ(r) − aaa(ξξξ,ηηη)

]

bbb(ξξξ,ηηη)
(10)

对上述非线性、非自治且耦合外部动态的内部

动态, 很难直接判断其稳定性. 为解决这一难题, 需
引入零动态的概念.
1.1.2 零动态与非最小相位系统

一个非线性系统的零动态是指当选择输入使输

出恒为零时的内部动态, 这也可视为内部动态的一
种特殊情况. 对具有内部动态 (10) 的非线性系统
(1),其零动态为

ηηη(n−r) = ppp(000, ηηη)− qqq(000, ηηη)aaa(000, ηηη)
bbb(000, ηηη)

(11)

从式 (11) 可看出, 判定零动态的稳定性比判定
内部动态的稳定性容易得多, 因为零动态仅含内部
动态. 于是为了简化问题, 通常研究零动态的稳定性
来代替内部动态的稳定性.
对于线性系统, 零动态的稳定性意味着内部动

态的全局稳定. 但是,对于非线性系统,两者之间的
关系没有这么明显, 零动态的局部渐近稳定足以保
证内部动态的局部渐近稳定. 然而,与线性情况不同
的是, 非线性系统的内部动态没有全局稳定的结论,
甚至大范围稳定性的结论也没有. 也就是说, 即使零
动态是全局指数稳定的, 也只能保证内部动态的局
部稳定[1].
下面对线性系统传递函数的零点与非线性系统

的零动态进行比较. 文献 [1] 已经证明如果一个线性
系统的零点位于 s 平面的左半部分, 则其内部动态
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是稳定的.换句话说,线性系统内部动态的稳定性可
由零点的位置很容易地判断出来. 另外, 反馈控制律
仅能影响线性闭环系统的极点, 而不能影响其零点.
在一个非线性系统中, 线性化零动态的特征根与系
统 Jacobi 线性化的零点是一致的[21], 同时非线性系
统的零动态也是系统内部固有特征, 与控制律的选
择及期望轨迹无关[1].
文献 [22] 所定义的线性非最小相位系统, 是指

在 s 平面右半部分具有开环零极点的控制系统. 其
实, 从以上分析可知, 只有开环零点才是引起系统非
最小相位特性的关键. 因此关于非最小相位系统的
定义, 更严格的描述应该为: 一个线性系统如果具有
s 平面右半部分的零点, 那么就说该线性系统是非最
小相位的. 如果该系统还具有 s 平面右半部分的极

点, 那么我们则称该线性系统为不稳定非最小相位
系统[23]. 同理, 如果一个非线性系统的零动态是不
稳定的, 那么就说该非线性系统是非最小相位的.

1.2 特性分析

一般情况下, 非最小相位系统对阶跃输入信号
具有 “负调” (Overshoot, 或称为下冲) 响应. 这里
“负调” 意味着阶跃输入的暂态响应一开始朝阶跃输
入的相反方向运动[24], 然后才回到正确的方向. 以
飞机为例, 其飞行高度与升降舵偏角之间的传递函
数具有位于 s 右半平面的零点, 从而导致飞机在从
平飞转爬升过程中, 存在 “掉高” 现象. 所以, 飞行
员非常有必要了解飞机升降动态所具有的这一非最

小相位特性[1], 特别是在飞机低空飞行时, 如果不熟
悉这种特性将是非常危险的.

为了更直观深入地认识这种负调现象, 下面将
借助线性系统的定理和例子对其进行说明.

定理 1[24]. 假设传递函数 G(s) 是稳定的, 且
G(0) 6= 0. 若 G(s)有一正的实零点, 则其阶跃响应
具有负调现象.
例 1. 考虑如下系统:

G1(s) =
(s− 1)(s− 2)

(s + 1)(s2 + 2s + 2)

G2(s) =
2− s

s2 + 2s + 2

因均有正的实零点, 可知它们的阶跃响应 y1(t) 和
y2(t) 都将出现负调, 如图 1 所示. 因为 ẏ2(0+) =
lims→∞ s2Y2(s) = −1 < 0, y2(t)一开始的方向就是
错误的, 故 y2(t) 的负调很容易看出. 另一方面, 因
为 ẏ1(0+) = 1 > 0, y1(t) 的负调是在某个时刻之后
才出现.
从图 1 可以看出, 阶跃响应的负调可分为两类:

若系统阶跃响应在 0 时刻从与稳态方向相反的错误

方向开始, 则称为 A 型负调;若非 A 型负调, 则称为
B 型负调.

图 1 例 1 中系统 G1(s) 和 G2(s) 的阶跃响应

Fig. 1 Step responses of G1(s) and G2(s) in Example 1

该例还验证了文献 [25] 提出的结论, 即在线性
非最小相位系统中, 两个或更多的正的实零点的出
现, 除了会导致负调阶跃响应外, 还会出现超调响
应.
对于 A 型下冲出现的条件, 定理 2 根据系统特

征给出了准确表述.
定理 2[24]. 假设 G(s) 是稳定的, 且 G(0) 6= 0,

则其阶跃响应有一 A 型负调, 当且仅当 G(s) 有奇
数个正的实零点.
当一个线性非最小相位系统含有非实零点时,

其阶跃响应并非一定具有负调特性. 如下传递函数
描述的非最小相位系统对阶跃信号的响应就是单调

的, 没有负调特性.

G(s) =
(s2 − s + 1)(s + 1)(s + 42)(s + 60)

2 520 (2s + 1)6
(12)

对于非线性非最小相位系统, 其阶跃响应一般
具有负调特性, 但因其种类繁多, 无法用统一的定理
来判定其负调响应的类型.
文献 [26] 指出当非最小相位系统的负调响应过

大时, 会存在如下缺点: 1) 破坏系统的状态约束条
件; 2) 系统鲁棒性能变差; 3) 误导系统管理员或操
作人员认为控制系统存在故障, 从而引入不必要的
人工干预.

最后, 对非最小相位系统的物理特征可总结为:
一般情况下, 时域内初始阶段阶跃响应为负, 系统响
应比较缓慢, 对系统稳定性、鲁棒性及动态品质有重
要影响. 在要求快速响应的系统中, 应避免选择非最
小相位系统. 而对于本身就具有非最小相位特性的
系统, 应设计合适的控制律, 来抑制其不稳定内部动
态的发散, 以满足控制要求.
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2 理想内模求解

2.1 不稳定内部动态的处理方法

对于一类非线性系统[27], 其内部动态可表述为

η̇ηη = ΦΦΦ(ηηη,eee,yyyd) = Aηηηη + Aeeee + qqq(ηηη,eee,yyyd) (13)

其中

Aη =
∂ΦΦΦ(ηηη,eee,yyyd)

∂ηηη
(000,000,000)

Ae =
∂ΦΦΦ(ηηη,eee,yyyd)

∂eee
(000,000,000)

qqq(ηηη,eee,yyyd) = ΦΦΦ(ηηη,eee,yyyd)−Aηηηη −Aeeee (14)

这里, ηηη 表示内部动态, yyyd 表示期望输出信号及其各

阶导数, eee 表示输出跟踪误差及其各阶导数. 当 Aη

为非 Hurwitz 矩阵时, 内部动态 ηηη 是不稳定的, 对
应的系统即为非最小相位系统, 反之则为最小相位
系统.
在为非最小相位系统设计控制器时, 首要任务

就是抑制其不稳定内部动态的发散. 目前对其处理
方法有:忽略或弱化内部动态[7]、把内部动态镇定到

零状态[27] 以及使内部动态跟踪其理想内模[28−29].
前两种方法仅适用于弱非最小相位系统或期望输

出信号变化较慢的情况, 而后一种方法适用于任何
情况, 如强非最小相位系统的跟踪控制或期望输出
信号变化较快的情况等. 这里需要解释两个概念:
1) 强或弱非最小相位系统分别是指含有或不含指
数不稳定零动态的非最小相位系统[30]; 2) 理想内
模 (Ideal internal dynamics, IID) 是指不稳定内部
动态对应的、受期望输出信号驱动的有界值[28]. 利
用理想内模可把输出跟踪问题转化为状态跟踪误差

的镇定问题[18, 28]. 目前, 这种解决思路已经应用到
VTOL 飞行器的航迹跟踪问题中[31]. 对于飞行器而
言, 其理想内模实质上是指不稳定姿态方程的有界
解, 即有界的姿态角及其角速率.
文献 [29, 32] 通过 VTOL 飞行器数值仿真均已

证明:若要实现非最小相位系统的完全跟踪控制,求
解内部动态的理想内模是必不可少的.

2.2 理想内模的求解方法

对于内部动态方程 (13),在适当的假设条件下,
可通过下面三种方法求得其理想内模.
2.2.1 非因果稳态逆

为了求得不稳定内部动态的有界解, 文献 [33−
35] 提出了非因果稳态逆 (Noncausal stable inver-
sion, NSI) 方法. 对于内部动态方程 (13), 在理想
情况下, 状态XXX 跟踪期望输出信号 yyyd, 当跟踪误差

eee = XXX − yyyd = 000时, 可得到理想内模方程

η̇ηηd = ΦΦΦ(ηηηd, yyyd) (15)

根据非因果稳态逆方法, 可把内模 (15)重新写
成下面的形式

η̇ηηd = A(t)ηηηd + [ΦΦΦ(ηηηd,YYY d)−A(t)ηηηd] (16)

或者一个等价的非线性积分方程

ηηηd =
∫ ∞

−∞
φφφ(t− τ) [ΦΦΦ(ηηηd, yyyd)−A(τ)ηηηd] dτ (17)

其中, φφφ(t) 是在 (−∞,∞) 上对于 η̇ηη = A(t)ηηη 的双
线性有界状态变换矩阵, 且 A(t) = ∂ΦΦΦ

∂ηηη
(000, yyyd). 在式

(17) 满足一定的约束条件下通过皮卡迭代方法[36],
可得到式 (15) 的有界解. 需要说明的是, 通过这种
方法求解得到的理想内模是非因果的, 因为为了找
到一个有界逆动态, 期望输出信号的未来信息 (从当
前时刻 tc 到结束时刻 ts) 需提前已知.
为了降低对期望输出信号的时间要求, Zou 和

Devasia 提出了基于精确预览的稳态逆方法[37], 只
要求一段时间内 (从当前时刻 tc 到时刻 tc + Tp, 其
中 Tp 表示时间窗口) 期望输出信号的信息已知.

即便如此, 稳态逆方法从本质上来讲是一种非
因果方法, 且需要通过迭代算法求解理想内模信号,
所以该方法计算量较大, 且计算过程是反向离线进
行的. 因此, 该方法在应用上具有较大的局限性.

2.2.2 稳态系统中心

为了克服非因果稳态逆方法的缺点, Shkol-
nikov 和 Shtessel 提出了一种稳态系统中心 (Stable
system center, SSC) 方法[18, 38]. 该方法的优点是:
不需要复杂的迭代计算过程, 同时获得的解是因果
解 (Causal solution, CS), 这样就避免了非因果稳
态逆方法所固有的不能在线计算的缺点, 因而其应
用更加广泛. 利用该方法求解因果理想内模的步骤
如下:
考虑内模微分方程

η̇ηηd = ΦΦΦ(ηηηd, yyyd) = Aηηηηd + qqq(ηηηd, yyyd) (18)

设 yyyd 由一已知的外部系统产生, 即

ẇww = Swww, yyyd = CCCwww (19)

其特征多项式为

P (λ) = det(λI − S) =

λk + pk−1λ
k−1 + · · ·+ p1λ + p0 (20)

那么, 理想内模信号可通过求解矩阵微分方程得到
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ηηη
(k)
d + ck−1ηηη

(k−1)
d + · · ·+ c1η̇ηηd + c0ηηηd =

− (Pk−1θθθ
(k−1)
d + · · ·+ P1θ̇θθd + P0θθθd) (21)

其中, θθθd = qqq(ηηηd, yyyd), 通过把极点配置到期望的位置
上,可得到 ck−1, · · · , c1, c0等参数. 另外,矩阵Pk−1,
· · · , P1, P0 等参数的求解方法可参考文献 [18, 38].
文献 [32] 首次利用稳态系统中心方法求解出内

部动态未受干扰时 VTOL 飞行器的理想内模, 并得
到良好的因果跟踪控制效果. 当内部动态受到干扰
时,文献 [39] 通过在状态观测器中构建一个辅助控
制信号,来消除外部干扰与非匹配不确定性的影响,
另外该信号还有助于求解受扰因果理想内模.
近年来, 稳态系统中心方法得到了进一步推广,

可以应用到外部信号的部分特征未知的情况 (即外
部信号由一个特征多项式产生, 其阶数已知, 但系数
由一未知的线性系统产生),详见文献 [40−41].
2.2.3 输出调节

上世纪 90 年代初, Isidori 和 Byrnes 针对非线
性系统的输出跟踪与干扰抑制问题, 利用中心流形
理论, 提出了著名的输出调节 (Output regulation,
OR) 理论[42]. 根据该理论, 系统的期望输出信号由
一外部系统产生, 同式 (19).

对于具有线性内部动态的非最小相位系统, 其
理想内模方程为

η̇ηηd = ΦΦΦ(ηηηd, yyyd) = Aηηηηd + qqq(yyyd) (22)

通过应用输出调节方法, 设 ηηηd = ΠΠΠwww, 结合式 (19),
可得到

ΠΠΠSwww = AηΠΠΠwww + qqq(CCCwww) (23)

从上式可解出 ΠΠΠ, 进而得到理想内模 ηηηd. 需要指出
的是, 输出调节方法不适用于求解非线性内部动态
的理想内模, 因为其解法复杂, 且不一定有解.
2.2.4 三种方法的比较

针对以上三种求解理想内模的方法, 得到以下
比较结果: 1) 非因果稳态逆是一种迭代求解方法,仅
能得到数值解; 2) 稳态系统中心方法需要求解矩阵
微分方程, 且期望输出信号需由一外部系统产生, 可
得到因果数值解; 3) 与上述两种方法不同的是, 输
出调节方法仅适用于求解线性内模方程, 但可得到
因果解析解.

3 国内外研究现状分析

针对非线性非最小相位系统, 目前的控制研究
主要分为三大类: 镇定控制 (Stabilization control,
SC)、轨迹跟踪 (Trajectory tracking, TR) 控制及
路径跟踪 (Path following, PF)控制.下面将对相关
文献做出详细综述.

3.1 镇定控制

在系统控制中, 镇定是最基本的控制问题, 是考
虑其他控制目标, 如渐近跟踪、干扰抑制等的前提.
非最小相位系统的镇定控制问题, 就是使系统外部
动态与不稳定的内部动态同时收敛到零状态.
文献 [43] 利用标准反推控制与小增益技术, 实

现了一类具有广义输出反馈形式的非线性非最小

相位系统的镇定控制. 针对一类具有非线性不确定
性的非最小相位系统,文献 [44] 基于鲁棒观测器与
标准反推方法设计了输出反馈控制器, 实现了系统
的全局镇定. 文献 [45] 基于反推与逆设计方法, 结
合神经网络控制实现了一类非仿射型单输入单输出

(Single-input single-output, SISO) 非最小相位系
统的状态反馈自适应镇定. 然而, 上述文献中所使用
的反推控制方法,随着系统阶数的增加,会带来 “微
分爆炸” 现象. 针对一类积分链型非线性非最小相
位系统,文献 [46] 基于神经网络实现了其输出反馈
镇定, 所设计的自适应控制器能消除参数不确定性
的影响,控制效果优于传统的反推控制. 文献 [47] 针
对一类可观测、可镇定的非线性非最小相位系统, 设
计了一种基于神经网络的自适应输出反馈镇定控制

方法. 然而,它需要适当的假定条件,所研究的非线
性系统可由一线性模型近似表示, 因此这种方法具
有一定的局限性. 针对一类积分链型不确定非线性
非最小相位系统,文献 [48] 基于输出反馈设计了高
增益控制器,实现了系统闭环信号的半全局镇定. 不
过,高增益反馈在控制初始时刻容易引起 “尖峰” 现
象.为了避免这一问题,文献 [49] 利用扩展的高增益
观测器与滑模控制器实现了同类非最小相位系统的

镇定控制, 取得了比文献 [48] 更好的控制效果. 文
献 [50] 基于扩展的卡尔曼滤波器及高增益观测器,
实现了一类内部动态与外部动态均为积分链型的非

线性非最小相位系统的半全局输出反馈镇定. 需要
说明的是, 以上文献所设计的镇定控制方案均是针
对一般性单变量非线性非最小相位系统进行的.

VTOL 飞行器作为多输入多输出 (Multiple-
input multiple-output, MIMO) 非线性非最小相位
系统的典型代表[29], 受到控制界的众多关注. 文献
[51] 通过构建最优控制器实现了 VTOL 飞行器的
鲁棒镇定控制.文献 [52] 基于解耦变换与二次坐标
变换, 把具有强输入耦合特性的 VTOL 飞行器模型
分解成一个级联非线性子系统与一个具有指数稳定

性的线性子系统,通过平滑静态状态反馈, 实现了系
统的全局配置镇定, 同时也得到了可用于轨迹跟踪
的平坦输出. 但是文献 [52] 得到的解耦结构并不是
唯一的. 基于此, 文献 [53] 通过使介于子系统之间
耦合项 (代表着系统摄动) 的范数最小化, 得出了一
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种新的非线性镇定控制律, 从而使控制效果更佳.文
献 [54] 针对有界输入情况下的 VTOL 飞行器, 利
用线性饱和函数来限制控制输入达到饱和极限, 以
避免出现控制奇异问题, 同时通过状态反馈实现了
全局镇定控制, 使系统状态收敛到零. 文献 [55−56]
分别利用饱和控制、非线性预测控制等方法实现了

VTOL 飞行器的镇定控制, 从而丰富了非最小相位
系统的镇定控制理论成果.
由于镇定控制是输出跟踪控制的基础, 且输出

跟踪又可转化为状态跟踪误差的镇定问题, 故上述
方法对非线性非最小相位系统的输出跟踪控制具有

一定的借鉴意义.

3.2 轨迹跟踪控制

在设计最小相位系统输出跟踪控制策略时, 只
需使系统输出跟踪期望轨迹信号即可, 对稳定的内
部动态 (如果有) 可置之不理, 因其会随着外部动态
的稳定而稳定. 而对于非最小相位系统的输出跟踪
问题, 所设计的控制器需同时满足两个要求: 1) 保
证输出跟踪误差收敛; 2)保证闭环系统内部动态的
稳定[19]: 镇定到零[27] 或保持有界[29].

目前, 关于非最小相位系统的轨迹跟踪控制方
法大致分为如下几类.

3.2.1 近似线性化

精确的输入 –输出线性化方法不能直接处理非
线性非最小相位系统, 否则会导致不稳定的控制
器[7]. 基于该原因, 在上世纪 90 年代, 有些研究人
员利用近似线性化技术解决这类系统的输出跟踪问

题[7, 57], 即通过寻找一个最小相位系统在一定程度
上来逼近原始的非最小相位系统, 然后在此基础上
进行控制器设计.文献 [7] 通过忽略 VTOL 飞行器
的控制力矩与推力之间的耦合, 使用反馈线性化方
法来解决输出跟踪问题. 然而, 正是这些耦合项导致
了非最小相位现象的产生, 因此这种方法只适用于
耦合项很小并能被忽略的情况.文献 [57] 通过去除
Jacobi 线性化后原始系统的 s 右半平面零点, 来局
部重新定义一个新的输出, 从而使新的系统是最小
相位. 文献 [58] 所研究的系统, 受作动器动态的影
响, 表现出弱非最小相位特性. 所设计的控制器由两
部分组成: 快速反馈控制器与慢速反馈控制器.快速
反馈控制器用来镇定作动器的动态, 而慢速反馈控
制器用来处理非匹配不确定性, 在适当的假设下, 系
统状态与跟踪误差可保持一致有界.文献 [59] 考虑
了具有未知参数的非线性弱非最小相位系统. 假设
这些未知参数是线性存在的, 通过反馈与坐标变换,
把原来的系统转换成一个近似的输入 –输出线性化
系统. 在此基础上所设计的自适应控制器取得了较
好的跟踪性能, 并且能够把跟踪误差限制在一个小

的范围内.需要说明的是, 近似线性化方法对于弱非
最小相位系统可给出较好的结果, 然而对于强非最
小相位系统却是无能为力的.

3.2.2 等价输出方法

把非最小相位输出跟踪问题转化为近似的最小

相位输出跟踪问题是一种常见的解决思路. 与上述
近似线性化方法不同, 等价输出方法通过构造与原
非最小相位输出函数近似等价的新输出, 来达到跟
踪控制的目的. 根据不同的需要, 近似输出有两种不
同的等价形式: 1)频域特性近似相同[60−61], 即让新
定义的输出函数在感兴趣的频率范围内与原输出函

数基本相同, 通过精确控制近似输出来实现对原输
出的控制. 2)时域稳态值相同[62−63], 这种方法是在
原输出函数上叠加一函数项, 该函数项在系统平衡
点处取值为零, 而且能够消掉原系统输出中的非最
小相位零点.上述两种 “等价输出函数” 的构造基于
系统在平衡点处的近似线性化模型和零点配置技术.
因此, 这种解决思路仅适用于定点跟踪问题, 不适用
于飞行器的航迹机动跟踪. 这是因为对于航迹机动
问题, 尤其是大机动情况下, 如机动盘旋时,近似线
性化模型不能较好地刻画飞行器的动力学模型.

3.2.3 输出重定义

输出重定义方法[1, 28] 是指通过选择一个新的输

出在物理意义上来逼近原始输出, 从而变换出一个
新的最小相位系统模型. 文献 [64] 基于该方法, 实
现了升压斩波型直流变换器的非最小相位负载电流

跟踪控制. 不过, 需要指出的是, 没有系统的方法可
以找到这样的输出, 因此该方法需要不断地进行尝
试.
文献 [9] 用到的平坦输出方法实际上也是一种

输出重定义方法, 通过选择输出, 使相应的系统动态
中不含有零动态或内部动态, 这样的输出就称为平
坦输出, 即能够实现全状态反馈线性化的输出. 对于
存在平坦输出的非最小相位系统, 其输出跟踪问题
往往可通过坐标变换转换成其平坦输出的跟踪问题,
这样就可回避内部动态不稳定的问题. 该方法应用
逆轨迹做为前馈, 利用平坦输出建立一个状态跟踪
器, 使系统状态表示成平坦输出及它们导数的函数.
同文献 [7] 中的近似线性化方法相比, 平坦输出方法
不仅适用于弱非最小相位系统, 也能适用于强非最
小相位系统.对于一部分非线性系统, 这种平坦输出
被证明是存在的, 如 VTOL 飞行器, 其平坦输出是
Huygens 振动中心的位置[9].然而, 对于大部分非线
性系统, 如传统起降飞行器,因为其空气动力学特性
比较复杂, 寻找平坦输出并不是一件容易的事情, 这
主要是因为目前还未出现有效与成熟的方法来检查

系统的某个输出是否平坦.



1期 苏善伟等: 非线性非最小相位系统的控制研究综述 15

3.2.4 动态滑模控制

由于常规滑模控制不能直接应用于非最小相位

系统, 文献 [65−66] 把动态滑模方法应用于非线性
非最小相位系统输出跟踪上. 这种方法集合了传统
滑模控制器与动态补偿器的优点, 且性能往往比静
态反馈的性能更强[67−69]. 文献 [19, 65] 基于动态滑
模方法, 分别研究了 SISO 和MIMO 系统的跟踪控
制, 同时还考虑了外部及内部动态中存在不确定的
因素, 并且前者把提出的方法应用到了 F-16 战斗机
航迹倾角的机动跟踪问题中. 针对一类多变量非线
性非最小相位系统,文献 [70] 提出一种由一阶和二
阶滑模控制器组成的新型控制方法, 实现了其因果
输出跟踪控制.然而, 以上滑模控制方法需要对被控
对象的形式做较强的假设, 且控制律是非连续的, 可
能引起输出抖振.

3.2.5 稳态逆

对于输出跟踪控制, 动态逆是指为被控系统指
定一个特定的期望输出轨迹, 以得到期望的状态轨
迹与控制输入. 然而, 传统的动态逆控制对于非最小
相位系统, 产生的逆是无界的. 例如, 在线性非最小
相位系统中, 不稳定零点会变成逆系统的极点.

为了解决动态逆无法处理非线性非最小相位系

统的输出跟踪控制问题, 文献 [33−34] 提出了一种
稳态逆技术, 它具有前馈加反馈的结构, 可把非最小
相位系统转换成一个稳定的特定系统, 以得到稳定
的期望状态轨迹与有界的期望控制信号. 文献 [35]
把稳态逆方法扩展到时变非线性非最小相位系统中.
文献 [29] 利用稳态逆方法实现了非最小相位飞行器
的输出跟踪控制. 需要说明的是, 这种稳态逆方法是
非因果的, 在实际应用中具有一定的局限性.

3.2.6 输出调节

Francis 提出的反馈调节理论[71] 是解决线性系

统输出跟踪问题的重要方法. Isidori 等和 Byrnes
等在其基础上提出了用来解决非线性系统跟踪控制

的输出调节理论[42, 72].根据该理论, Chen 等得到一
类严反馈系统的全局鲁棒输出调节方法[73],并应用
于小车 –倒立摆系统 (一种典型的 SISO 非线性非最
小相位系统) 的输出跟踪控制中[74]. 输出调节理论
作为解决输出跟踪问题的重要方法之一, 其进一步
推广和应用还需考虑以下三方面的问题: 1)跟踪信
号的扩展问题, 现有方法仅适用于外部信号由无源
线性系统产生的情况; 2) 调节方程的求解问题, 一
般非线性系统调节方程的求解没有通用的成熟方法;
3)鲁棒性问题, 现有成果很少考虑内部动态存在不
确定性或干扰的情况, 特别是对于非线性非最小相
位系统而言.

3.2.7 MIMO系统分解方法
文献 [29] 利用合适的坐标变换和控制变换, 把

MIMO 非线性非最小相位系统的输出跟踪控制问题
转化成跟踪误差的镇定问题. 同时, 为了降低控制器
的设计难度, 采取了如下的分解步骤: 1) 对原系统
进行输入 –输出线性化处理, 得到外部动态和内部
动态. 2) 把外部动态分成两部分, 其中一部分动态
与内部动态线性相关, 另一部分与内部动态线性无
关. 3) 把内部动态和与之线性相关的外部动态组合
在一起, 构成新的子系统, 称为非最小相位子系统.
与原系统相比, 该子系统是一个维数较低的非最小
相位系统. 另一部分动态与内部动态线性无关, 构成
系统的另一子系统, 称为最小相位子系统. 4) 对这
两个低维的误差子系统分别设计高增益镇定控制器,
从而保证整个闭环系统的稳定性. 不过, 经过系统
分解后, 由于两个子系统之间存在耦合项, 控制器的
参数要满足一定的关系, 从而增加了参数选取的难
度. 为了克服上述问题, 文献 [32, 39] 对分解后的非
最小相位子系统设计了非奇异最小范数控制器 (见
第 3.2.8 节), 避免了因耦合项引起的控制参数选取
困难问题, 同时使MIMO 系统分解方法的优势得到
最大发挥.

为了更深入地认识这种分解方法, 我们以跟踪
误差坐标下的多变量非线性非最小相位系统[32] 为

例.

ėi1 = ei2

...

ėi,ri−1 = ei,ri

ėi,ri
= vi + di

˙̃ηηη = Aeeee + Aηη̃ηη + qqq(eee,ηηη,yyyd)− qqq(000, ηηηd, yyyd)

yi = ei1 + yid, i = 1, · · · ,m (24)

其中, yi 表示输出信号, yid 表示期望输出信号, eee 表

示外部动态误差信号, η̃ηη = ηηη − ηηηd 为内部动态误差.
如果

Aei
=

∂ΦΦΦ(eee,ηηη,yyyd)
∂ei

(000,000,000) = 0 (25)

其中, eeei = [ei1, · · · , ei,ri
]T, i = 1, · · · ,m, 它意味着

状态 η̃ 与 ei 线性无关, 故系统 (24) 可分解成两部
分:

1) 最小相位部分

ėi1 = ei2

...

ėiri−1 = eiri
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ėiri
= vi + di

yi = ei1 + yid, i = 1, · · · , m̄ (26)

2) 非最小相位部分

ėj1 = ej2

...

ėj,ri−1 = ej,ri

ėj,ri
= vj + dj

˙̃ηηη = Aen
eeen + Aηη̃ηη + qqq(eee,ηηη,yyyd) −

qqq(000, ηηηd, yyyd)

yj = ej1 + yjd, j = m̄ + 1, · · · ,m (27)

其中, eeen = (em̄+1,1, · · · , em̄+1,rm̄+1 , · · · , em,1, · · · ,

em,rm
)T. 这样经过系统分解后, 我们可以对低阶

子系统 (26) 与 (27) 分别设计控制律, 从而降低了设
计难度.
3.2.8 最小范数控制策略

针对一类MIMO 非线性非最小相位系统, 文献
[27] 首先对原来的非线性系统进行输入 –输出线性
化处理, 并在内部动态中把线性部分从非线性部分
中分解出来, 然后基于 Lyapunov 方法与最小范数
控制策略, 引入一个非线性辅助控制输入来镇定整
个闭环系统. 通过 VTOL 飞行器数值仿真验证了最
小范数控制器的有效性. 针对具有测量延时与输入
干扰的 VTOL 飞行器, 文献 [75] 应用最小范数控
制策略设计了由一个线性静态反馈项、一个切换项、

一个非线性辅助输入项组成的跟踪控制器, 从而确
保了输出跟踪误差与内部动态具有鲁棒镇定特性.

为了避免文献 [27] 中最小范数控制器所存在的
奇异问题, 即对于

vnl = − (zzzTPB)TzzzTPq̃qq

zzzTPB(zzzTPB)T
= − δ

σ
(28)

其中, zzz = (eeen, η̃ηη)T, 当跟踪误差 zzz 趋于零时, 上式中
的分母也会趋于零, 这样会使控制律 vnl 无限大, 从
而产生控制奇异问题. 为了解决这一问题, 文献 [32,
39] 对其进行了改进, 提出了如下的非奇异最小范数
控制器:

vnl =





− δ

σ
, σ > ε

− δ

σ
tanh2

(
λσ

ε

)
, σ ≤ ε

(29)

为了保证控制律 vnl 的连续性,选择参数 λ使得

tanh2(λ) → 1. 于是当 σ → ε 时, −δ/σ tanh2(λσ/

ε) → −δ/σ. 具体设计过程可参见文献 [32, 39].

3.2.9 扩展反推方法

针对非最小相位和欠驱动 VTOL 飞行器, 文
献 [76] 设计了一种非线性输出反馈控制器, 使飞行
器可以全局渐近跟踪一个由参考模型产生的期望轨

迹. 基于全局指数观测器、坐标变换、Lyapunov 直
接法、扩展的反推方法等步骤设计了控制律. 有趣
的是, 该方法对以前研究的镇定控制、输出调节都
适用. 针对反推控制具有 “微分爆炸” 的特点, 文献
[77]应用有限时间收敛的微分器[78] 来简化对虚拟信

号的求导, 进而设计了无滚转角速度测量的 VTOL
飞行器的输出跟踪控制器. 值得一提的是, 在文献
[76−77] 的仿真中, 仅考虑了 VTOL 飞行器跟踪垂
直轨迹的情况, 未考虑其侧向运动, 这样滚转姿态就
保持为零, 即不稳定的内部动态被镇定到零状态. 在
这种情况下, 跟踪问题得到了简化, 因为只有经过侧
向运动, 侧向与垂直推力的耦合作用所表现出来的
非最小相位特性才是跟踪控制的难点[79].
3.2.10 其他方法

针对非线性非最小相位系统, 文献 [80−81] 设
计了基于神经网络的跟踪控制器, 通过应用 Taylor
级数把非线性系统分解成一个线性非最小相位部分

与一个非线性可测干扰, 其中非线性部分用神经网
络来逼近.
文献 [82] 把适用于线性最小相位系统的迭代学

习控制器扩展到具有输入干扰的非线性非最小相位

系统中. 仿真结果表明, 当输入干扰不存在时, 可实
现输出精确跟踪. 当有界随机输入干扰存在时,输出
跟踪误差可收敛到零点的一个邻域内. 文献 [83] 还
把这种方法扩展到具有输出噪声的非线性非最小相

位系统中. 针对迭代学习控制在非最小相位系统上
应用效果欠佳的缺点, 文献 [84] 根据最优化性能指
标和非因果稳定逆理论, 提出了一种基于稳定逆的
最优综合迭代学习控制方法.
文献 [85] 利用预测控制方法研究了一类非最小

相位系统的输出跟踪问题, 并从理论上证明了预测
控制可使非最小相位系统稳定地渐近跟踪期望输出.
文献 [86−87] 把飞控中常用的增益分配法推广到非
最小相位 VTOL 飞行器中. 但近年来 YF-22 飞机
和其他超机动飞行器的实验表明增益分配方法并

不都是成功的.除此之外, 增益分配法存在费时、重
复费用高、很大程度上依赖于工程上反复实验等问

题[31].

3.3 时滞系统的输出跟踪控制

时滞 (或延时) 在实际控制系统中普遍存在, 它
不仅会使系统性能下降,而且往往会导致系统失稳,
同时也是引起系统非最小相位特性的因素之一. 文
献 [88]基于改进的干扰观测器及模型预测控制方法,
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实现了一类多变量非最小相位延时系统的跟踪控制.
针对具有时滞与非最小相位特性的化工过程, 文献
[62] 通过构造时域内等价输出的方法[63], 对其进行
了定点跟踪控制研究. 文献 [75] 针对带有姿态测量
延时与匹配输入干扰的非最小相位 VTOL 飞行器,
研究了其轨迹跟踪问题. 通过应用一阶 Padé 逼近
方法[89] 来处理延时, 这样原延时系统的跟踪问题转
换为一个不含延时的高维系统输出跟踪问题. 所设
计的控制器使用了滑模控制技术, 对已知上界的干
扰输入具有一定的鲁棒性, 但是无法处理未知上界
的输入干扰. 针对无速度测量的 VTOL 飞行器, 文
献 [90] 基于 Padé逼近技术来处理输出测量延时,利
用稳定系统中心与输出调节方法来求解系统的理想

内模, 可实现系统输出跟踪任意的期望轨迹. 文献
[91] 针对带有输出测量延时的 VTOL 飞行器, 提出
了一种非线性输出反馈控制方法, 使飞行器输出渐
近跟踪期望轨迹. 由两步观测算法所构成的观测器,
重新构建了带有多个延时参数的系统状态. 在给定
测量延时下, 可保证观测器的误差全局指数收敛到
零. 所提方法的优点在于其实现的简单性及实用性,
数值仿真也验证了该方法的有效性. 需要说明的是,
文献 [75, 90−91] 采用的时滞处理方法, 均要求时滞
精确已知, 对于含有不确定时滞的情况无法处理.

3.4 路径跟踪控制

路径跟踪控制不同于轨迹跟踪控制, 它对时间
没有苛刻的要求, 只需要使被控对象在一定误差范
围内跟踪一条并不依靠先前时间参数化的期望几何

路径即可. 在最小相位系统中, 轨迹跟踪任何参考
信号都是可能的, 跟踪误差的 L2 范数可任意小, 即
存在一个任意小的正数 δ 满足下式

J =
∫ ∞

t0

‖e(t)‖2 dt ≤ δ (30)

其中, e(t) = y(t)− yd(t). 然而对于非最小相位系统
轨迹跟踪而言, 由于一部分输出能量被用来镇定不
稳定的内部动态, 这样就导致跟踪误差的 L2 范数

不能任意小, 从而存在跟踪性能极限问题. 文献 [92]
针对一线性非最小相位系统的跟踪性能进行了研究,
并比较了轨迹跟踪与路径跟踪两种情况下的区别.
在轨迹跟踪情况下, 由于不稳定零点的存在, 非最小
相位系统的跟踪误差的 L2 范数不能任意小, 且期望
输入信号的频率越接近这些不稳定的零点, 跟踪误
差就越大. 但在路径跟踪情况下, 可利用增加的路径
参数 θ(t) 作为辅助控制输入来镇定不稳定的内部动
态, 同时用原来的控制变量来保证系统输出跟踪期
望路径, 从而克服非最小相位系统的跟踪性能极限
问题, 实现跟踪误差的 L2 范数任意小

[93], 即式 (24)
仍然成立, 只不过式中 e(t) = y(t)− yd(θ(t)).

文献 [94] 针对具有不稳定零动态的非线性系
统, 通过构建与原始输出具有相同相对阶的辅助输
出, 且把该输出看作是相应零动态的输入, 使零动态
具有输入 –状态稳定性. 基于新增路经参数 θ 的导

数, 设计反馈控制律, 来保证原始输出与辅助输出的
运动路径一致. 这种通过构建辅助输出来代替原始
输出的方法, 虽然与平坦方法类似, 但是最大的区
别在于不用为原始输出寻找平坦输出, 而是通过反
馈控制律来减小原始输出与辅助输出的差异. 在文
献 [94] 的基础上,文献 [95] 又提出一种新颖的、更
为简单的平均方法, 通过构建路径参数的开环控制
律及为原始控制变量构建反馈控制律, 使系统输出
跟踪期望路径, 且跟踪误差可以任意小.
文献 [29] 通过非最小相位 VTOL 飞行器仿真

实验, 验证了路径跟踪与轨迹跟踪相比, 具有鲁棒
性强、收敛平滑、控制幅度小、能够克服跟踪性能极

限等优点.

4 总结与展望

从以上综述来看, 在国内外研究人员的努力下,
非线性非最小相位系统的控制理论及其应用已取得

了一些重要成果, 但仍有一些关键问题尚待研究和
突破, 主要包括:

1) 受扰因果理想内模的求解. 对于非最小相位
系统的输出跟踪问题, 所设计的控制器必须满足两
个要求: a) 使输出跟踪误差收敛; b) 保证不稳定内
部动态的有界性, 那么为内部动态找到一个受期望
输出信号驱动的有界解, 即理想内模不可回避. 在现
有的求解方法中, 非因果稳态逆方法不能在线求解,
且需要提前已知期望输出信号的全部信息; 虽然稳
态系统中心与输出调节方法无需这一条件, 提高了
系统因果性, 但对含有扰动的内部动态, 当扰动信号
的形式与期望输出信号不一致时, 就无法求解其理
想内模. 因此, 如何求解受扰的因果理想内模是实现
非最小相位系统输出完全跟踪的一大核心问题.

2)输出反馈轨迹跟踪控制.在实际工程中, 受技
术或成本限制, 被控对象的全部状态信息并非都易
得到, 这使得基于输出反馈的跟踪控制方案更有应
用价值. 在现有的非线性非最小相位系统控制方案
中, 多是状态反馈跟踪控制, 或输出反馈镇定控制,
由于理想内模求解及内部动态不可测时状态观测器

的构建等难点问题的影响, 致使在输出反馈跟踪控
制方面的研究较少. 因此在系统内部状态不可测、
仅知被控对象的输出信息, 同时存在外界干扰、建模
误差等不确定性的情况下, 如何设计非线性非最小
相位系统的鲁棒输出反馈轨迹跟踪控制器, 值得探
讨.

3) 基于输出反馈的非奇异路径跟踪控制. 为了
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克服非最小相位系统轨迹跟踪的缺点, 实现跟踪误
差的 L2 范数任意小, 已有多篇文献对非最小相位
VTOL 飞行器开展了路径跟踪控制研究. 但这些控
制方案要么对初始条件有严格限制, 要么具有控制
奇异问题, 且均是基于状态反馈进行的. 因此如何放
宽对初始条件的限制、设计基于输出反馈的非奇异

路径跟踪控制方案, 也是具有挑战性的问题.
4) 工程应用问题. 现有的非线性非最小相位系

统控制方案大多对系统模型作了较为保守的近似或

假设, 理论成果也基本停留在数值仿真阶段, 缺乏工
程应用实践. 因此如何把理论成果应用到工程上, 开
展一些实质性的研究工作, 是一个亟待开拓的方向.
综上所述, 非线性非最小相位系统的控制研究

工作遇到的挑战很多, 但是随着理论研究的不断深
入, 以及非线性控制、理想内模求解、时滞处理等方
法的进一步发展, 这类系统的控制理论必会进一步
完善, 也必将在工程实践中发挥更大的作用.
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