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输入饱和非线性系统的周期自适应补偿学习控制

陶洪峰 1 霰学会 1 杨慧中 1

摘 要 针对一类输入饱和不确定 Brunovsky 标准型非线性时滞系统, 提出一种周期自适应跟踪补偿学习算法. 利用信号置

换思想重组系统, 基于最小公倍周期函数变换, 将时滞时变项和不确定项合并为辅助参数, 进而设计周期自适应学习律估计该

辅助量, 并利用饱和补偿器逼近和补偿超出饱和限的部分, 由此构成综合控制器, 以保证系统状态对有界期望值的跟踪, 解决

了饱和输入周期系统的重复迭代学习控制问题. 最后通过构造 Lyapunov-Krasovskii 复合能量函数的差分, 计算证明了系统跟

踪误差的收敛性和闭环信号值的有界性. 常见耦合非线性机械臂系统的力矩控制仿真, 进一步验证了该算法的有效性.
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Abstract A periodic adaptive tracking compensating learning algorithm is proposed for a class of Brunovsky standard

nonlinear uncertain systems with time delay and input saturation. By restructuring the system according to signal replace-

ment theory and functional transformation with the lowest common cycle, the delay and other time-varying parameters

are combined into an auxiliary time-varying parameter. Then a periodic adaptive learning algorithm is designed to es-

timate the auxiliary parameter for approximating and compensating the section which exceeds the saturated limit by a

compensator. Finally a comprehensive controller is constituted so that the system state can track the bounded expected

value and the repeated iterative learning control problem based on periodic system with input saturation is solved. It

is proved that the track error is convergent and all the closed-loop signals are bounded by the difference calculation of

Lyapunov-Krasovskii composite energy function. The torque control simulation of common coupled nonlinear manipulator

further confirms the effectiveness of the algorithm.
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随着数字技术的发展, 特别是在数字信号处理
和网络通信等工程实际中, 出现了多频采样控制、周
期补偿控制、振荡控制等系统, 其实质都是周期系
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统. 作为一种特殊的时变系统, 目前针对周期系统的
研究多是针对线性问题的讨论[1]. 文献 [2] 采用提升
法将周期系统提升为时不变系统, 进而用线性矩阵
不等式技术求解可行的满意估计方案. 文献 [3] 利用
周期系统参数在某区间的变化特性, 将周期系统的
滤波问题转化为区间系统的鲁棒滤波问题. 文献 [4]
利用输出反馈闭环系统的单值性进行等价变换, 从
而求解出周期输出反馈律的完全参数化解. 但是, 上
述方法并没有充分利用周期系统的迭代性和周期性

特点.
近年来, 研究学者利用学习控制的基本思想, 通

过先前迭代或周期的信息来改善当前迭代或周期的

控制输入. 一般而言, 学习控制主要包含迭代学习
控制和重复控制两种控制策略. 传统方法多采用压
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缩映射原理来获取闭环系统的稳定性, 导致无法充
分利用系统的参数和结构信息来设计控制输入[5−7].
为此考虑引入自适应学习控制 (Adaptive learning
control, ALC) 算法, 通过自适应方法估计系统的未
知或时变参数, 进而获得控制输入, 从而改善周期系
统的控制性能. 文献 [8] 基于复合能量函数, 构造了
自适应控制器的参数周期自适应律, 解决了一阶线
性参数化不确定性系统的周期自适应控制问题. 文
献 [9] 针对一类既有控制系数未知且时变参数不确
定的非线性系统, 给出了一种鲁棒自适应重复学习
控制策略. 文献 [10] 针对含有时变和时不变未知参
数的二阶非线性系统, 结合反推方法, 提出了一种自
适应重复学习控制方法, 使跟踪误差平方在一个周
期上的积分范数渐近收敛于 0. 文献 [11] 通过引入
S 类函数, 处理截断误差项, 设计严格反馈非线性周
期系统的跟踪控制律. 文献 [12] 针对一阶和高阶非
线性参数化周期时变时滞系统, 基于重构系统方程
来保证跟踪误差的收敛性.
在现有研究的基础上, 本文研究输入饱和特性

下的自适应控制与学习控制算法, 考虑非线性周期
系统的控制问题. 提出一种周期自适应补偿学习算
法, 实现了输入饱和的不确定时滞周期非线性系统
的跟踪控制. 其基本思想是: 一方面利用信号置换思
想重组系统, 将时滞及其他不确定时变项合并为一
个辅助时变参数, 进而基于 Lyapunov 函数设计周
期自适应跟踪算法估计该辅助量; 另一方面利用饱
和补偿器逼近补偿系统超出饱和限的部分, 进而再
由周期自适应控制器和饱和补偿器构成了周期自适

应补偿学习控制器; 最后根据常见机械臂系统的结
构特点, 将所提算法应用于机械臂的力矩输入控制
仿真, 以验证其有效性.

1 系统描述

考虑具有 Brunovsky 标准型的非线性时变系
统:





ẋi = xi+1, 1 ≤ i ≤ n− 1

ẋn = a(t)υ(t) + ϕϕϕT(x (t− τ))ϑϑϑ+

f(t,x (t),x (t− τ), z(t))

x = o(t), t ∈ [−τ, 0]

(1)

其中, x(t) = [x1(t), · · · , xn(t)]T 为系统状态向量;
υ(t) ∈ R 为控制输入; 连续时变未知函数 z(t) 和
时变函数 a(t) 为周期函数且满足 z(t + T1) = z(t)
和a(t + T2) = a(t) 6= 0; x(t − τ) 为 x(t) 之前

τ 时刻的状态; ϕϕϕ(x (t − τ)) 为已知连续函数; ϑϑϑ

为常值向量; o(t) 为系统的初始条件; 设 θ1(·) 和
θ2(·) 是未知连续函数, 则未知函数 f(·) 满足不等式
|f(t, x1,x1(t− τ), z(t))− f(t, x2, x2(t− τ), z(t))| ≤
|x1 − x2| · θ2

1(z) + |x1(t− τ)− x2(t−τ)| · θ2
2(z).

对控制输入 υ(t) 定义如下:

υ(t) =





υmax, u(t) ≥ υmax

u(t), υmin < u(t) < υmax

υmin, u(t) ≤ υmin

(2)

超出饱和限的部分 α(t) 为:

α(t) =





υmax − u(t), u(t) ≥ υmax > 0

0, υmin < u(t) < υmax

υmin − u(t), u(t) ≤ υmin < 0

(3)

其中, υmax、υmin 为饱和限幅. 对于给定的有界期望
状态 x d(t), 假设存在唯一的有界输入 υd(t), 使系统
(1) 存在对应的期望状态.
本文的控制目标为: 对于给定的参考信

号 x d(t) = [xd1(t), · · · , xdn(t)]T = [xd1(t), · · · ,

x
(n−1)
d1 (t)]T, 周期函数 xd1(t) 的周期为 T (T 为周
期 T1 和 T2 的最小公倍数), 寻找有界输入 υd(t), 使
得当 t →∞ 时, 通过重复学习得到的系统信号 x(t)
尽可能地跟踪期望输出, 即跟踪误差 e(t) = x(t) −
xd(t) 收敛于 0, 即 limt→∞

∫ t

t−T
eT(σ)e(σ)dσ = 0.

2 控制律设计

对跟踪误差 e(t) 求导得到其动态方程如下:

ėee(t) = ẋxx(t)− ẋxxd(t) =

Kceee + aaac

[
kkkTeee + a(t)υ + ϕϕϕT(xxx(t− τ))ϑϑϑ+

f(t,xxx(t),xxx(t− τ), z(t))− ẋdn] =

Kceee + aaaac

[
υ + a−1kkkTeee + a−1ϕϕϕT(xxx(t− τ))ϑϑϑ+

a−1f(t,xxx(t),xxx(t− τ), z(t))− a−1ẋdn] =

Kceee + aaaac

[
υ + ρρρTΨ(xxx(t− τ), eee, ẋdn)+

a−1Γ + a−1Ξ(t)] (4)
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其中,

Kc =




0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1

−k0 −k1 −k2 · · · −kn−1




k = [k0, k1, · · · , kn−1]
T ∈ Rn

ac = [0, · · · , 0, 1]T ∈ Rn

ρρρ = [a−1, a−1ϑϑϑ]
T

Γ = f(t,x (t),x (t− τ), z(t))−
f(t,x d(t),x d(t− τ), z(t))

Ξ(t) = f(t,x d(t),x d(t− τ), z(t))

Ψ(x (t− τ), e ,ẋdn) = [kTe − ẋdn,ϕϕϕT(x (t− τ))]T

周期函数 z(t) 和 a(t) 有共同周期 T , 因此包含 z(t)
和 a(t) 的时变函数 Ξ(t) 的周期也为 T .
设计参数 k 使 Kc 为 Hurwitz 矩阵, 则对于给

定的常数 l > 0, 必定存在正定阵 P 满足:

KT
c P + PKc=− lI (5)

在以下推导证明过程中, 定义 ∆̃ = ∆− ∆̂ 为∆
的估计误差. 考虑跟踪误差系统的一个 Lyapunov
泛函数:

V =
1

2a(t)
eeeTPeee +

ι

2

∫ t

t−τ

eeeT(σ)eee(σ)dσ+

1
2µ1

ρ̃̃ρ̃ρTρ̃̃ρ̃ρ+
1

2µ2

α̃Tα̃ +
1

2µ3

W̃TW̃ (6)

其中, ι、µ1、µ2 和 µ3 均为正数. 对 V 求导:

V̇ = − l

2a(t)
eeeTeee + eeeTPaaac[a−1Ξ(t) + a−1Γ+

ν + ρρρTΨ(xxx(t− τ), eee, ẋdn)]−
ι

2
eeeT(t− τ)eee(t− τ) +

ι

2
eeeTeee+

1
µ1

ρ̃ρρT ˙̃ρρρ+
1
µ2

α̃T ˙̃α +
1
µ3

W̃T ˙̃W (7)

由前面描述, 对于 f(·) 有:

|f(t,xxxd,xxxd(t− τ), z(t))− f(t,xxx,xxx(t− τ), z(t))| ≤

|xxxd − xxx| · θ2
1(z) + |xxxd(t− τ)− xxx(t− τ)| · θ2

2(z)
(8)

即

|Γ| ≤ |eee| · θ2
1(z) + |eee(t− τ)| · θ2

2(z) (9)

根据基本不等式 a · b ≤ (a2 + b2)/2,∀(a, b) ∈ R2,
若 b(t) ≤ b(t− τ), 则由式 (9) 可得:

|eeeTPaca
−1Γ| ≤

∣∣eeeTPaaaca
−1(|eee| · θ2

1(z) + |eee(t− τ)| · θ2
2(z))

∣∣ ≤

(eeeTPaaac)2
θ2
1(z) + θ2

2(z)
2a2ι

+
ιeeeTeee

2
+

ιeeeT(t− τ)eee(t− τ)
2

(10)

把式 (10) 代入式 (7), 得:

V̇ ≤ eeeTPaaac[ν + ρρρTΨ(xxx(t− τ), eee, ẋdn)+

ωωωT(t)φφφ(eee)] +
(

ι

2
− l

2a(t)

)
eeeTeee+

1
µ1

ρ̃ρρT ˙̃ρρρ+
1
µ2

α̃T ˙̃α +
1
µ3

W̃T ˙̃W (11)

其中,

ωωω(t) =
[
Ξ(t)
a(t)

,
θ2
1(z) + θ2

2(z)
a2(t)ι

]T

φφφ(e) =
[
1,

1
2
eTPac

]T

根据饱和非线性等式 (2) 和式 (3), 上面的非线性系
统可以写成如下形式:

V̇ ≤ eeeTPaaac[u + ωωωT(t)φφφ(eee)+

(α + ρρρTΨ(xxx(t− τ), eee, ẋdn))] +
1
µ1

ρ̃ρρT ˙̃ρρρ+

1
µ2

α̃T ˙̃α +
1
µ3

W̃T ˙̃W+
(

ι

2
− l

2a(t)

)
eeeTeee (12)

根据 Lyapunov 稳定性定理, 控制律 u 应当由

跟踪控制器 υ̂ 和饱和补偿器 $̂ 组成, 具体形式设计
如下:

u = υ̂ − $̂

υ̂ = −ω̂ωωT(t)φφφ(e)

$̂ = ρ̂ρρTΨΨΨ(x(t− τ), e, ẋdn) + α̂ +

(
Ŵ

eeeTPaaac

)
(13)
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其中, $̂ 是对饱和限 α 和常值参数 ρ 的补偿估计.
将式 (13) 代入式 (12) 可得:

V̇ ≤ eeeTPaaac

[
u + ωωωT(t)φφφ(eee)+α+

ρρρTΨ(xxx(t− τ), eee, ẋdn) +
1
µ1

ρ̃T ˙̃ρ +

(
ι

2
− l

2a(t)

)
eeeTeee

]
+

1
µ2

α̃T ˙̃α +
1
µ3

W̃T ˙̃W ≤

eeeTPaaac[ωωωT(t)φφφ(eee)− ω̂T(t)φφφ(eee) + α̃+

ρρρTΨ(xxx(t− τ), eee, ẋdn)− (Ŵ/eeeTPaaac)]+

1
µ1

ρ̃T(ρ̇ρρ−) ˙̂ρρρ +
1
µ2

α̃T(α̇− ˙̂α)+

1
µ3

W̃T(Ẇ − ˙̂
W ) +

(
ι

2
− l

2a(t)

)
eeeTeee ≤

eeeTPaaac[ω̃T(t)φφφ(eee) + α̃ + ρρρTΨ(xxx(t− τ), eee, ẋdn)]+

W̃ − 1
µ1

ρ̃T ˙̂ρ − 1
µ2

α̃T ˙̂α− 1
µ3

W̃T ˙̂
W+

(
ι

2
− l

2a(t)

)
eeeTeee (14)

其中,假设任选常数W 满足 (α̃α̇/µ2)+(ρ̃ρρTρ̇ρρ
/
µ1) ≤

W . 则根据自适应理论, 设计参数 ρ̂ρρ、α̂ 和 Ŵ 的自

适应律为:

˙̂ρρρ = µ1eee
TPaaacΨ(xxx(t− τ), eee, ẋdn)

˙̂α = µ2eee
TPaaac

˙̂
W = µ3t (15)

结合系统的周期特性, 设计时变参数 ω̂ωω 的周期

自适应律为:

ω̂ωω(t) =





ω̂ωω(t− T ) + g(t)eTPacφφφ(e), t ∈ [T,∞)

g(t)eTPacφφφ(e), t ∈ [0, T )

(16)

其中, g(t) 严格单调增, g(0) = 0, g(T ) = gT , 则
ω̂ωω(t) 在以 t = iT, i ∈ N 为中心的邻域内连续.

选取参数足够小, 使得:

kc=
l

2a(t)
− ι

2
> 0

将式 (13)、(14) 代入式 (12), 得:

V̇ ≤ −kce
Te + eTPacω̃ωω

T(t)φφφ(e) (17)

3 收敛性分析

定理 1. 对具有输入饱和特性式 (2)∼ (3) 的非
线性被控系统 (1), 若设计控制参数满足周期自适应
学习律 (15)∼ (16), 则闭环系统在控制器 (13) 的作
用下具有以下特性: 1) 系统输出能够跟踪上给定的
参考信号, 即跟踪误差 e(t) = x d(t) − x (t) 收敛于
0; 2) 闭环系统的所有信号是有界的.

证明. 定义以下 Lyapunov-Krasovskii 型复合
能量函数为:

E(t) = V (t) +
1
2r

∫ t

t−T

ω̃ωωT(σ)ω̃ωω(σ)dσ (18)

其中, r 为正数.
步骤 1. 计算复合能量函数的差分. 根据式 (16)

和式 (17), E(t) 在周期区间 [t− T, t) 的差分为:

∆E(t) := E(t)− E(t− T ) =

1
2r

∫ t

t−T

ω̃ωωT(σ)ω̃ωω(σ)− ω̃ωωT(σ − T )ω̃ωω(σ − T )dσ+

V (t)− V (t− T ) =
∫ t

t−T

[−ω̃ωωTφφφe − r

2
ω̃ωωT(σ − T )ω̃ωω(σ − T )]dσ+

∫ t

t−T

V̇ (σ)dσ (19)

即

∆E(t) ≤
∫ t

t−T

−kceee
Teee− r

2
φφφTφφφ · (eeeTPac)2dσ ≤ 0

(20)

步骤 2. 证明跟踪误差的收敛性. 对 ∀t ∈
[iT, (i + 1)T ], t = t0 + iT, t0 ∈ [0, T ) , i = 1, 2, · · · ,

显然 t →∞⇔ i →∞, 有:

E(t) = E(t0) +
i−1∑
j=0

∆E(t− jT ) (21)

根据式 (20) 和 (21), 由于 t0 ∈ [0, T ), 得:

E(t) ≤ E(t0)− kc

i−1∑
j=0

∫ t0+jT

t0+(j−1)T

eTedσ−

r

2

i−1∑
j=0

∫ t0+jT

t0+(j−1)T

φφφTφφφ · (eTPac)2dσ

(22)

下面证明 E(t0) 的有界性. 根据文献 [13] 和前
面分析, 自适应律式 (15) 中的函数在区间 [0, T ) 上
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连续, 且系统 (1) 等式右边部分关于自变量 xxx(t) 和
t 也连续. 根据泛函微分方程解的存在性定理, 必存
在子区间 [0, T1) ⊂ [0, T ), 使闭环系统 (1) 在该区间
的解连续有界, 因此 E(t) 在 [0, T1) 上有界. 对于
t ∈ [T1, T ), 对 E(t) 求导数:

Ė(t) = V̇ +
1
2r

ω̃ωωTω̃ωω (23)

把式 (15) 代入式 (22), 进一步可得:

Ė(t) ≤ −kce
Te + ω̃ωωTφφφ · eTPac +

1
2r

ω̃ωωTω̃ωω =

−kce
Te +

1
ε
ω̃ωωTωωω − 1

ε
ω̃ωωTω̃ωω +

1
2r

ω̃ωωTω̃ωω =

−kce
Te +

1
ε
ω̃ωωTωωω + γ · ω̃ωωTω̃ωω

(24)

其中, γ = 1/(2r) − 1/ε < 0, 由 Young 不等式, 对
` > 0 有：

1
ε
ω̃ωωTωωω ≤ 1

ε
(`ω̃ωωTω̃ωω +

1
4`

ωωωTωωω) ≤
`

ε
ω̃ωωTω̃ωω +

1
4`ε

ωωωTωωω (25)

选择合适的参数 `, 则:

Ė ≤ −kce
Te + ςω̃ωωTω̃ωω +

1
4`ε

ωωωTωωω (26)

其中, ς < 0.
由于时变参数 ωωω(t) 是连续周期函数, 因此

必然存在常数 ωmax 使得 ∀t ∈ [0,∞) 时, 满
足 ωωωTωωω ≤ ωmax. 进而根据式 (25) 可知在
紧集

{
(e, ω̃ωω) ∈ R3

∣∣∣kce
Te− ςω̃ωωTω̃ωω ≤ 1/(4`ε)ωmax

}

以外 E(t) 负定, 可见 E(t) 在 [T1, T ) 上有界.
综上, E(t) 在区间 [0, T ) 上有界, 即 E(t0) 有

界, 又知式 (26) 中 E(t) 是正定的, 由级数收敛的必
要条件可知, 系统跟踪误差 e(t) 收敛于 0.

步骤 3. 证明闭环信号的有界性. 由 E(t) 的有
界性可知, eee和 ω̃ωω 有界. 又知 xd(t)和ωωω(t) 有界, 由
x(t) = xd(t) − e(t)和 ω̃ωω(t) = ωωω(t) − ω̂ωω(t) 可推得
xxx(t) 和 ω̃ωω(t) 是有界的. ¤

4 仿真实例

机械臂是一种强耦合、高度非线性且含诸多不

确定因素的复杂系统, 其动态方程为[14−15]:
{

ẋ1 = x2

ẋ2 = J−1
m (f(t)− glm cos(x1(t− τ))) + ν(t)

其中, f(t) 为作用于节点的力矩, g 为重力加速

度, x1(t) 和 x2(t) 分别为力臂旋转角度和角速度,
ν(t) = exp(−z(t)[x2

1(t−τ)+x2
2(t−τ)])是外界干扰,

z(t)= |cos(2t)|. 机械臂属性参数取 m = 3kg, lm =
1m, Jm = ml2, g = 10 m/s2, 令 υ(t) = f(t), 且
υmax =0.8, υmin = −0.8, a = J−1

m , ϕT(xxx(t − τ)) =
cos(x1(t−τ)), ϑ = −J−1

m glm. 系统周期 T = 2π, 则

对象可写为:





ẋ1 = x2

ẋ2 = aυ(t) + φφφT(xxx(t− τ))ϑϑϑ+

e−z(t)[x2
1(t−τ)+x2

2(t−τ)]

为验证本文算法的有效性, 取参考轨迹 x d =
[xd1, xd2] = [xd1, ẋd1], xd1 = sin t, 依据控制律

(13)∼ (15), 取 ac = [0, 1]T,Ψ(x (t − τ), e , ẋd2) =
[kkkTe− ẋd2, cos(x1(t−τ))]T,φφφ(e) = [1, 0.5eTPbc]T,
控制参数取 kkk = [1, 2]T,Γ = 0.1, l = 8, 则 P =
[12, 4; 4, 4]; 自适应增益取:

g(t) =





2t

2π
, t ∈ [0, 2π)

0.5, t ∈ [2π,∞)

仿真结果如图 1∼ 3 所示. 图 1 和图 2 分别为
闭环系统变量 x1(t) 和 x2(t) 的响应曲线; 图 3 为实
时控制输入曲线.

从图 1∼ 3 可以看出, 在存在输入饱和的情况
下, 该机械臂系统跟踪误差很快趋近于 0, 即系统输
出能够快速跟踪上给定信号, 因此算法是有效的.

5 结论

本文以不确定非线性时滞系统为研究对象, 讨
论其跟踪控制问题, 在输入饱和的情况下, 提出了一
种周期自适应补偿学习算法, 通过饱和补偿器补偿
超出饱和限的部分, 并基于 Lyapunov 理论给出了
收敛性证明. 常见机械臂系统的力矩输入控制仿真
证明了该方法的有效性. 该方法不仅适用于机械臂
控制系统, 而且还可以广泛地应用于如发酵过程等
带有诸多不确定因素的复杂实际工程系统中.
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(a) x1(t) 跟踪曲线

(a) Tracking curve of x1(t)

(b) 跟踪误差曲线 e1(t)

(b) The curve of tracking error e1(t)

图 1 变量 x1(t) 的响应曲线

Fig. 1 The response curve of variable x1(t)

(a) x2(t) 跟踪曲线

(a) Tracking curve of x2(t)

(b) 跟踪误差曲线 e2(t)

(b) The curve of tracking error e2(t)

图 2 变量 x2(t) 的响应曲线

Fig. 2 The response curve of variable x2(t)

图 3 控制输入曲线

Fig. 3 The control input curve
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