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基于模型降阶的平面三连杆欠驱动机械系统位置控制

盛 洋 1 赖旭芝 2 吴 敏 2

摘 要 针对第一关节为被动的平面三连杆欠驱动机械系统, 提出一种基于模型降阶的位置控制方法. 首先, 建立平面三连杆

欠驱动系统数学模型, 并分析其积分特性; 其次, 将部分可积的三连杆系统分段降阶为两个完全可积的两连杆子系统, 并基于

两子系统获得系统驱动杆与欠驱动杆之间的状态约束关系; 然后, 利用粒子群优化算法, 根据系统末端点目标位置计算驱动杆

目标角度; 最后, 分别设计两连杆子系统控制器, 实现系统从任意初始位置到任意目标位置的控制目标. 仿真结果验证所提控

制策略的有效性.
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Position Control of a Planar Three-link Underactuated Mechanical System

Based on Model Reduction
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Abstract This paper presents a position control method based on model reduction for a planar three-link passive-active-

active (PAA) under-actuated mechanical system with a passive first joint. Firstly, a mathematical model of the system

is built, and its integral characteristic is analyzed. Next, the partially integrable three-link system is reduced to two

completely integrable two-link systems by the method of piecewise degree reduction, and the state constraint relationships

of the system between the active link and the passive link can be obtained based on the two subsystems. Then, the

target angles of the active links are calculated by particle swarm optimization (PSO) algorithm according to the target

position of the end of the system. Finally, the controllers of the two link subsystems are designed respectively to achieve

the system control objective from any initial position to any target position. Simulation results demonstrate the validity

of the proposed control method.
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欠驱动机械系统分为垂直欠驱动机械系统 (含
重力项) 和平面欠驱动机械系统 (不含重力项). 近十
几年来, 国内外学者对垂直欠驱动机械系统进行了
广泛的研究, 并且取得了一些成果[1−4]. 但对于平面
欠驱动机械系统由于重力项的缺失, 使其在平衡点
的近似线性模型不可控[5], 而无法用一般的线性二
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次型调节控制方法实现系统的稳定控制. 讨论平面
欠驱动系统控制问题, 能够进一步完善欠驱动领域
的研究理论. 由于太空设备在正常的操控下存在失
重现象, 在太空运行的机械臂可等效为平面机械运
动, 研究平面欠驱动机械系统末端位置的稳定控制,
对正在迅速发展的航空航天系统的控制研究具有较

大的战略意义.
对于平面欠驱动机械系统, Luca 等[6] 提出了小

时城局部可控性 (Small-time local controllability,
STLC) 判定条件, 并通过实例证明了第二关节为被
动的平面两连杆欠驱动机械系统 (平面 Pendubot)
的局部可控性. 利用 STLC 判定条件, 文献 [7−8]
研究了平面 Pendubot 的轨迹预测和跟踪控制问题;
Mahindrakar 等[9] 分析了第三关节为被动的平面三

连杆 (Passive-active-active, PAA) 欠驱动系统的能
控性, 文献 [10] 在能控性分析基础上讨论了无碰撞
的轨迹规划控制. 从上述文献可以看出, 即使对于局
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部可控的平面 Pendubot 系统, 控制器也只能保证
在平衡点附件摆动, 无法实现系统的稳定控制.
第一关节为被动的平面欠驱动系统, 由于不

满足 STLC 判定条件[11], 其稳定控制比平面 Pen-
dubot 的控制更加困难, 控制问题成为了欠驱动研
究领域的一个难点.

Oriolo 等[12] 对平面欠驱动系统的可积分性进

行了初步研究, 并证明了第一关节为被动的平面两
连杆欠驱动系统 (平面 Acrobot) 具有完全可积分的
特性, 能够通过二次积分得到两杆角速度之间和角
度之间的约束关系, 属于完整系统. 文献 [13] 利用平
面 Acrobot 完全可积的特性, 提出了基于轨迹特性
的平面 Acrobot 运动控制方法, 但该方法仅适用于
二阶完整系统, 存在一定的局限性.
第一关节为被动的平面三连杆 PAA 欠驱动系

统,由于不满足 STLC判定条件,且不属于二阶完整
系统, 使得上述文献所提控制方法均不再可行. 基于
以上研究背景, 本文针对平面三连杆 PAA 欠驱动系
统提出一种基于模型降阶的控制策略. 首先, 建立平
面三连杆 PAA 欠驱动系统数学模型, 并分析积分特
性为一阶非完整系统 (部分可积系统); 其次, 利用平
面 Acrobot 完全可积和平面 PAA 欠驱动系统部分
可积的特性, 将部分可积的三连杆系统分段降阶为
两个完全可积的两连杆子系统, 对两个子系统分别
进行分部积分运算, 获得系统驱动杆与欠驱动杆之
间的状态约束关系; 然后, 使用粒子群优化算法, 根
据系统末端点目标位置计算驱动杆目标角度; 最后,
对于两个两连杆子系统, 分别设计控制器, 实现系统
从任意初始位置到任意目标位置的控制目标. 仿真
结果验证所提控制策略的有效性.

1 动力学模型与积分特性

第一关节为被动的平面三连杆 PAA 欠驱动系
统模型如图 1 所示, 其中 mi 为第 i 连杆的质量

(i = 1, 2, 3), Li 为第 i 连杆的长度 (i = 1, 2, 3), li
为第 i 连杆质心到前一关节的长度 (i = 1, 2, 3), Ji

为第 i 连杆的转动惯量 (i = 1, 2, 3), τi 为第 i 关节

的驱动力矩 (i = 1, 2, 3).
记 q = [q1, q2, q3]T, 平面三连杆 PAA 欠驱动系

统在平面运动, 系统势能 Ep 恒为零. 选择系统的拉
格朗日函数为

L(q, q̇) = K(q, q̇) =
1
2
q̇TM(q)q (1)

其中, K(q, q̇) 为系统动能; q̇ 为系统的角速度;
M(q) 为系统的惯性矩阵, 具有正定性和对称性,
形式如下:

M =




M11 M12 M13

M21 M22 M23

M31 M32 M33








M11 = a1 + a2 + a4 + 2a3 cos q2+
2a6 cos(q3) + 2a5 cos(q2 + q3)

M12 = a2 + a4 + a3 cos q2 + 2a6 cos q3+
a5 cos(q2 + q3)

M13 = a4 + a5 cos(q2 + q3) + a6 cos q3

M21 = M12

M22 = a2 + a4 + 2a6 cos q3

M23 = a4 + a6 cos q3

M31 = M13

M32 = M23

M33 = a4

(2)

ai (i = 1, 2, · · · , 6) 为系统的结构参数,




a1 = m1l1
2 + J1 + (m2 + m3) L1

2

a2 = J2 + m2l2
2 + m3L2

2

a3 = (m2l2 + m3L2) L1

a4 = J3 + m3l3
2

a5 = m3l3L1

a6 = m3L2l3

(3)

图 1 平面三连杆 PAA 欠驱动机械系统

Fig. 1 Planar three-link PAA under-actuated mechanical

system

由欧拉-拉格朗日公式可以得到系统的动力学方
程为

d
dt

[
∂L(q, q̇)

∂q̇i

]
− ∂L(q, q̇)

∂qi

= τi, i = 1, 2, 3 (4)

上式可改写成

M(q)q̈ + H(q, q̇) = τ (5)
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其中, H(q, q̇) = [H1,H2,H3]T 是科里奥利力与
离心力的结合矩阵, q̈ 为系统的角加速度, τ =
[0, τ2, τ3]T 是驱动力矩矩阵,

H1 = −a5(2q̇1 + q̇2 + q̇3)(q̇2 + q̇3) sin(q2 + q3)−
a6(2q̇1 + 2q̇2 + q̇3)q̇3 sin q3−
a3(2q̇1 + q̇2)q̇2 sin q2

H2 = a3q̇
2
1 sin q2 − a6(2q̇1 + 2q̇2 + q̇3)q̇3 sin q3+

a5q̇
2
1 sin(q2 + q3)

H3 = a5q̇
2
1 sin(q2 + q3) + a6(q̇1 + q̇2)2 sin q3

从系统动力学方程式 (5), 可知欠驱动杆的状态
约束方程为:

M11q̈1 + M12q̈2 + M13q̈3 + H1 = 0 (6)

下面, 根据平面三连杆 PAA 系统的动力学描
述, 分析系统的积分特性.
定定定义义义 1. 约束方程 (6) 的第一可积分条件[12]:
1) 约束方程 (6) 中的重力项为常数;
2) 被动关节变量不在惯性矩阵中出现.
根据系统约束方程 (6), 可知重力项为 0, 且被

动关节变量 q1 未出现在惯性矩阵 M(q) 中, 因此,
系统满足第一可积分条件.
为了得到系统角速度约束关系, 首先根据

M11、M12、M13 和 H1 的数学关系, 可得

H1 = Ṁ11q̇1 + Ṁ12q̇2 + Ṁ13q̇3 (7)

基于式 (7), 方程式 (6) 可改写为

(M11q̈1 + Ṁ11q̇1) + (M12q̈2 + Ṁ12q̇2)+

(M13q̈3 + Ṁ13q̇3) = 0 (8)

利用分部积分方法, 对式 (8) 从 0 → t 求定积

分, 可得

(M11q̇1 + M12q̇2 + M13q̇3)
∣∣t
0 = 0 (9)

即

M11q̇1 + M12q̇2 + M13q̇3 − n1 = 0 (10)

其中

n1 =[a1 + a2 + a4 + 2a3 cos q2(0) + 2a6 cos(q3(0))+

2a5 cos(q2(0) + q3(0))]q̇1(0)+

[a2 + a4 + a3 cos q2(0) + 2a6 cos q3(0)+

a5 cos(q2(0) + q3(0))]q̇2(0)+

[a4 + a5 cos(q2(0) + q3(0))+

a6 cos q3(0)]q̇3(0)

当初始角速度 q̇1(0)、q̇2(0)、q̇3(0) 都为 0 时,
n1 = 0. 式 (10) 可表示为

M11q̇1 + M12q̇2 + M13q̇3 = 0 (11)

由式 (11) 可知, 当控制两驱动杆角速度为 0
时, 欠驱动杆角速度也必然为 0, 从而达到系统静
止的目标. 设系统惯性矩阵中欠驱动部分为Mu =
[M11,M12,M13], 则式 (11) 可写成Muq̇ = 0.
定义 2. 约束方程 (6) 的第二可积分条件[12]:
1) 第一可积分条件成立;
2) Mu 的零空间分布是对合的.
定义 2 中的条件 1) 显然成立. Mu 的零空间

分布 ∆= span{θ1,θ2}, 其中 θ1 = [−M12,M11, 0]T

和 θ2 = [−M13, 0,M11]T. 若李括号 [θ1,θ2] ∈ ∆, 即
矩阵 A = [θ1,θ2, [θ1,θ2]] 不满秩, 则分布∆ 是对合
的, 而

[θ1,θ2] =
∂θ2

∂qT
θ1 − ∂θ1

∂qT
θ2 =




−2a6 sin q3

2a5 sin(q2 + q3) + 2a6 sin q3

−2a3 sin q2 − 2a5 sin(q2 + q3)


M11

则矩阵 A 的行列式为

det A = (M2
11)z(q2, q3)

其中

z(q2, q3) = M11(−2a6 sin q3)+

M12 [2a5 sin(q2 + q3) + 2a6 sin q3]−
M13 [2a3 sin q2 + 2a5 sin(q2 + q3)]

分别将M11、M12 和M13 的参数代入 z(q2, q3), 可
得

z(q2, q3) = (2a5a6 − 2a3a4) sin q2+

(2a3a5 − 2a1a6) sin q3+

(2a2a5 − 2a3a6) sin(q2 + q3)

假设 q2 = q3 = π/2 时, z(q2, q3) = (2a5a6 −
2a3a4) + (2a3a5 − 2a1a6), 根据式 (3), 可知

a5a6 − a3a4 < 0, a3a5 − a1a6 < 0

即 z(q2, q3) < 0, 而M 2
11 > 0, 所以矩阵 A 的行列式

小于零, 矩阵 A 满秩, [θ1,θ2] /∈ ∆, 分布 ∆ 不对合.
因此, 系统不满足第二可积分条件.
通过上述分析可知, 平面三连杆 PAA 欠驱动系

统为一阶非完整系统, 不能直接通过分部积分得到
系统角度约束关系.
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2 系统模型的分段降阶

本节利用平面 Acrobot 完全可积和平面三连杆
PAA 系统部分可积的特性, 将部分可积的三连杆系
统分成两阶段进行控制, 各阶段维持其中一个驱动
连杆角度不变, 从而将部分可积的三连杆系统降阶
为两个完全可积分的两连杆子系统.
在第一阶段控制过程中, 维持第三杆初始角度

不变, 将第二、第三杆虚拟为第一根杆, 控制第二杆
角度达到目标值; 在第二阶段控制过程中, 维持第二
杆角度为目标值不变, 将第一、第二杆虚拟为第一根
杆, 控制第三杆角度达到目标值.
基于系统模型的分段降阶, 在不同阶段, 利用平

面Acrobot完全可积的特性, 通过分部积分运算,分
别获得不同阶段驱动杆与欠驱动杆之间的角度约束

关系.
第一阶段维持第三杆初始角度和角速度不变,

利用Matlab 工具中的积分函数 int(·), 对式 (11) 进
行积分运算, 整理可得:

q1 − q1
1(0) = − −2a6 cos q3(0)√

D1

arctanE1−
a1 − a2 − a4√

D1

arctanE1 − q2

2
− (12)

f1(q2(0))

其中, q1
1(0) 为第一杆在第一阶段的初始角度, q2(0)

和 q3(0) 分别为第二杆和第三杆初始角度,

D1 =(−8a3a5 + 4a2a6 + 4a1a6 + 4a4a6) cos q2(0)+

a2
1 + a2

2 + 4a2
6cos2q2(0) + a2

4 − 4a2
5 − 4a2

3+

2a1a2 + 2a1a4 + 2a2a4

E1 =
G1

sin q2

√
D1

G1 = (a1 + a2 + a4 + 2a6 cos q2(0)− 2a5 cos q2(0)−
2a3)(cos q2 − 1) + 2a5 sin q2(0) sin q2

f1 = −−2a6 cos q3(0) + a1 − a2 − a4√
D1

arctanE1−
q2

2
当第一阶段使第二杆角度达到目标值时, 即

q2 = q2d, 系统切换到控制过程的第二阶段. 此阶段
维持第二杆角度和角速度不变, 同样利用Matlab 工
具中的积分函数 int(·), 对式 (11) 进行积分运算, 整
理可得:

q1 − q2
1(0) = − 2a3 cos q2d + a1 + a2 − a4√

D2

arctanE2 − q3

2
− f2(q3(0)) (13)

其中, q2
1(0) 为第一杆在第二阶段的初始角度, q2d 为

第二杆目标角度,

D2 = (4a2a3 + 4a1a3 + 4a3a4 − 8a5a6) cos q2d+

a2
1 + a2

2 + 4a2
3cos2q2d + a2

4 − 4a2
5 − 4a2

6+

2a1a2 + 2a1a4 + 2a2a4

E2 =
G2

sin q3

√
D2

G2 = (a1 + a2 + a4 + 2a3 cos q2d − 2a5 cos q2d−
2a6)(cos q3 − 1) + 2a5 sin q2d sin q3

f2 = −q3

2
− 2a3 cos q2d + a1 + a2 − a4√

D2

arctanE2

式 (12) 和式 (13) 分别为系统模型降阶后不同
阶段, 其中一个驱动杆角度与欠驱动杆角度之间的
约束关系. 基于这两组角度约束关系, 可通过控制驱
动连杆连带实现控制欠驱动连杆的目标.

3 系统驱动杆的目标角度

对系统模型降阶后, 分别得到了不同阶段的驱
动杆与欠驱动杆之间的角度约束关系. 本节基于粒
子群优化算法, 在驱动杆与欠驱动杆之间角度约束
关系的基础上, 计算系统末端点目标位置对应的各
杆目标角度.
下面, 结合平面三连杆系统结构 (见图 2), 利用

几何方法, 计算系统末端点坐标与各杆角度之间的
约束关系.
图 2 中, X1、X2、X3 分别为第一、二、三杆杆

长在 x 轴上的投影, Y1、Y2、Y3 分别为第一、二、三

杆杆长在 y 轴上的投影. 分别为




X1 = − sin q1L1

X2 = − sin (q1 + q2) L2

X3 = − sin (q1 + q2 + q3) L3

Y1 = cos q1L1

Y2 = cos (q1 + q2) L2

Y3 = cos (q1 + q2 + q3) L3

(14)

系统末端点坐标为

(X, Y ) = (X1 + X2 + X3, Y1 + Y2 + Y3) (15)

根据式 (14) 和式 (15), 有




X = − sin q1L1 − sin (q1 + q2) L2−
sin (q1 + q2 + q3) L3

Y = cos q1L1 + cos (q1 + q2) L2+
cos (q1 + q2 + q3) L3

(16)
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图 2 平面三连杆系统结构图

Fig. 2 Structure diagram of planar three-link system

在不同阶段, 分别存在驱动杆角度与欠驱动杆
角度之间的约束关系, 如式 (12) 和式 (13) 所示. 将
式 (12) 中的 q1 作为在第二阶段的初始值, 代入式
(13), 可得系统在第二阶段稳定时 q1 与 q2、q3 的关

系式, 再将式 (16) 中的 q1 用仅含有 q2、q3 的关系

式代替, 可获得系统末端点 P 的坐标与 q2、q3 之间

的约束关系.
根据系统末端点目标坐标求取驱动杆角度, 本

质上就是系统的逆运动学求解. 对于平面三连杆欠
驱动系统, 考虑其系统模型较为复杂且关节角度存
在一定的约束关系, 本文采用粒子群优化算法, 实现
其逆运动学求解.
粒子群优化算法[14] 通过设计符合系统特性的

迭代规则和评价函数, 使得粒子群在迭代过程中不
断向解空间内的最优区域移动, 最终得到全局或局
部的最优解. 粒子群优化算法的第 i 个粒子在第 j

维空间的运动方程为

vj
i (t + 1) = ωvj

i (t) + p1r1(g
j
i − sj

i (t))+

p2r2(bj − sj
i (t))

sj
i (t + 1) = sj

i (t) + vj
i (t + 1) (17)

其中, ω 为惯性权重, p1 和 p2 为权重因子, r1 和 r2

是介于 [0, 1] 之间的随机数, sj
i (t) 和 vj

i (t) 分别表示
粒子的位置和速度, gj

i 为粒子个体最优位置, bj 为

整个粒子群的最优位置, 每次迭代后通过计算评价
函数值进行更新.
选取评价函数 f = |X −Xd|+ |Y − Yd|. 其中,

X 和 Y 表示当前系统末端点坐标, 可由系统末端点
坐标与驱动杆角度约束关系计算得到. Xd 和 Yd 表

示系统末端点目标坐标.
该评价函数可使粒子群不断向解空间内的最优

区域移动, 进而得到驱动杆的目标角度. 所得角度可
保证实际系统末端点坐标与期望系统末端点目标坐

标的距离误差在系统误差允许范围内.

4 系统控制器设计

根据系统驱动杆的目标角度, 在不同阶段分别
构造 Lyapunov 函数, 使系统在第一阶段实现第二
杆角度达到目标角度, 维持第三杆为初始状态的控
制目标; 而在第二阶段最终实现系统的位置控制目
标.
定义 x = [x1, x2, x3, x4, x5, x6]T = [q, q̇]T,

则系统模型的状态空间形式为



ẋ1 = x4

ẋ2 = x5

ẋ3 = x6

ẋ4 = F1(x) + b1(x)τ2 + c1(x)τ3

ẋ5 = F2(x) + b2(x)τ2 + c2(x)τ3

ẋ6 = F3(x) + b3(x)τ2 + c3(x)τ3

(18)

式 (18) 可改写为如下向量形式:

ẋ = f(x) + g(x)τ (19)

其中, f(x) = [x4, x5, x6, F1, F2, F3]
T, F1、 F2

和 F3 组 成 的 列 向 量 满 足 [F1, F2, F3]T =
−M−1(q)H(q, q̇), g(x) = [g1(x), g2(x)]T, g1(x)为
全 0 的 3 阶矩阵,

g2(x)τ =




0 b1(x) c1(x)
0 b2(x) c2(x)
0 b3(x) c3(x)


 τ = M−1 (q) τ

其中, b1、b2、b3、c1、c2 和 c3 为关于 x 的非线性函

数.

4.1 第一阶段控制器设计

构造第二、三驱动杆的 Lyapunov 函数, 维持第
三杆初始角度不变, 实现第二杆角度的控制目标.
可构造 Lyapunov 函数 V1 和 V2,

V1(x) =
1
2
(x2 − x2d)2 +

1
2
x5

2

V2(x) =
1
2
(x3 − x3(0))2 +

1
2
x6

2 (20)

其中, x2d = q2d, x3(0) = q3(0). 分别对 V1 和 V2 求

导, 并结合系统状态方程式 (19) 可得

V̇1(x) = x5(x2 − x2d + F2 + b2τ2 + c2τ3)

V̇2(x) = x6(x3 − x3(0) + F3 + b3τ2 + c3τ3) (21)

依据上式, 为保证系统姿态的持续收敛, 驱动杆的控
制律设计为

τ2 = (−x2 + x2d − F2 − λ1x5 − c2τ3)b2
−1

τ3 = (−x3 + x3(0)− F3 − λ2x6 − b3τ2)c3
−1 (22)
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式中, 常数 λ1 和 λ2 均大于 0, 为调节收敛速度的常
数参数, 同时为避免奇异问题, 保证 b2 和 c3 均大于

0.
式 (22) 的控制律保证了下述收敛条件成立:

V̇1(x) = −λ1x5
2 ≤ 0

V̇2(x) = −λ2x6
2 ≤ 0 (23)

下面利用 Lasalle 不变性原理, 证明式 (22) 的
控制律可实现系统第一阶段的控制目标. 首先给出
不变集的定义.
定义 3 (不变集). 设 x(t) 为系统 (19) 的解, 如

果存在一个集合 Ω, 使得当 x(0) ∈ Ω 时有 x(t) ∈
Ω, ∀t ≥ 0, 那么称 Ω 为系统 (19) 的不变集.
定理 1 (Lasalle 不变性原理). 设 Ω 为系统

不变集, Φ = {x(t) ∈ Ω|V̇1(x) = 0, V̇2(x) = 0},
W 为 Φ 中最大不变集. 则对于 x(0) ∈ Φ, x(t) ∈
W, t →∞.

集合Φ为系统 (19)在 V̇1 (x) = 0和 V̇2 (x) = 0
成立时的解, 根据式 (23) 可知 x5 = 0 和 x6 = 0, 即
V1 (x)、V2 (x)、x2 和 x3 都为常数.
当 x5 = 0 和 x6 = 0 时, 根据式 (26), 可知

x4 = 0. 另外, [F1, F2, F3]T = −M−1(q)H(q, q̇),
根据式 (22) 中的 H1、H2 和 H3, 可得

F1 = F2 = F3 = 0 (24)

由式 (19) 可知

[ẋ4, ẋ5, ẋ6]
T = [F1, F2, F3]

T + g2(x)τ (25)

进而得

g2(x)τ = M−1(q)τ = 0 (26)

因为矩阵 M 是正定的, 根据式 (26), 有 τ =
[0 τ2 τ3]T = 0. 将 τ = [0 τ2 τ3]T = 0 代入式
(22), 可得到 (x2, x3) = (x2d, x3(0)). 系统的最大不
变集含 W 为 [x2 x3 x5 x6]T = [x2d x3(0) 0 0]T, 即
采用式 (22) 控制器, 系统实现了第一阶段的控制目
标.
控制策略从第一阶段进入第二阶段的切换条件:
1) |x2 − x2d| ≤ e1, |x5| ≤ e2;
2) |x3 − x3(0)| ≤ e1, |x6 − x6(0)| ≤ e2.

其中, e1 和 e2 为较小的正数.
在系统第一阶段控制中, 第三杆角度和角速

度一直维持初始值, 即 x3 = x3(0), x6 − x6(0) =
0 rad/s. 因此, 当切换条件 1) 满足时, 控制策略就
切换到第二阶段.

4.2 第二阶段控制器设计

与第一阶段控制器构造类似, 分别构造第二、三
驱动杆的 Lyapunov 函数, 维持第二杆为目标角度,

控制第三杆达到目标角度, 最终实现系统的控制目
标.
可构造 Lyapunov 函数 V3 和 V4

V3(x) =
1
2
(x2 − x2d)2 +

1
2
x5

2

V4(x) =
1
2
(x3 − x3d)2 +

1
2
x6

2 (27)

其中, x3d 为第三杆目标角度. 分别对 V3 和 V4 求导,
并结合系统状态方程式 (19) 可得

V̇3(x) = x5(x2 − x2d + F2 + b2τ2 + c2τ3)

V̇4(x) = x6(x3 − x3d + F3 + b3τ2 + c3τ3) (28)

依据上式, 为保证系统姿态持续收敛, 第二杆的控制
律设计为

τ2 = (−x2 + x2d − F2 − λ1x5 − c2τ3)b2
−1

τ3 = (−x3 + x3d − F3 − λ2x6 − b3τ2)c3
−1 (29)

式 (29) 的控制律保证了下述收敛条件成立:

V̇3(x) = −λ1x5
2 ≤ 0

V̇4(x) = −λ2x6
2 ≤ 0 (30)

V̇3(x) 和 V̇4(x) 为半负定, V̇3(x) = 0, V̇4(x) = 0 当
且仅当 x5 = 0, x6 = 0.
与第一阶段分析过程类似, 利用 Lasalle 不变

性原理, 可知当 t → ∞ 时, x2 = x2d 和 x3 = x3d.
[x2 x3 x5 x6]T = [x2d x3d 0 0]T 为系统第二阶段的
最大不变集. 采用式 (29) 控制器, 可实现系统第二
阶段的控制目标.
当驱动杆角度分别稳定在各自目标角度时, 根

据式 (12) 和式 (13) 约束关系, 连带实现了欠驱动杆
角度控制, 最终实现系统位置控制目标.

5 系统仿真研究

本节利用Matlab 搭建系统模型, 并设计系统模
型参数进行仿真研究, 验证上述方法的有效性. 平面
PAA 欠驱动系统的模型参数选择如表 1 所示.

表 1 平面三连杆 PAA 系统模型参数

Table 1 Model parameters of planar three-link PAA

system

i mi(kg) Li(m) li(m) Ji(kg·m2)

1 1 1 1 0.08333

2 1 1 1 0.08333

3 1 1 1 0.08333

取系统仿真步长为 0.001 s, 各杆的初始角度
q(0) = [0, 0, 0]T 且各杆角速度 q̇(0) = [0, 0, 0]T,
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对应的初始末端点位置坐标为 [0, 3]T. 控制系统
末端点目标位置坐标为 [−2.2, −1.3], e1 = 0.001,
e2 = 0.001. 粒子群优化算法迭代方程的参数分别
为 p1 = 2, p2 = 1.8 和 w = 0.53, 粒子群中的粒
子个数为 15, 搜索空间维数为 2, 系统最大迭代次
数为 1 500. 利用粒子群优化算法, 可得与末端点目
标位置坐标对应的驱动杆目标角度为 [x2d, x3d] =
[7.6024, 18.4766].

图 3 平面三连杆 PAA 系统位置控制仿真结果

Fig. 3 Simulations for position control of planar

three-link PAA system

平面 PAA 欠驱动系统在整个运动过程中状态
变量的变化规律如图 3 所示, 图 3 (a)∼(d) 分别表示
各杆角度、各杆角速度、驱动力矩和末端点坐标随

时间的变化规律.

1) 图 3 (a) 表明, 系统各杆角度的变化分为两个
阶段: 第一阶段是第三杆角度保持不变, 第二杆角度
逐渐达到目标角度 x2d; 第二阶段是第二杆角度保持
目标角度不变, 第三杆角度趋于目标角度 x3d. 第一
阶段在 9.05 s 结束, 其后控制策略进入第二阶段.

2) 图 3 (b) 表明, 各杆的角速度均在 8 rad/s 以
内, 变化较为平缓.

3) 图 3 (c) 表明, 系统驱动杆的驱动力矩始终保
持在 10N·m 以内, 力矩较小.

4) 图 3 (d) 表明, 末端点坐标在系统稳定时为
[−2.2054, −1.2945].
对于不同的初始角度或不同的系统末端点目标

坐标, 同样可以利用上述控制策略, 实现系统末端点
的位置控制.
综上所述, 系统在有限时间内稳定到了给定的

目标位置, 实现了平面欠驱动机械系统的稳定控制,
解决了平面欠驱动机械系统难以稳定在平衡点的难

题.

6 结论

为了使平面三连杆 PAA 欠驱动机械系统末端
点从任意初始位置移动到任意目标位置, 本文提出
了一种基于模型降阶的位置控制方法. 该控制方法
是利用平面 Acrobot 完全可积和平面三连杆 PAA
系统部分可积的特性, 将部分可积的三连杆系统分
段降阶为两个完全可积的两连杆子系统, 并基于两
子系统获得系统驱动杆与欠驱动杆之间的状态约束

关系; 其次, 利用粒子群优化算法, 根据系统末端点
目标位置计算驱动杆目标角度; 最后, 分别设计控制
器, 使各驱动杆角度趋于目标角度, 并实现欠驱动杆
角度连带控制, 最终实现系统位置控制. 该方法实现
了第一关节为被动的平面三连杆 PAA 欠驱动机械
系统的位置控制.
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